LISTA 7 DE GEOMETRIA DIFERENCIAL 2008

RICARDO SA EARP

Vamos continuar o nosso estudo sobre superficies de R3. Vamos ex-
plorar certas superficies especiais, tais como superficies minimas, su-
perficies de curvatura média constante. Vamos explorar e aplicar con-
ceitos importantes tais como equacoes das geodésicas, fluxo, férmula
do fluxo, principio do maximo, dentre outros. Vocé deve fazer um par-
alelo comparativo com as superficies de H? para entender os conceitos,
as férmulas, os resultados que continuam validos quando o ambiente é
o espaco hiperbdlico.

Primeiramente vamos fazer uma incursao pelas superficies de R?,
tomando parametros isotérmicos, obtendo com esta ajuda alguns con-
ceitos, férmulas e resultados fundamentais da geometria das imersoes
. Considere S uma superficie imersa em R3. Considere z = u + v co-
ordenadas isotérmicas locais em uma vizinhanca de um ponto p € S;
isto é, F =G e =0, onde E, F,G, sao os coeficientes da primeira
forma fundamental, relativos a uma parametrizacdo conforme X(z).
Vamos denotar também E = M2, Sejam [,m,n, os coeficientes da
segunda forma fundamental (Na notagdo proposta em sala de aula
e =1I1,f = m,g = n). Vamos denotar {X;, Xy} o referencial local
adaptado a X em p. Usaremos também a notacao X, para designar X;
e X, para designar Xs.

(1) Verifique a férmula acima num paralelo da esfera S. Calcule a
curvatura geodésica de um paralelo em termos do raio (geodésico),
assim como em termos do raio Euclideano do paralelo.

Suponha que v(0) =p € S e que 7/(0) = v € T,,S.

Dizemos que um vetor tangente v a uma superficie S num
ponto p de S é assimptotico, se a curvatura normal ky nesta
direcao se anula. Uma curva assimptotica em S é uma curva
regular tal que cada vetor tangente determina uma direcao as-
simptotica.

Uma curva regular em S na qual cada reta tangente deter-
mina uma direcao principal, i. e o vetor diretor é principal, é
chamada de linha de curvatura.

Dizemos que um ponto p de S é umbilico se todas as curvat-

uras principais ki e ko de S sdo iguais em p, i. e ki(p) = ko(p).
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Dizemos que S é totalmente umbilica se todos os pontos de M
sao umbilicos.

Seja X : U C R? — R3, (u,v) — X(u,v) uma superficie
parametrizada regular S, ou uma parametrizacao local de uma
superficie regular .S, em torno de um ponto p de S. Seja N um
normal unitario ao longo de S.

Sejam, usando vdrias notagoes, F = g1 = (X, X,), F =
g12 = (Xu, Xu), G = gao = (X, X,,) 0s coeficientes da primeira
forma fundamental. Sejam e = [ = by = (N, Xw),f = m =
bia = (N, Xw),g = n = by = (N, X,,) os coeficientes da
segunda forma fundamental (N é normal unitdrio a imersao

X).

Use as equacgoes de Codazzi-Mainardi para mostrar que se uma
superficie regular conexa S C R? ¢ totalmente umbilica, entao
todas as curvaturas principais sao iguais e constante. Clas-
sifique todas as superficies completas totalmente umbilicas de
R3, fazendo uso da classificacao das curvas planas de curvatura
constante de R2.

Estabeleca a equacao das linhas de curvatura num sistema de
coordenadas locais numa vizinhanca de um ponto nao umbilico:

Lembre-se que «(t) é uma linha de curvatura se

VawmyN = Xt)d(t)

Usando uma parametrizacao local, escreva esta equagao na forma
matricial, em termo da primeira e segunda forma fundamentais,

dai extraia uma equagao diferencial chamada de equacdo das

linhas de curvatura.

Deduza que as curvas coordenadas de uma parametrizacao
sao linhas de curvatura sse as matrizes da primeira e segunda
forma fundamental (no referencial adaptado) sao diagonais. Ou
seja, nas vdrias notagoes F' = gip = 0 e f = m = by = 0.
Deduza que os paralelos e os meridianos de uma superficie de
revolucao sao linhas de curvatura.

Estabeleca a equagao das linhas assimptéticas num sistema de
coordenadas locais.

Mostre que se v é um vetor assimptético, entao ou a curvatura
k de 7 se anula em s = 0 ou n’ é ortogonal & N(p), onde n’
é o unitario na diregao de v”(s).
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(6) Mostre que se uma curva regular v nao é parametrizada pelo
comprimento de arco entao

II(y'(t),7'(t))
[y (£)1?
Vamos agora considerar o referencial de Darboux em vez do

mais conhecido referencial de Frenet: Dada + uma curva em S
parametrizada pelo comprimento de arco s considere

T(s)=7'(s),  mls),  v(s)=T(s) xn(s)=N(y(s))
De fato, observe que
/()= PX 0L

(7) Mostre que existe uma funcao 7,4(s), chamada de tor¢ao geodésica,
tal que

kn(t) =

em s=20

~

(s) = kgn + kv
n'(s) =—k,T + TV
V(s) =
Note que como ¢/(0) depende apenas de T'(0), a terceira equagao
acima mostra que Ky (o que ja sabiamos de antemao ) e 7,
dependem apenas de T'; podemos escrever que ky = ky(v) e
7, = Ty(v), para v unitario tangente.
(8) Deduza das equagoes acima que se {v,w}, v = 4/(0), é uma
base ortornormal, positivamente orientada, de 7,5 entao
kn(v) = —=D,N(v)-v = II(v,v)
7,(v) = =D,N(v) - w = II(v,w)

—kNT — Tg7

Aproveite o ensejo para re-demonstrar a relacao de Euler

(9) Mostre que se ey, ez € T,,S sao diregoes principais com {ey, es}
uma base ortornormal positivamente orientada, se 6 é o angulo
orientado que o vetor unitario v, a partir de e;, faz com ey,
entao

kn(v) = ky cos® 0 + kysin® 0

onde ki, ky sao as curvaturas principais de S em p.
(10) Com as notagoes do item b) logo acima mostre que

74(v) = (kg — k1) sin 6 cos 6

Sugestao : Considere a equagao obtida acima no item anterior
7,(v) = —D,N(v) -w = II(v,w).
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(11) Deduza que 7 é uma linha de curvatura, sse 7, = 0.
Dizemos que v é uma geodésica se

Segue das propriedades das geodésicas como veremos breve-
mente, a definicao geométrica alternativa:“ Geodésicas sao cur-
vas que minimizam localmente o comprimento de arco”, como
j4 vimos explicitamente no modelo da esfera S* (K = 1) e no
modelo do plano hiperbélico H?2.

(12) Estabeleca a equacdo das geodésicas num sistema de coorde-
nadas locais.

(13) Mostre que vy é uma geodésica, sse k, = 0. ( ou ainda, sse, 7’
quando definido é ortogonal & S.)

(14) Mostre que os meridianos de uma superficie de revolugao sao
geodésicas. Quais as condigoes para que um paralelo seja uma
geodésica 7 Dé condicoes analiticas e geométricas.

(15) Determine todas as geodésicas no cilindro circular reto, tanto
de um ponto de vista analitico quanto de um ponto de vista
geométrico. Aproveite o ensejo e determine o tipo conforme do
cilindro circular reto e do semi-cilindro circular reto. Encontre
ou descreva um cilindro topologicamente equivalente ao cilindro
circular reto, mas que nao seja conformemente equivalente a
este.

(16) Mostre que uma geodésica plana que nao seja uma reta é uma
linha de curvatura.

(17) Mostre que uma geodésica que ¢ linha de curvatura é uma curva
plana.

(18) Mostre que uma reta numa superficie S é uma linha assimptética;
conclua que a curvatura de Gauss satisfaz K < 0 ao longo de
qualquer reta contida em S. Mostre que K = 0 ao longo da
reta, sse o normal N é constante ao longo da reta.

(19) Mostre o teorema de Beltrami-Enneper: Se v é uma curva as-
simptética de uma superficie S com v(0) = p, [y (0)] = 1 e
k(0) # 0, entao

7(0)] = V=K (p)

além disso, mostre que se K(p) < 0, e as duas curvas as-
simptoticas distintas em p tém curvaturas diferente de zero em
p, entao suas torcoes em p sao iguais e de sinais contrarios.
Sugestaol :
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Deduza que que 7”(0) é tangente a superficie. (Nota: Num
vizinhanca de um ponto hiperbolico pode-se encontrar coor-
denadas locais tais que as curvas coordenadas sao curvas as-
simptéticas). Dai conclua que {7/, n’ :=~"(0)/k(0)} é um ref-
erencial ortornormal ao longo de v ( 7" é o unitario na direcio
de v"(s)), deduzindo a férmula:

K=I1Iy,)II(n, n)- Iy, n)’

Agora, conclua que o binormal b & curva v em R? dado por
b= T x n énormal unitdrio & superficie S, obtendo a férmula
desejada para K.

Sugestao2: Ou ainda, parametrize v pelo comprimento de
arco. Mostre que m’ é tangente & S em p, e assim N = b =
T x n (7 éo unitario na direcdo de 7”(s)) Mostre que

—DN(T(s)) = =b'(s) = —7(s)- 0’

Veja que a matriz do operador de Weingarten —DN : 1,5 —
T,S com respeito a base ortornormal {T'(0), »’(0)} deve ter
zero na diagonal principal e —7(0) na outra diagonal (Notagcao:
DN = VN). Conclua que K(p) = —7(0)%. Para completar a
demonstracao ( e re-obter a férmula pedida) use a relacao de
Euler obtida anteriormente e uma certa férmula obtida anteri-
ormente).

Demonstre o seguinte teorema de Terquem-Joachimsthal: Se ~
¢ uma curva na interse¢ao de duas superficies S, Sy que é uma
linha de curvatura de Si; entao v é uma linha de curvatura de

Sy, sse S1 e Sy se interceptam num angulo constante ao longo

de 7.

(a) Aplique o teorema para demonstrar que os meridianos sao
linhas de curvatura de uma superficie de revolucao.

(b) Aplique o teorema para mostrar que v é uma linha de cur-
vatura plana de S, sse a imagem esférica pela aplicacao
normal de Gauss N oy descreve uma circunferéncia.

Agora vamos tratar de propriedades geométricas de certas su-
perficies de R3.

Considere as superficies abaixo:

(a) Estude o comportamento da curvatura de Gauss K quando
22 + 92 —;;oo, onde S esta dada por

- .fL'2 + y2 + 2
(b) (sela de macaco) Calcule os coeficientes da segunda forma
fundamental e mostre que a curvatura média e de Gauss
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se anulam na origem:
2z =23 — 3ay?

(¢) (pseudo-esfera) Considere S, a superficie (pseudo-esfera)
obtida pela revolugao da parte da tractrix contida no primeiro
quadrante aberto, em torno do eixo-y. Mostre que a cur-
vatura de Gauss K de S é identicamente igual a —1.

(22) Investigue e classifique as superficies de revolucao de curvatura
de Gauss K = +1, fazendo uma andlise geométrica de suas
curvas geratrizes.

(23) Investigue e classifique as superficies de revoluc¢ao de curvatura
de Gauss K = —1, fazendo uma andlise geométrica de suas
curvas geratrizes.

(24) Considere a (superficie minima de Enneper)

u? v3
X(u,v) = (u— 3 + uv?, v — 3 + vu?, u? —v2> u,v € R.

(a) Mostre que os coeficientes da primeira forma fundamental
sao dados por E = G = (1 +u? +v?)?, F = 0, e mostre
que Enneper é completa.

(b) Mostre que a superficie minima de Enneper é globalmente
conforme a C, logo simplesmente conexa.

(c) Calcule os coeficientes da segunda forma fundamental de
Enneper.

(d) Mostre que a superficie minima de Enneper é de fato minima,
isto é de curvatura média H =0 .

(e) Deduza que as linhas de curvatura de Enneper sao curvas
planas.

(25) Mostre que o helicdide é globalment conforme a C.

(a) Mostre que as linhas coordenadas do helicéide sao lin-
has assimptoticas. Mostre que as linhas assimptoéticas do
helicéide sao retas e hélices circulares. Sera que as linhas
coordenadas sao geodésicas 7 Estude o comportamento do
normal unitario /N ao helicéide ao longo das retas.

(b) Mostre que o helicéide é uma superficie minima.

(c) Calcule a curvatura de Gauss do helicéide.

(d) Mostre que as linhas de curvatura do helicéide sao hélices
logaritmicas.

(26) Considere a familia catendide-helicéide, denotada Fy. abaixo
(Vocé nao precisa fazer os itens feitos por vocé num lista ante-
rior).

Zg =cosf - C(u,v) +sinf - H(u,v) 6 € [0,2m)
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onde C(u,v) = (acoshv cosu,acoshvsinu,av) e

H(u,v) = (—asinhwvsinu,asinhv cosu, —au), 0 < u < 27, —00 <
v < 00, sdo parametrizagoes (locais) do catendide e do helicdide,
respectivamente ( Explique isto !).

(a) Mostre que Fp é uma familia a 1-parametro de superficies
helicoidais cujo passo depende de 6 ( Claro que para 6 = 0
obtemos o catendide), ligando uma parte do catendide a
uma parte do helicéide.

(b) Mostre Fy é uma familia a 1-parametro de superficies minimas
isométricas, ligando uma parte do catendide a uma parte
do helicéide. Dizemos que Zy, 6 € (0,27) é uma superficie
associada ao catendide (helicdide).

(c) Conclua que o catendide e o helicéide sao localmente isométricos
e, por uma isometria local, geodésicas no catendide sao
levadas em geodésicas no helicdide (desenhe-as usando o
Maple).

(d) Mostre que as linhas assimptéticas do catendide sao hélices
logaritmicas.

(27) Considere S uma superficie imersa em R? e seja N um campo
de vetores normal (unitdrio) a S. A superficie paralela a S esté
definida por

(a) Mostre que nos pontos regulares da superficie a curvatura
média H; e a curvatura de Gauss K; de S; sao dadas por

B H—- Kt B K

1 - 2Ht + Kt " 1-2Ht+ Kt?

(b) Assuma que H é uma constante positiva. Assuma que M
é completa com curvatura de Gauss K limitada. Mostre

que as curvaturas média H; e de Gauss K; satisfazem a
seguinte relacao de Weingarten

2@Ht+Kt:b, G>O,b>0

H,

para t suficientemente pequeno bem escolhido.

(¢) Mostre ainda que, nas hipéteses do item i), quando H = 0
e K >> —oo, M, é imersa quando t é suficientemente
pequeno.

(d) Dé um exemplo de um fim de uma superficie minima tal
que K; — —o0, quando P — 05S;.

PESt
(e) Finalmente mostre que M; é uma superficie especial de
Weingarten , ou seja existe uma funcio de classe C!, f :
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[0,00) — R, tal que as curvaturas média e de Gauss satis-
fazem uma relagao da forma

Ht = f(th _Kt>

para f eliptica, i. e f satisfazendo

4t (f'(1)* < 1.
Conclua também que dentro de uma mesma classe de su-
perficies especiais de Weingarten existe uma bem determi-
nada superficie totalmente umbilica.

(f) Considere uma superficie imersa S em R? orientada por
campo de vetores normal unitario N. Assuma que a cur-
vatura média H ¢é positiva e assuma que S satisfaz uma
relacao de Weingarten da forma

20H + K = b, a>0,b>0

Que consideragoes e resultados analogos ao do item ante-
rior vocé pode deduzir ?
(28) Mostre que em parametros isotérmicas z = u+iv, tem-se que: A
curvatura média H e a curvatura de Gauss K de uma superficie
S imersa em R? sao dados por

H—_n 0 K- In — m?
2F E?
Idem para uma superficie S imersa em H?3.
(29) Deduza que equagao das linhas de curvatura via o método
dos multiplicadores de Lagrange, e infira que em coordenadas

isotérmicas a equacao das linhas de curvatura é dada por

—mdu®+ (I —n)dudv +mdv* =0

H—

(30) Mostre as equagoes de Codazzi-Mainardi:

E,
Ly — my, = 2E(l—|—n)

u

2F

My — Ny = (l+mn)

Conclua
(31) As equagoes de Codazzi-Mainardi podem ser escritas como

(57) e

| —
(1) oo
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LISTA 7 9

Sugestdao : Parta dos termos a esquerda das equagoes propostas
substituindo os termos pelas defini¢oes , em seguide use o fato
de que N ¢é normal unitario, X, e X, tangentes ortogonais e
de mesmo médulo, aplicando simetria e compatibilidade com a
métrica, para chegar ao resultado desejado.

Deduzzlx .
Se ¢ = — im, as equacoes de Codazzi tomam a forma
complexa
¢z = EH,
A equacgao (ou as equagoes ) de Codazzi-Mainardi sdo as mes-
mas no espaco hiperbdlico. Verifique isto ! onde 2% = % —
i%, e 2% = a% +i%. Infira que S tem curvatura média con-

tante, sse ¢ é holomorfa. Mostre que isto implica que os pontos
umbilicos de uma superficie conexa S imersa em R?® de cur-
vatura média contante sao isolados ou S é totalmente umbilica.
Mostre o mesmo para uma superficie de curvatura média con-
stante imersa em H3.

Mostre ainda que as linhas de curvatura sao dadas pela equacao

3 (¢ (d2)*) =0

Nota: Um fato que pode ser demonstrado é que quando S
(conexa) tem curvatura média constante, o indice do campo
de linhas de curvatura num ponto singular (i. e num ponto
umbilico, necessariamente isolado, se S nao é totalmente umbilica)
¢ estritamente negativo. Segue disto, e do teorema de Poincaré-
Hopf, o seguinte teorema de Hopf demonstrado nos meados do
século vinte. Tal resultado deu um novo impulso a teoria das
superficies de curvatura média constante: Se uma superficie
fechada imersa S em R® (nao necessariamente mergulhada),
topologicamente equivalente a esfera , tem curvatura média con-
stante entao S é uma esfera geométrica. Enuncie e demonstre
o correspondente teorema de Hopf no espaco hiperbélico.
Mostre que quando S tem curvatura média constante a difer-
encial holomorfa quadratica

¢ (dz)*

estd globalmente bem definida em S, i. e nao depende das
escolhas dos parametros isotérmicos.
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(35) Mostre a seguinte férmula
AX =20

—)
onde H ¢ vetor curvatura média de S (Note que vocé pode
interpretar X como sendo o vetor posi¢ao de 5).
Conclua a seguinte caracterizagao das superficies minimas:

S é minima — AX =0

Ou seja S é minima, sse as coordenadas de S em R? em parametros
isotérmicos sao funcgoes harmonicas.

(36) A idéia agora é enfocar o seguinte: Sejam ky, 71, ko, T2 as curvat-
uras e torgoes de duas linhas de curvatura (curvatura e torcao
destas curvas como sendo curvas de R® !) passando por um
ponto nao umbilico de uma imersao minima conforme X : U C
R? — S, (U aberto de R? ) (F = G, F = 0). Entao demonstre
o teorema de Enneper deduzindo a seguinte férmula

2 2
/{17'1 = k27-2

Sugestao : Considere os parametros isotérmicos z = u + v, i. e
X = X(z). Admita o fato que estes parametros podem ser es-
colhidos ( nas vizinhangas de um ponto nao umbilico) de forma
que as linhas coordenadas sejam linhas de curvatura. Mostre
que isto implica que m = 0 e que as equacoes de Codazzi-
Mainardi ficam (F' =m = 0)

l —& i_f_ﬁ
Y2 G

_Gu(l
W\ ET G

Donde conclua que [ = —n = b, b € R (constante). Em seguida
use as formulas da curvatura e da torcao

Xu X qu : quu ‘Xu X qu‘Q
| X X Xoul? | X, |6

Para concluir escreva X,, X X, * Xuuw €m termo das derivadas
parciais de F com respeito a u e v. Dai segue o resultado dese-
jado.

(37) Deduza do teorema de Enneper acima a seguinte proposicao :
Se uma familia de linhas de curvatura de uma superficie minima
é constituida por curvas planas, assim também o é a familia de
linhas de curvatura ortogonal, numa vizinhanca de um ponto
nao umbilico. Nota: As superficies minimas (nao planas) cujas

7'1]{3% = —
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linhas de curvatura sao curvas planas foram classificadas : Estas
sao o catendide, a superficie minima de Enneper e as superficies
de Bonnet.

* * *

Vamos continuar o nosso estudo sobre superficies de R?. Vamos ex-
plorar certas superficies especiais, tais como superficies minimas, su-
perficies de curvatura média constante. Vamos explorar e aplicar con-
ceitos importantes tais como equacoes das geodésicas, fluxo, féormula
do fluxo, principio do maximo, dentre outros. Vocé deve fazer um par-
alelo comparativo com as superficies de H? para entender os conceitos,
as formulas, os resultados que continuam validos quando o ambiente é
o espaco hiperbdlico.

Primeiramente vamos fazer uma incursao pelas superficies de R3,
tomando parametros isotérmicos, obtendo com esta ajuda alguns con-
ceitos, férmulas e resultados fundamentais da geometria das imersoes
. Considere S uma superficie imersa em R3. Considere z = u + v co-
ordenadas isotérmicas locais em uma vizinhanca de um ponto p € S;
istoé, F =G e F =0, onde E, F,G, sao os coeficientes da primeira
forma fundamental, relativos a uma parametrizagdo conforme X (z).
Vamos denotar também E = A\2. Sejam [,m,n, os coeficientes da
segunda forma fundamental (Na notagdo proposta em sala de aula
e =1,f = m,g = n). Vamos denotar {X;, Xo} o referencial local
adaptado a X em p. Usaremos também a notacao X, para designar X;
e X, para designar Xs.

(1) O gradiente, a divergéncia e o Laplaciano. Seja f : § — R uma
funcao real suave definida em S. Define-se o gradiente de f,
denotado por Vf como sendo o campo de vetores tangentes a
S satisfazendo

Vf-v=df,(v)
onde v ¢ tangente a .S em p, isto é v € T,S.
(2) Mostre que
or= Lo, fix
E-Y BT
onde cometemos o abuso de notagao usual identificando f(u,v)
com f o X(u,v).

(3) Define-se a divergéncia de um campo Y de vetores tangentes a
S (1. eY(p) € T,59), denotada por div, como sendo o trago da
aplicacao Z — DzY, onde Z é um campo de vetores tangentes
a S, e D é a conexao Riemanniana de S. Ou seja,

divY =tr(Z — DzY)
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(4) Mostre
, 1/0 0

(5) Define-se o Laplaciano de uma funcao real suave f definida em
S, denotado por Af, como sendo

Af=divVf
(6) Mostre

onde cometemos o abuso de notagao identificando f(u,v) com
fo X(u,v).

(7) Mostre que os conceitos de gradiente, divergéncia e Laplaciano
pertence a geometria intrinseca das superficies, ou seja depen-
dem apenas da primeira forma fundamental e podem por isto
ser definidos numa superficie Riemanniana qualquer. Assim o
Laplaciano definido acima é também chamado de Laplaciano
Riemanniano.

(8) Consideremos S munida de sua estrutura de superficie de Rie-
mann (induzida pela métrica de S). Seja f : M — R uma
funcao real suave. o Laplaciano conforme relativo a coordenada
conforme z esta definido como

Azf = fuu + fvv

(9) Mostre que a definigao de Laplaciano conforme depende da
coordenada isotérmica z, uma funcao mas a nocao de f ser
harmonica na superficie de Riemann nao depende. Além disso
mostre que esta nocao de harmonicidade é a mesma considerando
o Laplaciano Riemanniano definido no item anterior.

Um importante teorema da Geometria é o teorema da di-
vergéncia: Seja S uma superficie Riemanniana suave e seja Y
um campo suave de vetores tangentes a S. O teorema da di-
vergéncia (intrinseco) diz o seguinte

/diVYdA:—/Y-nds

S as

onde dA = VEG — F?2dudv é o elemento de drea de S, 9S é
o bordo de S, ds é o elemento comprimento de arco de 95, e n
é o vetor co-normal interior ao longo de 0S (n é tangente a S,
normal a 95, apontando para dentro de .S).
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Considere X como sendo o vetor posicao de uma superficie ori-
entada S em R3, por um campo de vetores normais unitérios
N ao longo de S. Suponha que 0S seja uma curva (regular)
simples fechada + contida no plano-xy, de modo que v = 0D
onde D C R? é um dominio de Jordan. Suponha que S U D é
um ciclo orientavel, de modo que S U D = 9V, onde V é um
“solido ” de R3, e o teorema da divergéncia se aplica (Faca uma
figura !). Seja Ars o Laplaciano usual de R?. Mostre que

6vol(V)+2/X-NdA:O
S

Sugestao : Aplique corretamente o teorema da divergéncia (em
R3) Mostre que

AXPP=4+4HX - N

Aplique agora o teorema da divergéncia em S mostrando que

/A|X]2dA:—2 X -nds
g oS

onde 7 é o co-normal interior ao longo do bordo de S.
Levando em conta os resultados obtidos nos itens anteriores
deduza que

4érea(5)+4H/X-NdA:—2 X -nds
oS
S

Juntando os resultados obtidos nos itens anteriores infira

24rea(S) =6Hvol(M) — [ X -nds
as

(Fluxo numa superficie minima). Suponha agora que S seja
uma superficie minima em R?, orientada por um campo de ve-
tores normal unitario N ao longo de S. Seja v o co-normal
exterior ao longo de 05S.

Seja W um campo de vetores suaves em R3. Considere a
componente tangencial W71 de W, ou seja a projecao ortogonal
de W no plano tangente a S. Mostre que

Wi =W —(W-N)N
Seja v um campo constante em R3. Mostre que v? é o gradi-
ente de uma funcao harmonica que é a restricao a S de uma

funcao linear em R3. Sugestio : Vocé vai precisar do fato que
as coordenadas dos pontos de uma superficie minima em R?
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em parametros isotérmicos sao funcgoes harmonicas: Veja logo
adiante. Mostre ainda que segue do teorema da divergéncia a
seguinte equagao vetorial

/ vds=0
as

Conclua que para curvas fechadas v, tem-se que fv vds, é um
invariante de homologia.
O fluxo ao longo de v esta definido pela quantidade

Fluxo([y]) = /Vds

Y

e Considere uma superficie de revolugao com eixo z e curva
geradora C' contida no plano yz, parametrizada por
(r(t),t),t € I C R. Considere a porgao da superficie entre
os planos horizontais z = t1,z = t5, cujo bordo consiste
de dois circulos horizontais de raios r(t1) e r(ty), respec-
tivamente. Seja v = (0,0,1) o vetor vertical canonico.
Calcule o fluxo vertical e obtenha a seguinte equagao difer-

1
V14 r?
catendide.

Nota: Lembremos que a curvatura de Gauss K de uma su-
perficie minima S é sempre nao positiva. A curvatura total
denotada por C(S) estd definida por

C(S) = /KdA
S

encial r(t) = cte. Conclua que a superficie é um

Um resultado interessante é o seguinte: Se uma superficie minima
completa mergulhada de curvatura total finita em R3, tem Auxo
vertical (i. e o fluxo, Fluxo([y]), é um vetor vertical para toda
curva fechada v C ), entao S é o plano o catenéide. Nota: A
curvatura total pode ser interpretada como a imagem esférica da
aplicacao normal de Gauss. De modo que quando a curvatura
total é finita vale a seguinte férmula:

C(S) = —4mn

onde n é o grau da aplicagao normal de Gauss. Quando a cur-
vatura total é finita segue de um teorema de Huber que S é
conformemente equivalente a uma superficie de Riemann com-
pacta S de género g, removido um conjunto finito de pontos,
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chamados puncture. Os dados meromorfos (g, fdz) se esten-
dem meromorficamente & S (Teorema de Osserman).
Vamos em seguida abordar a famosa representacao de Weier-
strass das superficies minimas.
(16) Seja S o catendide

(a) Mostre que a tnica geodésica fechada de S é o paralelo
contido no plano de simetria de S.

(b) Mostre por um argumento simples e direto que S nao tem
pontos umbilicos, mas que S é assimptoticamente umbilica,
i. e k1(p) — k2(p) — 0, quando |p| — oo, onde ky, ko sao as
curvaturas principais de S.

(c) Aplique o teorema de Gauss-Bonnet e estude o compor-
tamento assimptoético numa metade do catendide (cortado
ao longo da geodésica representante da classe de homolo-
gia do fim que minimiza o comprimento de arco), para
mostrar que a curvatura total do catendide é —4m. Nota:
Como ja comentamos, a curvatura total de uma superficie
minima de curvatura total finita é —47n, sendo n o grau
da aplicacao normal de Gauss. No caso do catendide é
imediato verificar que n = 1.

* * *

(17) Equagoes de curvatura de Gauss e Codazzi-Mainardi em coorde-
nadas locais em espagos de formas (pense no espaco Euclideano
Rn—‘rl).

Seja M um espaco de curvatura seccional constante ¢ de di-
mensao n + 1 ( Se M é simplesmente conexo e completo, entao
M=R"" sec=0,S""sec=1e H" se c=—1). Seja M
uma hipersuperficie imersa em M.

(a) Mostre que para M = R""! as equacoes de curvatura de
Gauss e Codazzi-Mainardi sao dadas em um sistema de co-
ordenadas x1,...,x, de M com referencial local adaptado
Xq,..., X, sao dadas respectivamente por

k= ngl (L - Lis — Ljks - Uis) (eq. de curvatura de Gauss)
onde [;; sao os coeficientes da segunda forma fundamental
de M. Expresse os simbolos R, ( definidos no curso) em
termos dos simbolos de Christoffel Ff‘j de M.

8l1k alz s S 1
or, 83:; = Z (Ies - T = 1 - T) (eqs. de Codazzi)

S
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Quando n = 2 mostre que as equagoes de Codazzi sao:

Olis Ol s s
a—m—a—%+2(r1z'ls1—r11'lsz) =0

s

Olyy  Oloy s s
3_1;1_3_1;2+XS:(F22'Z81_F21’182):0 (1)

(b) Seja A o operador e Weingarten que representa a segunda
forma fundamental de M. Seja eq,...,e, um referencial
geodésico em p € M, definido numa vizinhanca de p. Seja
(aij) a matriz de A neste referencial geodésico. Seja V a
conexao de M. Mostre que em p vale

Vekaii(p> = Veiaik(p) Zak € {17777’}

(¢) Toda superficie M de classe C'! possui coordenadas isotérmicas
z = u + tv em torno de qualquer ponto p € M. Ou seja
numa vizinhanca de p a métrica é dada por ds? = E -
(du® + dv?). Suponha que M seja uma superficie suave im-
ersa num espaco de formas tridimensional M, i.e M 9= M,
munida de coordenadas isotérmicas z = u+iv. Mostre que
se [, m,n denotam os coeficientes da segunda forma funda-
mental neste sistema de coordenadas, e H, K. denotam as

curvaturas n}édia e dQe Gauss elxtrl’nseca de M :
n—m +n
) Ke=——— e H = ———.
(f) ‘=g ° 2F
(ii) As linhas de curvatura sao dadas por

—m - du® + (I —n) - dudv +m - dv* =0
(iii) As equagdes de Codazzi sdo dadas por

(Z_Tn)u+mU:E-Hu(l_Tn)v—mv —- _E.H,

l—n .

(iv) Conclua que H = const, < ¢(z) :== ———im é holomorfa.
Conclua também que os pontos umbilicos de uma
superficie de curvatura média constante em M sao
isolados ou a superficie é totalmente umbilica.

(v) Mostre que a equagao de curvatura de Gauss pode
ser escrita:

—AlogVE R [-n—m?

Z = +c K =curv.de Gauss.



