INTROD. VCOMPLEXAS- NOVEMBRO de 2006-listal2

a)

Professor: Ricardo Sa Earp
FUNCOES MEROMORFAS E CALCULO DE INTEGRAIS

Cadlculo de integrais via residuos

Verificar
27
d 2
/ :c. = n , a>b>0
a—+bsinx a2 — b2
0
Fazendo a substituigdo t = tan(z/2) encontre uma primitiva F(z) para
= IR. Resp.
/(@) a+bsinz’ ve P
2 t 2)+b
F(x):—arctan(a an (2/2) + ), —m <z <,
a2 _ b2 VaZ — b2
com
T -7
Fm)= s fm= e Fla+2m)=f(), v€R
Calcule
® a—1
/ * dr = — T , O0<a<l1
14+ sin am

considerando a fungao f(z) = e** / (1 +€?) e o o lago retangular formado
pelos segmentos [R, R+ 27|, [R+ 2w, —R+ 27|, [-R+2mi,—R] e [-R, R].
Sugestao: Faca a transformacao x = e! transformando a integral acima em
ffooo f(t)dt. Vocé saberia calcular usando um outro contorno ?

Nota: Observemos que

onde I'(z) é a funcdo Gamma.
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c) Verificar

T

/ dzx T

= , a>1
o+ cosx a2 —1
0

d)
27 9
/ﬂdx:%m(L—l), a>1
) «+cosx a2 —1
e) Verificar
> x? 7r
dr = —
[t
f) Verificar
T x? T
de = — b>0
/(x2—|—a2)(x2+b2) Tare Y707

g) Verificar

0 a\1/2 ., 1:-3---(2n—-3)
| i - 2 (5) o
(@ + bx?)" T
— 00 \/%
coma>0eb>0.
h) Verificar
/Oo (x +1)sin2x do — 7 cos 2
oo X2 42242 e?
i) Verificar
/ rsinx o
@2 +1)2 7 de
0
j) Verificar
T cosaz e~ %(1 4 ab)
/:z:2+b2 :—4b3 , a>0,b>0
0

k) Estabeleca que
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o0

x® /4
dz = ~1
/ 142" sin ((a 4+ 1)7/4) ca<s

0
Sugestdo: Integre f(z) = z%(1 + 2*)~! sobre y1927v374 onde v, é o seg-
mento real [r, R] (0 < r < R), 72 é o quarto de circulo (centrado em zero)
de R & iR, v3 é o segmento [iR,ir] e 4 é o quarto de circulo (centrado em
zero) de ir & r (sendo z* a determinacgao principal). Se I; = f%‘ f(2)dz,
mostre que I, — 0 quando R — oo e I — 0 quando r — 0. Além disto

mostre que Is = —i*T1I;. Deduza que
z” /B
dz = 0, —1 <p-1
/1—1—305 v sin ((a+ 1)7/3) f>0, <a<p

0

fazendo a substituicdo y = 2%/%. Conclua que

oo

/ L . VL P
14z sin (7/n)

0

ii) Usando um novo contorno contido num setor de angulo 277y /n apropri-

ado, mostre novamente que

/ L A /L I P
0

14z sin (7/n)

iii) Fazendo uma ligeira variacdo do método do item b) acima, conclua que
se n é um inteiro e se a é um numero real tal que n > a4+ 1 > 0, entao
>

/ ¥ Ge—_ T/m

1+ zn . (a+ D)7

0 sin ——
n

iv) Quando n = 2p é par use obrigatoriamente um contorno retangular no
semi-plano superior para calcular
oo

xm
/1+x2pdx

0
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1) Verificar por dois métodos distintos que que

2mra”
~ cosml T S¢ la] < 1
I, = / do =
. 1 —2acosf+ a? 2ra="
o7 S¢ la| > 1
onde n =0,1,2,...,a € R. Sugestdo (método nao classico) : Observe que

1 —2acos+a® = (a—e?)(a—e)

e que
™

In = / (a— eiee)i(tj— e~i0) 0= / (a— Z)?:— z71) ?_j

— ~

onde () = e, —1 < 0 < 7. Utilizar em seguida a férmula de Cauchy.
m) Vamos considerar agora integrais do tipo

o0

/R(x) Inzdx (%)
0
onde R(z) é uma fungdo racional sem pélos sobre o semi-eixo real {IRz > 0},
satisfazendo lim xR(z) = 0.
i) Mostre ;1;:0; condigao logo acima garante a convergéncia da integral (x).
A idéia ¢ integrar a funcao R(z) (logz)*, no contorno apropriado, obtendo
pelo teorema dos residuos

/ R(z)(log(z))? d z— / R(x) (log(x) + 2mi)* dx = 2mi Y Res (R(z) (10gz)2>
0 0

ii) Dé uma demonstracao rigorosa da equacao logo acima. Mostre também
que quando R(z) for real, isto é, quando z = = € IR = R(x) é real, se

oo o0
pode calcular simultaneamente as integrais / R(x)dx,e / R(x) Inxd x,
0 0

iii) Calcule

/ Inz
1—|—:1;
0
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iv) Mostre que
o0

121

/idm:_ﬂz
xt 422 +1

0

v) Mostre que

(7 161n ,
de =—7

(x+1)(z2+1)

0

n) Voceé pode ser inspirar nos exercicios acima para calcular as seguintes integrais

i)
T 2v/21n 9

_2Y T dr=—
Vi(+a22) T
0

i)
7L\/§dx:_7r2
J Vv (1+22)

m) Resuma o estudo de exercicios precedentes, verificando que

Xz

a—

1

oo

log x w2 cos A\
I=| ——doe="+—7— 0<A<1
/ M1+ x) v (sin )2
0
integrando f(z) = logz/ (2*(1+ z)) ao longo do contorno apropriado, com
as seguintes determinacoes : se z = |z|e??, 0 < 0 < 27,
A

log z = log |z| + 46, = exp(Alog 2)

Note que esta nao ¢é a determinacao principal, mas da para z =z > 0 o valor
=exp((a—1)logz).



