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(1) Sejam a, b ∈ C, a 6= b. Para cada k > 0 considere a famı́lia

Ak := {z;

∣∣∣∣
z − a

z − b

∣∣∣∣ = k}. Considere também a famı́lia Λ de

ćırculos ou retas que passam pelos pontos a, b. Verifique que
Ak é uma curva clássica, estudando-a geometricamente. Es-
tude geometricamente as duas famı́lias, deduzindo que formam
um sistema ortogonal de coordenadas.

(2) Sela T (z) =
az − b

cz − d
, ad − bc 6= 0, a, b, c, d ∈ C, uma trans-

formação de Möbius. Dados quatro pontos distintos, z0, z1, z2, z3,
de C, defina a bi-razão, pela fórmula

[z0, z1, z2, z3] :=
z0 − z2

z0 − z3

·z1 − z3

z1 − z2

. Deduza que T (z) preserva a bi-

razão de 4 pontos distintos de C, ou seja [T (z0), T (z1), T (z2), T (z3)] =
[z0, z1, z2, z3]. Deduza que os 4 pontos distintos z0, z1, z2, z3, estão
sobre uma mesma reta ou sobre um mesmo ćırculo, se e só se a
bi-razão [z0, z1, z2, z3] é real.

(3) Usando um exerćıcio da lista 1 e decomposição em frações par-

ciais, deduza que a aplicação z 7→ 1

z
leva ćırculos ou retas em

ćırculos ou retas. Conclua que toda transformação de Möbius
possui a mesma propriedade.

(4) Seja C = CR(a) o ćırculo de centro a ∈ C e raio R > 0. A
inversão ou simetria IC com respeito a C está definida por

z∗ = IC(z) := a +
R2

z − a
.

(a) Deduza que IC ◦ IC = idC.
(b) IC fixa os pontos de C.
(c) IC leva ćırculos ou retas em ćırculos ou retas.
(d) IC preserva os ângulos mas inverte as orientações.
(e) IC deixa globalmente invariante um ćırculo C1 ortogonal à

C, isto é, IC(C1) = C1.
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(5) Considere a transformação de Möbius T (z) =
z − i

z + i
. Deduza

que T (z) é um mapeamento conforme do semi-plano superior
Imz > 0, no disco unitário |z| < 1. Explicite dois ćırculos ou
(semi-) retas do semi-plano superior e suas imagens no disco,
usando o exerćıcio (3) e discutindo neste exemplo a questão da
conformidade.


