INTROD. VCOMPLEXAS- AGOSTO DE 2006-Lista4

Professor: Ricardo Sa Earp

PARTE A: SERIES DE NUMEROS COMPLEXOS
1) Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz mostre que se Y |a,| < oo as

seguintes séries sao convergentes

|1/2

1/2
1/2 |an|
Z |anan+1’ ) Z ) Z /24D’ p > 0.
n n>1 n>1
> 2n
2) Considerando a funcao cosseno dada por cos z := ) E_ea funcao
(2n)!
n)!
n=0
o0 Z2n+1
seno dada por senz := —1)"——, usando o resultado sobre produto
(2n+1)!
n !
n=0

de séries absolutamente convergentes, mostre (efetuando o produto de séries)
que
a) 2senzcosz = sen 2z.
b) cos?z +sen?z = 1.
3) Mostre que a série abaixo converge absolutamente para p > 1.

S
Su=3

a) Mostre que a série Z ¢n, diverge para 0 < p < 1/2, onde

n

=D aranp=(D"Y ((k+1)(n—k+1))"
k=0

k=0

i) Mostre que a série E ¢, converge absolutamente para p > 1.
4) Determine o raio de convergéncia das séries de poténcias, determinando o
disco de convergéncia.

a) ., n*2", aelR.
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3, nl(z/n)"
>on n’zn a€eC.
d) )

n

Q

aa—l—l) (a+n)2", aeC; Z—aa—l (a—n)z", aeC.

S|

Sugestao: Considere o caso o € {0,+1,+2,+£3,...,} separadamente.
e) > (logn)*z™. Resposta: 1.
) Y, nl/(nm)en

. . , 1 1
Sugestdo: Considere a férmula de Stirling n! = n"e™"u,, com lim,, . uy /m

= 1.
Resposta: e

g) >, 2% /(nh).
h)

5)
a) Sejam a,b,c numeros complexos. Suponha que ¢ nao é um inteiro < 0.

Mostre que o raio de convergéncia da série abaixo é 1.

ab ala+1)-bb+1) ,
L T T e 1
ala+1)...(a+n—1)-b(b+1)...(b+n—1) n
nle(c+1)...(c+n—1) :

6) Mostre que as séries de nimeros complexas abaixo, convergem nos conjuntos

C dados
a) Y. (z/(1+2)". C={zRz > —1/2}. Sugestao: Vocé terd que mostrar

n

z
que z > o leva o semi-plano {z; Rz > —1/2} no disco unitério cen-
z

trado na origem.

b) ;z"/(l +2"). C={z;]2| < 1}.

—1\"
c) Z <j T 1) .C={z, Rz >0}. Sugestio: Veja sugestao para o item

a).

7) Seja R o raio de convergéncia da série ) - a,z". Mostre que o raio de
=
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convergéncia R da série

(079 n
P r—A

n>0
é dado por R = max(R, 1)
8) Determine os raios de convergéncia das séries.
a) Zn>0(—1)“2nz2n+2.
b) > >0 logn n,
c) Zn20(sin n)z".

x * *

Os exercicios abairo sao mais dificeis e nao devem ser feitos numa

primeira leitura, mas devem ser feitos numa segunda leitura.

9) Neste exercicio vocé precisara fazer uso de certas desigualdades cldssicas. Se-
jam {a, } e {6, } duas seqiiéncia de niimeros reais positivos satisfazendo certas

condigoes. Considere a série de poténcias

flz) = Z anz"

Discuta o raio de convergéncia da série sabendo que a,,, oy, (3, satisfazem as
seguintes condicoes abaixo.
a) an = (o + B,)*" 7" onde

ap By =0(2")  (n— )

Mostre primeiramente que (por exemplo com a ajuda da desigualdade de

Youn
g) (a _|_ b) a+b
2 9

b) Apt1 = O‘n-l—lﬁg—kb onde

S
S|

(=
<

WV

az>2b>0,a+b=1

1 (n — 00)

0471—1—1 + nﬁn—&—l
n+1

Aqui vocé precisa comparar as quantidades e ni15)41

via a desigualdade da média,
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10) Considere n um inteiro positivo. Defina N(n) o nimero de algarismos de n.
Defina também S(n) a soma dos algarismos de n. Escreva uma relacdo de
desigualdade entre log,, n(logaritmo na base 10) e S(n). Levando em conta

isso, determine o raio de convergéncia da série

Z S(n)z"

11) Seja {a,, n = 2,3,...} uma seqiiéncia de nimeros complexos nao nulos

satisfazendo

o0

(*) Zn|an| <1

2

a) Discuta sobre o disco de convergéncia da série

(xx) z 4+ Z ((n—1))" (In2)az(In3)as - - - (Inn)a, 2"

Voceé precisa usar a desigualdade entre as médias aritmética e geométrica,
levando em conta (k).
b) Agora suponha Rea, >0, n=2,3,....

i) Discuta, com todos os detalhes, o raio de convergéncia da série

o0 2mn

§ : an ZnQ"
5 1+nay,

Aqui voce terd que observar que a série apresenta “gaps’ e tome
cuidado com potenciagao para aplicar o critério de Cauchy (raiz).
ii) Dé exemplos de tais a,, satisfazendo () e assim exemplos de séries
satisfazendo o item 7).
12) Seja {a,} uma seqiiéncia dada por a,, = 1,se n =2 k € N e a,, = 0,n # 2*.
Seja m > 0. Discuta com detalhes o raio de convergéncia da série

)
E :an ef\/ﬁemn P
n=0



13)

14)
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Novamente voceé terd que observar que a série apresenta “gaps” e tome cuidado
com potenciagao para aplicar o critério de Cauchy (raiz).

Seja a =a +1i1,a,7 € IR, 7 > 0. Considere a série

flz) = Z logn amz"

Determine o raio de convergéncia e o disco de convergéncia.
Classicamente, o dominio limitado pelas chamadas curvas de Cassini, dadas
por

|z —a||z +a| = R, a,R>0

sao chamados de dominios de Cassini. Para a = R, a origem é um ponto
duplo, para a > R tem duas componentes conexas e para a < R é um dominio

estrelado cujo centro é a origem.

2n
1
Mostre que a série Z ( 52(2 - 1)) , converge em certo dominio de Cassini.
n



