INTROD. VCOMPLEXAS- AGOSTO DE 2006-Lista6

Professor: Ricardo Sa Earp

ZEROS DE FUNCOES ANALITICAS E CONTINUACAO ANALITICA

1)

Responda verdadeiro ou falso. Caso verdadeiro esboce uma deducao sucinta.
Caso falso esboce um contra-exemplo.
a) Seja f:Q C C — C uma fungao analitica definida num dominio Q2. Seja
cn, n=0,1,2..., uma seqiiéncia de pontos de 2 com
¢n — ¢ (n— 00). Assuma que f(c,) = 0. Segue entao que f =0 em €.
b) Seja f: Q C C — C uma funcdo anti-analitica definida num dominio €.
Seja ¢,, n = 0,1,2..., uma seqiiéncia de pontos de €2 que possui um
ponto de acumulagao pertencendo ao dominio 2. Assuma que f(c,) = 0.
Segue entao que f =0 em ().
2) Verificar as afirmagcoes abaixo com respeito a existéncia de uma fungao analitica

f definida numa vizinhanca (aberta) de z = 0.

1
a) f (—) =cosnm, n=1,2,..., é impossivel.

n
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b) f (—) = —sin <@> ,n=12,..., éimpossivel.
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c) f (E) == 1,2,..., implica que f(z) = z/(z + 1).
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d) f (5) = %_ﬁﬁl/n), n=1,2,..., implica que f(z) = sin(nrz)/z(z+1),
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e) f ;) =f (—) , n=1,2,..., implica que f é constante.
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onde a, b sao constantes > 0, é impossivel.

g) f (l> - n=1,2,..., implica que f(z) = z/(z+ 2).
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1 1 L. .
h) f (E) = m é impossivel.

3) Seja Q um dominio e sejam f e g duas fungdes analiticas definidas em (.
a)
i) Assuma que f(z)g(z) = 0 para todo z € Q. O que vocé pode dizer
de fedeg?
ii) Assuma que f(z)g(z) = 0 para todo z € Q. O qué vocé pode dizer
de fedeg?
4) Seja u = u(x+iy) uma funcao harmonica definida num dominio 2. Assumindo
que localmente uma funcao harmonica é parte real de uma funcao analitica,
o que vocé pode dizer do conjunto C = {u,; = u, =0} 7
5) Verifique se existem fungoes analiticas definidas num dominio contendo a
origem que satisfacam a condigao abaixo.

1
a) f(ﬁ) = ¢ V™ onde n € IN*.
* * *

Os exercicios abaixo sao mais dificeis e nao devem ser feitos numa
primeira leitura.

6) Considere a equacao diferencial complexa de segunda ordem dada por (veja

listaB (5)):

E

(+) Ba=——
1+ FEE

2Lz
Dizemos que uma funcao E : U — C de classe C? definida num dominio
U C C é uma solugdo trivial da equagao (x), se E é analitica ou anti-analitica.
Sejam f(z) e g(z) funcoes analiticas em U.
a) Assuma que E(z) = f(2)g(z) seja uma solucdo de (x). Mostre que E é
uma solucgao trivial de (x).
b) Assuma que E(z) = f(z) + g(z) seja uma solucdo de (x). Mostre que F
¢ uma solucao trivial de (x).
7) Seja f(z) uma funcdo analitica definida numa vizinhanca da origem. Mostre

que se f(z) satisfaz

F(22) =2f (2)- f(2)
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entdo f(z) é uma fungao inteira, i.e definida em todo plano complexo C. Dé

exemplos de fungoes elementares que satisfazem a igualdade acima.

No préximo exercicio vocé vai ter que assumir o fato de que uma aplicacao
analitica € aberta.

8) Considere p(z) = u(z) +iv(z) uma funcio complexa de classe C'! definida em

um dominio 2.

a) Suponha agora que ¢ seja analitica em 2. Suponha ainda que existe
uma vizinhanca aberta V' C €, tal que go(_z) € ), Vz € V. Mostre que
w = ¢ (5(2)) é uma funcio analitica num aberto de Q. (Sugestio: use
o fato que uma aplicacdo analitica é aberta e a observagao anterior).
Considere o conjunto A = {z € V, Z = ¢(z)}. Suponha finalmente que
a € A seja um ponto de acumulacio de A. Mostre que z = ¢ (3(z)) em

V. Conclua que |¢ (a)| = 1.

9) Seja f(z) uma fungao analitica no disco unitério aberto centrado na origem.
Suponha que para —1 <z < 1(z € R), u = f(x) satisfaca a equacao diferen-

cial
~ 2u(x) 1

A il R

Assuma que f(0) = 1. Encontre f(z). Calcule £ (0).



