INTROD. VCOMPLEXAS- AGOSTO DE 2006-Lista7

Professor: Ricardo Sa Earp

PARTE A: FUNCOES ANALITICAS ELEMENTARES

1) Mostre que se 0 < a < 1, entdo

27”-ei7m / (627rai o 1) — T

sin am

Para que valores a € C a igualdade acima é verdadeira 7

2) Mostre que se ¢ = e, Im7 > 0 e se § = ™, entdo

sinm(nr —u) -sinw(nr +u)  (1—¢*"07%)(1 — ¢°"6?)

sin?(7nt) B (1 —¢?n)2
3) Seja
f(z) =asenz — ¢, z€Q:={z |Rz| <7/2, |Imz|<7/2}
a) Calcule
max | f ()]

4 — ?
Serd que max |f(2)] max |f(2)] 7

4) Mostre que a funcao w = e/ Zk,k € IN* em qualquer disco perfurado da
origem, toma todos os valores complexos w uma infinidade de vezes, exceto
w = 0. Idem para w = sin (1/z) . Nota cultural matemdtica: relacione com
o grande teorema de Picard.

5) Seja f(z) = exp(az) + exp(bz), onde a,b sdo constantes complexas e z € C.
Mostre que f é periddica < a = b = 0 ou b = ra, onde r é um numero real
racional.

6) Mostre que

a) |exp2?| — oo se |z] — oo, |argz| < a < /4.
b) cosz éreal & y=0ouz =nm n€Z.



10)

11)
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¢) sin z é imaginario puro < x = nmw, n € Z.

1) — S 9n/2 it 2"
d) exp((1+1i)z) = E>02 exp( : ) L Vz e C.
e) exp(cos z) cos(sin z) = Z M, Vz € C. Sugestao: Verifique que
n!

n=>0

+1i .
exp(exp +iz) = Z M _ Z cosnz Zismnz

n! n! n!
n n n

e que exp(exp +iz) = exp(cos z) exp(Lisin z).
f) cosi+isini=e 1
g) logexp(l+4i) =1+ (4 —2m)i.
h) Vz € C, |cosz| < cosh|z| e que |sinz| < sinh|z|. Deduza que para
|z| < 1,|cosz| <2 e |sinz| < 6|z]/5.
Verificar que cos z = w, implica que

z:—ilog<w:|: w2—1>+2n7r, n € 7.

Em particular, concluir que cos : C — C é sobrejetiva.

Verificar que sin z = w, implica que
z = —ilog <iw:|: 1 —w2> +2nmw, n € Z.

Em particular, concluir que sin : C — C é sobrejetiva.

Verificar todas as determinacoes de
a) 2°. Resposta: e~ 2"™{cos(log?2) +isin(log2)}, n € Z.
b) i'. Resposta: exp {—71' (2n + %)} , n € Z.
Encontrar todos os niimeros a e z complexos tais que:
a) Toda determinacao de a® sao reais.
b) Toda determinacdo de a* seja de valor absoluto 1. Sugestdo: Seja z =
x + iy, x,y reais e a = re? , r > 0,0 € (—m, 7).
Sejam o = a + ib, a,b reais e z € C*. Verifique que
|Za| _ ’Z|ae—bargz

deduza que
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a) lin6|z°‘| =0« Ra > 0.
VA
b) lin(1)|z°‘| =00 < Ra < 0.
VA

12) Verificar que, se |z| < 1,

S
— z e — — .
g ¢ 21>

colocando z = re??, 0 < r < 1, deduza:

I — 1 1—7r2
- n 90— -
2+;T O = T ¥ 72 — 21 cosf

deduza ainda férmula analoga trocando-se cos por sin na expressao a esquerda
da igualdade.

13) Seja z = x + iy, com x,y reais. Verifique que |sinnz| < e™¥, n =1,2,...;
deduza que Zn>1 27" sinnz converge absolutamente se |Im z| < log2. Por
outro lado se | Im z| > log 2, mostre que |2~ " sinnz| /4 0, quando n — oo (veja
o exercicio seguinte), de modo que }, -, 27" sinnz diverge se |Im 2| > log 2.

-2
14) Mostrar que a série >, -, n~“sinnz converge apenas para z real, mostrando
que

1
|sinnz| > 5 (e”|y| - e*”m) , y=1Imz.

15) Considere a série

3n

(+) 6 =3 G

Mostre que f satisfaz f"”/(z) — f(z) = 0. Mostre ainda que f(z) =
(e +26¢7*/2 cos \/_Z>

i) Deduza, partindo da série (), trocando z por —z e somando que

W =

1 [o@)
- (coshz + 2cosh z/2 cos(\/§z/2)) = Z i
3 0

16) Mostrar que

1
log (%) =log(l+z) —log(l—=2) sez¢ E={teR; [t|>1}
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Sugestao: Verifique que as duas fungoes sao holomorfas em C \ E e que a
igualdade é verificada para z € R e |z| < 1.

17) Seja
1 I +iz
J(2) = 5518 (1 —iz)

Verificar que f é holomorfa em C\ F, onde F' = {it, t € IR, |t| > 1}. De

acordo com o item anterior conclua que

1
—log(1 +iz) — log(1 — iz) sez¢ F

£ = 5

Concluir que f(z) é um prolongamento analitico da fungao f dada por
3 2n—|—1

f(Z)—Z——+—— =) (-1 T A<

3
n>0

Deduzir que para t real em (—1,1), f(¢t) = arctant. Conclua que tan (f(z)) =
z, z€ C\ F. f(z) é o ramo principal de arctan z.
18) Verifique (ou obtenha) os desenvolvimentos de Taylor das fungdes abaixo |,
justificando a convergéncia ( raio e disco de convergéncia) em cada caso.
a) Este exercicio é para ser feito por dois métodos. Obtenha via o método do
produto de séries (relacdo de recorréncia entre os coeficientes) e também
pelo método das fragoes parciais o seguinte:

1 o0 e(n—|—1)i9 _ e—(n—|—1)i0
— : . z"
1—2zcosf + 22 et — gt

sin 6

= — Zz" sin(n + 1)6, |z| < 1
0

b) Exiba as séries abaixo escrevendo uma expressao numa “forma fechada”

(s e R)

g 2" cosns
E z" sinns

n=0
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19) Deduza que

oo n

1
Z = cosnf = —3 In(1 —2zcosf + 2%), |2| <1,
n
1
onde w = In z denota o ramo principal do logaritmo.

* * *
Nota cultural matemdtica

e Considere a série binomial

onde

ou seja

—1
bAz)zl—Faz%—%

Note que b, é holomorfa na bola unitaria aberta centrada na origem, ja que o raio

de convergéncia da série que define b, é igual a 1. Note que b_; = ——, |z| < 1.

1+2’
Vale a férmula de multiplicacao :
(1 + Z)ba_l = bg

Infire-se que

b (2) = ob, /(1 + 2)
) o (_1)7171271
Seja \(z) := ~————  Not
eja A(2) 21: - ote que
bo(z) =) 2] <1
Vale a férmula de Abel-Newton

(14+2)7 = Z (U) 2", VoeC, |z|<]1.

n
0



