LISTA 1 DE INTROD A TOPOLOGIA 2011
RICARDO SA EARP
Espacgos vetoriais normados: FExemplos de espag¢os de Banach e de Hilbert

(1) Seja E um espago vetorial normado com norma ||||. Deduza que
: /' — R é uma funcao continua.
I G

(2) Sejam Ej, ..., E, espagos vetoriais normados cujas normas sao
;- |||, respectivamente.
Seja E := Fy x --- x E, o espaco produto.
(a) Paracadav = (vy,...,v,) € E definimos ||v|| o := max{||vi|[, ..., ||lvall }-

Deduza que (£, ||||«) ¢ um espago vetorial normado. Note
que (F,||/lc) é um espaco de Banach, se e sé se cada
(E;, ||l];) é um espago de Banach.

(b) Para cada v = (vy,...,v,) € E definimos ||v||; := > _ ||vills-
i=1

Deduza que (E,||||1) é um espaco vetorial normado.

" 1/2
(¢) Paracadav = (vy,...,v,) € E definimos ||v]|y := (Z |]le$> :
i=1

Deduza que (E, ||||2) é um espago vetorial normado.

(3) Seja E um espago vetorial e sejam ||||; e ||||2 duas normas em E
e escrevemos Ey = (E,||||1) e B2 = (E, ||||2). Dizemos que ||||;
“¢é mais fina” que ||||2, se existe uma constante positiva ¢ > 0,
tal que ||z||2 < ¢||z|1, Yz € E.

(a) Deduza que a topologia em Ey = (E, ||||1) é mais fina que a
topologia em Es = (E, ||||2), ou seja se U C E é um aberto
de E5 entao U é também um aberto de Fj.

(b) Seja {x,} uma sequéncia em F e seja z € E. Deduza que
se r, — x em FE; entao x,, — x em FEy. Em particular,
deduza que se uma sequéncia {z, } tem norma em FE; arbi-
trariamente pequena para n suficientemente grande, entao
também tem norma em F, abitrariamente pequena para n
suficientemente grande.

(c¢) Deduza que a aplicagao identidade
Id: By = (E,|||1) = E2 = (E,||||2) é continua.

(4) Seja C°[a, b] o conjunto das fungdes continuas reais definidas no
intervalo fechado [a,b]. Seja f € C°a,b]. Considere || f|ls :=
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b
sup |f(z)]. Considere também | f||; = [ |f(x)|dz. Finalmente
a<zr<h a

, 1/2
considere || f|lz = (f |f(x)\2dx) :

(a) Deduza que (C°[a,b], ||||) ¢ um espago vetorial normado
(“espago de Banach”).

(b) Deduza que (C°[a,b],|||];) ¢ um espago vetorial normado
(“espago de Banach”).

(c) Deduza que (C°[a,b],]||]2) é um espago vetorial normado
cuja norma é proveniente de um produto interno (“espaco
de Hilbert”).

(d) Deduza que a norma ||||« mais fina que a norma ||||;, mais
que |||[1 ndo € mais fina do que ||||oo -

(e) Deduza que a norma |||, mais fina que a norma ||||2, mais
que |||z ndo é mais fina do que ||||oo -

(f) Deduza que a norma ||| mais fina que a norma ||||;, mais
que |||l1 ndo é mais fina do que ||||2 -

(5) Seja C'[a,b] o conjunto de todas as fungoes f : [a,b] — R
que possuem derivadas continuas em todos os pontos. Defina

[/l = sup [f(z)] + sup [f'(x)]

a<z<h a<zh

(a) Deduza que (C'[a,b],||||1) é um espaco vetorial normado
(“espago de Banach”).

(b) Generalize esta defini¢ao de espago considerando o con-
junto de todas as fungoes f : [a,b] — R que possuem
derivadas de ordem k continuas.

(6) Considere (F, ||||g) e (F,||||r) espagos vetoriais normados (que,
possivelmente, tém dimensao infinita). Deduza que as afirmagoes
abaixo sobre uma transformacao (operador) linear T': F — F
sao equivalentes.

(a) T: E — F é continua; isto é, fixado a € E qualquer, segue
entao que, dado € > 0 existe § > 0, tal que
|z —allp <0 = ||T(z) = T(a)||r <e.

(b) T é continua em 0 € E.

(c) Existe ¢ > 0 tal que || T(2)|r < ¢||z||g, Yz € E.

(d) Existe ¢ > 0 tal que ||T(x — y)||r < ¢|lx — y||g, YVz,y € E.

(7) Assuma que T': E — F' é linear, injetora e sobrejetora. Deduza
que T : E — F é um homeomorfismo, se existem constantes
a>0eb>0tal que a|z||g < ||T(x)|r < 0|z k.

OBS: Se E e F sao espagos de Banach e T € um operador linear
continuo e sobrejetivo de E em F entao T € uma aplicag¢ao
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aberta: T leva abertos de E em abertos de F' ( Este é o “teorema
da aplicacao aberta da Andlise Funcional”).

(8) Assumindo que E e F' sao espagos de Banach deduza que se
T : E — F ¢ linear, injetora e sobrejetora entao 7! é continua
de F' sobre E.

(9) Considere (F,(,)) um espago vetorial munido de um produto
interno (,). Deduza que o produto interno (,) : £ x F — R é
uma funcao continua.

(10) Dé exemplo de um conjunto ortonormal infinito em ¢2.
(11) Seja C[0,27] o espago das fungdes continuas com a norma

27
1113 = J |f(x)|*dz. Considere o conjunto
0

\/%, \/i;r cos, \/%; sin x, \/i;r cos 2w, \/%T sin 2z, . ... Deduza que S é
ortonormal.
(12) Seja S um conjunto ortonormal de um espago um espago veto-
rial £ munido de um produto interno (, ). Deduza que cada par
de elementos distintos de S estdao a uma distancia igual a v/2.
(13) Considere (£, (,)) um espago vetorial munido de um produto
interno (, ). Seja .S C um conjunto ortonormal de E.
(a) Seja uy,...,u, uma cole¢ao finita de elementos distintos
de S. Seja x € E. Deduza que

Z (2, u) |2 < |22 (desigualdade de Bessel)
i=1

Sugestao: Considere o vetor x — > (z, u;)u;.
i=1
(b) Seja x € E. Deduza que o conjunto dos pontos u € S tal
que (z,u) # 0 é finito ou enumerével.
Sugestao: Dado n € N, considere o conjunto dos pontos
u € S tal que |(z,u)| > L.
(¢) Sejam x,y pontos de E. Deduza que

>z )y w)l < =] [yl

ueS

(14) Seja E' um espago vetorial espago vetorial munido de um pro-
duto interno (, ). Vamos assumir que F seja completo (quando F
nao tem dimensao finita £ é chamado de “espago de Hilbert”).
Seja {u,,n = 1,...} um conjunto ortonormal de FE infinito e
enumeravel.
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o o0
(a) Deduza que a série > c,u,, é convergente se esése . |c,|* < oo.
=1 i=1
oo
Neste caso, seja = := > ¢,u,. Deduza a seguinte relagao:
i=1
Cn = (T, Up).
Sugestao: Considere a sequéncia das somas parciais em
n
E, dada por s, = > c¢,u,, mostrando que esta é uma
i=1
o
sequéncia de Cauchy, se e s6 se > |c,|* < co. Em seguida,
i=1
prove que ¢; = (sp,u;) e use a continuidade do produto
interno.



