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RICARDO SA EARP

Espacos métricos e espacos topologicos

(1) Seja (M,d) um espago métrico de diametro co. Deduza que

d1<1',y) = min{d(x,y), 1} © dQ(l‘,y) - li(g—é/)y)

em M que determinam a mesma topologia que a métrica d.
Todavia, mostre que tais métricas nao sao equivalentes a d.

sao métricas

(2) Sejam X, ..., X, espacos topoldgicos metrizaveis. Deduza que
o produto X := X; x --- x X, é metrizavel e exiba uma base
de X.

(3) Seja X um espago topolégicos e sejam A, B, subconjuntos de X.
Responda verdadeiro ou falso. Caso verdadeiro, deduza, caso
falso dé um contraexemplo.

(a) AUB = AUB.

(b) ANB=ANB.

(c) A° = A.

(d) Se AN B # 0, entdao AN B =+ ).

(4) Sejam A e B dois subconjuntos de um espago topoldgico X.
Mostre que para o subconjunto A x B de X x X (produto
cartesiano), valem as seguintes propriedades:

(Ax B)° = A° x B°, (AxB)=AxB
I(Ax B) = (0A x B)U (A x 0B)

(5) Seja X um espago topolégico e seja A um subconjunto de X.
Deduza que a aderéncia A de A é a unido de A com o conjunto
dos pontos de acumulacao de A.

(6) Deduza que um conjunto finito num espago topoldgico de Haus-
dorff é fechado.

(7) Deduza que num espago topolégico de Hausdorff X, se um ponto
x € X é um ponto de acumulacao de A C X, entao toda vizin-
hanca aberta de x contém uma infinidade de pontos de A.

(8) Seja X um espago topoldgico de Hausdorff. Deduza que a dia-
gonal D := {(z,z),z € X} é um conjunto fechado no espago

produto X x X.
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PROFESSOR RICARDO SA EARP

Seja

rcotx sel<|z|l<m
flo) = g
1 sexz=0

(a) Deduza que o grafico de f é fechado.

(b) Deduza que o gréfico de f é completo.

(c) seja X : (—m,7m) — R?* X(t) = (¢, f(t)). Deduza que
se {z,} é uma sequéncia de numeros reais, satisfazendo
|z, <7, elz,| — m, (n — 00), entédo || X (z,)|| — oo. Con-
clua que se {z,} é uma sequéncia satisfazendo |z,| < ,
que “sai” de todo compacto (de (—m, 7)) entdo X (z,) ndo
possui valores aderentes em R?, dizemos que X ¢ uma
aplicagao propria.

Seja (X, d) um espago métrico. Deduza que dado zg € X, a
fungao distancia d(xg,x) := dist(xg, ) é uma func¢ao continua
de z € X. Deduza que d(z,y) é uma fungao continua de ambos
Tevy.

Deduza que num espago métrico X um conjunto F é fechado
se e sO se para toda sequéncia x,, convergente de pontos de F,
convergindo a x € X, entao = € F.

Seja (X,d) um espa¢o métrico munido da distancia d. Seja
Xo C X um subconjunto de X, considerado como um espago
métrico em si mesmo, i.e Xg = (Xo,d). Deduza que se X é
completo e se X é fechado em X, entdo (Xo,d) também é
completo.

Deduza que um conjunto compacto K de um espaco métrico
(X, d) é fechado e limitado.

Deduza também que K é completo.

Seja X um espago métrico e seja S C X conjunto. Dizemos
que um ponto x € X é um ponto de acumulagao do conjunto
S, se cada vizinhanca de x (i.e aberto que contém x), contém
um ponto de S diferente de .

Deduza que z é um ponto de acumulacao de S, se e s6 se
existe uma sequéncia convergente {x,} de pontos distintos de
S que tem x como limite.

Seja { K, }.4 uma cole¢ao de conjuntos compactos de um espago
topologico X. Deduza que se a intersecao de cada subcolecao
finita de {K,}4 é nao vazia entao Naea Ky # 0.

Seja X um espago métrico completo. Dizemos que um conjunto
S C X tem diametro finito se a funcao d : S x S — dist(x,y) é
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limitada para todo z,y € S. Denotamos o sup{d(z,y), z,y € S}
por diam(.S), chamado de diametro de S.

(a) Se S C X, deduza que diam(S) = diam(S).

(b) Suponha que {S,,} é uma sequéncia de conjuntos fechados
limitados, nao vazios tal que S; D Sy D S3---. Suponha
que o diametro diam(S,) — 0(n — o0). Deduza que a
intersecao NS, de todos os conjuntos S,, nao é vazia.

Dé um contraexemplo, se a hipétese diam(S,,) — 0, nao é
satisfeita.

(c) Seja K, uma sequéncia de subconjuntos compactos de X,
n=12.... Assuma que K, D K,;1,n =1,2,... e que
diam(K,) — 0, quando n — oc.

Deduza que N, K,, consiste em um tnico ponto.

(17) Sejam S; e Sy dois subconjuntos de um espago métrico (X, d).
(a) Defina d(Sy, S2).
(b) Se S; e Sy sdo fechados disjuntos i.e S; N Sy = 0, tal que
Vp € Sy, dist(p, S1) > 0, serd que dist(Sy,Se) >0 7
(c) Se Sy é compacto e Sy é fechado, sendo S; e Sy disjuntos ,
tal que Vp € Sy, dist(p, S1) > 0, serd que dist(Sy,S2) > 07



