LISTA 3 DE INTRODUCAO A TOPOLOGIA 2011

RICARDO SA EARP

Limates e continuidade em espacos topologicos

(1) (a) Assuma que Y = AU B, onde A e B sao subconjuntos
abertos disjuntos ndo vazios. Deduza que AN B = § e
que BN A = (), ou seja nenhum destes dois subconjuntos
contém valores aderentes do outro.

Sugestdo: Deduza que A = ANY, concluindo que ANB = .

(b) Reciprocamente, deduza que se Y = AU B, onde A e B
sdo subconjuntos disjuntos nao vazios, tal que AN B = ()
e que BN A = (). Deduza que A e B sao abertos em Y.

(2) Seja f: X — Y uma fungao continua de uma espago topoldgico
X num espago topoldgico Y. Seja A C X. Deduza que a res-
tricao de f & A é continua (munindo, é claro, A com a topologia
induzida).

(3) Sejam X e Y espagos topoldgicos. Assuma que X = AUB, onde
A e B sao fechados em X. Sejam f: A—Y eg: B—Y duas
fungoes continuas tais que f(z) = g(z), Vo € AN B. Mostre
que a funcdo h : X — Y dada por h(x) = f(z),z € Ae
h(z) = g(z),z € B é continua.

(4) Sejam f, g funcoes continuas que levam um espago topoldgico
X na reta real R. Se f(a) # 0 # g(a), para certo a € X, segue
entao que f(z) - g(z) # 0, numa vizinhanga de a.

(5) Seja f(x) = v -, onde - denota o produto escalar em R, e
v € R™ é um vetor fixado. Discuta a continuidade de f(x).
Mostre que os semi-planos dados pelas equacoes

{z;v-2>a} e {z;v-z>a}

sao subconjuntos abertos e fechados, respectivamente. Deduzir
que o hiperplano {z;v - = a}, é um subconjunto fechado de
R™.

(6) Mostre que se f, g sdo fungdes continuas que levam um espagco
topolégico X em R" entdo se f(a) # g(a), para certo a € X,
segue-se que f(z) # g(x), numa vizinhanca de a.

(7) Dizemos que uma aplicacao f que leva um espago topolégico X

num espago topologico Y é aberta (resp. fechada), se a imagem
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por f de uma aberto de X (resp. fechado) é um aberto de Y
(resp. fechado).

(a) Dé exemplos de aplicagdes continuas reais definidas em
subconjuntos do espago Euclideano que sejam abertas, mas
nao sejam fechadas.

(b) Dé exemplos de aplicagoes continuas definidas de R™ em
R™ que nao sejam nem abertas nem fechadas.

(c) Dé exemplos de aplicagoes continuas f definidas num inter-
valo I da reta em R? que sejam injetivas mas nao produzem
um homeomorfismo entre I e sua imagem f(7).

(d) Sejam X; e Y; subconjuntos de X e Y, respectivamente.
Seja f 1 X7 — X, uma funcao continua bijetiva tal que
para todo aberto A de X (com a topologia induzida), f(A)
¢ um aberto de Y7 (com a topologia induzida). Mostre que
f é um homeomorfismo.

(8) Dé exemplos de fungoes definidas numa vizinhanga perfurada da
origem de R? que admitem um mesmo limite quando (z,y) —
(0,0), ao longo de raios que chegam a origem (0, 0) de R? mas
que nao admitam uma extensao continua a origem.

(9) Responda verdadeiro ou falso. Caso verdadeiro, deduza, caso
falso dé um contraexemplo. Lembro que uma propriedade im-
portante de fungoes continuas é o seguinte: Um fung¢ao continua
num espago compacto assume o maximo e o minimo.

(a) Dada f : R — R uma fungao considere o grafico de f dado
por A = {(z, f(z)), * € R}. Segue entao que se o grafico
de f é fechado, f é continua.

(b) Seja f : R™ — (0, 00) continua tal que f(0) = 1/2e f(x) —
1 quando ||z|| — oo. Segue entao que f é limitada e assume
um maximo global.

(c) Seja X um subconjunto de R™ e seja a € X um valor ader-
ente a X. Seja f : X — R uma fungao continua limitada.
Segue entao que existe liin f(x).

x a

(10) Exiba um homeomorfismo entre o intervalo (—1, 1) e a reta real
R.

(11) Considere a esfera unitaria
S? = {(z,y,2) € R® 2+ y?> + 22 = 1}. Seja N = (0,0,1) o
polo norte da esfera. Para cada p € S?, p # N, trace a reta r
passando por N e p. Seja f(p) o ponto que r corta ou perfura
o plano horizontal {z = 0}. Deduza que a aplicagao p — f(p)
é um homeomorfismo, que leva S? \ { N} homeomorficamente a
R2.
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(12) No plano yz, no espago R3, considere o circulo C' de centro
(0,a,0) e de raio r > 0, dado por 2?+ (y—a)? = r?, x = 0 onde
0<r<a.

(a) Obtenha a superficie S de revolucao fazendo girar o circulo
C em torno do eixo z. Exiba parametrizacoes desta su-
perficie.

(b) Deduza que S é homeomorfa ao toro S* x S?.

(c) Escreva S na forma implicita f(x,y,z) = 0, encontando
esta fungao f(z,y, 2).

(13) Seja S o cilindro em R?® dado por 22 + y? = 1. Deduza que S é
homeomorfo aos seguintes conjuntos:

(a) Disco perfurado em R? dado por 0 < 2% +3? < 1.

(b) Anel em R? dado por 1 < 22 + y* < 2.

(c) Plano perfurado em R? dado por x? + 3 > 0.

(d) Esfera S* em R3, com dois pontos removidos dada por z% +
v 4+ 22 =122 +y> > 0.

(e) O espaco quociente R?/Z, munido da topologia quociente,
fazendo a identificacao em R? = Cde 2 € C com z+n, n €
7.

(14) Deduza as afirmagoes abaixo:

(a) Seja A um conjunto limitado nao compacto de R. Segue
entao que existe uma funcao continua f : A — R que nao
é limitada e existe g : A — R limitada, mas o sup f(z) nao

é atingido.
(b) Seja f : R™ — R* continua tal que f(zr) — 0 quando
||z|| — oo. Segue entao que f assume um maximo global.
(¢) Todo conjunto infinito limitado de R™ possui um ponto de
acumulagao.
(d) Toda sequéncia limitada de R™ possui um valor aderente.
(e) Seja {z,} uma sequéncia limitada em RY tal que toda
subsequéncia converge para o mesmo ponto a de RY. Segue
entao que x, — a, quando n — oo.
(15) Seja A um subconjunto nao vazio de R™. Definimos:
f(z) :=dist(x, A) = ;Ielg |z —y|l, zeR"
que se chama de distancia de x ao conjunto A. Deduza:
(a) f é Lipschitz, logo uniformemente continua em R™.
(b) Dé uma caracterizacio da aderéncia A de A em termos de
/().
(¢) Deduza que parat > 0 o conjunto V;(A) = {z;dist(z, A) <
t} é uma vizinhanca de A e de A.
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(d) Dados dois conjuntos A, B de R™ defina dist(A, B), a
distancia de A a B. Conclua que se A é compacto e B
é fechado e AN B = (), entao dist(A, B) > 0. Mostre ainda
que isto é falso se A e B forem apenas fechados.

(16) (a) Deduza que f(x) = \/x é Lipschitz para © > a > 0 e

uniformente continua, mas nao Lipschitz em [0, 00).

(b) Estenda o que foi feito no item anterior para a fungao
f(x) =27 2>0,pcZt.

(c) Dé exemplos de fungoes reais elementares, definidas num
intervalo da reta que sejam a-Holder continuas com ex-
poente de Holder @ = 1/2, mas que nao sejam a-Holder
continuas para o < 1/2.

(d) Deduza que f(x) = |z|¥™ z € R, n € N é a-Hélder con-
tinua com expoente de Holder a = 1/n.

(e) (i) Sejam a, € (0,1). Deduza que se f : [0,1] - R e

g : [0,1] — R sdo duas fungdes a-Holder continua
e (B-Holder continua, respectivamente, entao o pro-
duto fg também é Holder continua, explicitando o
expoente de Holder do produto.

(ii) Deduza que se f : R — Re g : [0,1] — R sao
duas funcgoes a-Holder continua e S-Holder continua,
respectivamente, entao a composta fog é af-Holder
continua.

(f) Seja X um subconjunto da reta real R. Seja f : X — R,
uma aplicagao uniformemente continua. Deduza que se a
¢ um valor aderente a X, entao limite lim,_,, f(z), existe.
Conclua que toda aplicagao uniformente continua f : X —
R, admite uma tnica extensdo continua F : X — R, (i. e,
F|x = f, F restrita a X é igual a f) que é uniformemente
continua. Além disso, conclua que se X é limitado, entao
f(X) é limitado.

(g) Dé exemplos de fungoes continuas definidas em (0, 1] que
nao sao uniformente continuas.

(h) Estabelega um critério usando sequéncias para que uma
funcao f : X € R — R nao seja uniformente continua.
Aplique para deduzir que f(z) = 2* nao é uniformemente
em R.

(17) Seja X um subconjunto de um espago métrico Z. Seja f :
X — R, uma aplicagao uniformemente continua. Deduza que
se a ¢ um valor aderente a X C Z (imagine X contido num
espago métrico ambiente Z, digamos Z = R"™), entao limite
lim,_,, f(x), existe. Conclua que toda aplicagdo uniformemente
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continua f : X — R, admite uma tunica extensao continua
F: X — R, que é além disso uniformemente continua.

(18) Generalize o item anterior para uma aplicagdo uniformemente
continua f : X C Z — Y, de um espaco métrico X C Z num
espac¢o métrico completo Y.

(19) Exiba um recobrimento explicito do plano complexo C no plano
perfurado C\ {0}. Tente dar um recobrimento conforme (i.e que
preserva angulos).

(20) Exiba um recobrimento explicito do disco aberto D de raio 1,
i.e D = {z,|z| < 1}, no disco perfurado D \ {0}. Tente dar um
recobrimento conforme (i.e que preserva angulos).

(21) Exiba um recobrimento explicito do disco aberto D de raio 1
no anel 0 < |z| < 2. Tente dar um recobrimento conforme (i.e
que preserva angulos).

(22) Exiba um recobrimento de R™ no toro T".

(23) Vamos desenvolver o seguinte exercicio da Lista 1:

Considere (E, ||||g) e (F, |||| ) espagos vetoriais normados (que,
possivelmente, tém dimensao infinita). Deduza que as afirmacoes
abaixo sobre uma transformacao (operador) linear T': F — F
sao equivalentes.

(a) T : E — F é continua,; isto é, fixado a € E qualquer, segue
entao que, dado € > 0 existe 0 > 0, tal que

o — allp < 6 = [ T(@) — T(a)[r < e,

(b) T é continua em 0 € E.

(c) Existe ¢ > 0 tal que || T(2)||r < ¢||z||g, Yz € E.

(d) Existe ¢ > 0 tal que ||T(x — y)||r < ¢|lz — y||g, YVx,y € E.

(e) Assuma que T : E' — F é linear, injetora e sobrejetora.

Deduza que T : E — F é um homeomorfismo, se existem
constantes a > 0 e b > 0 tal que a||z||g < [|[T(2)||lr <
Ol -

b

OBS: Se E e F sdo espacos de Banach e T € um oper-
ador linear continuo e sobrejetivo de E em F' entao T é
uma aplicacao aberta: T leva abertos de E em abertos de
F ( Este é o “teorema da aplicagdo aberta da Andlise Fun-
cional”).

(f) Assumindo que E e F sao espagos de Banach deduza que
se T : E — F é linear, injetora e sobrejetora entao 7! é
continua de F' sobre F.

Seja L(E,F) :={T : E — F} linear e continua. Coloque-
mos: ||T||£(E,F) = |T||o = SUP||z|p<1 1T ()] -
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(g) Deduza que de fato ||T||z(g,r) é uma norma em L(E, F).

(h) Deduza que ||T||z(g,F) é a menor constante ¢ > 0 tal que
|T(2)||F < cllz|p, Vo € E.

(i) Deduza que se F' é um espaco de Banach entao L(E, F) é
um espaco de Banach.

(24) Seja Q um dominio limitado de R™. Seja f : Q — R”, uma
aplicacao continua, com f restrita a {2 injetora. Deduza que
F(00) = 0 (). B

(25) Deduza o mesmo resultado, quando 2 nao é limitado, f: Q —
R™ é uma aplicacao continua, com f restrita a €2 injetora, e com
a hipétese adicional de |f(z)| — oo, sempre que |z| — oo,

(26) Deduza que um aplicagao prépria f : R" — R™ que é um home-
omorfismo local é um homeomorfismo global. Este resultado é
chamado de teorema de Hadamard. Generalize: Assuma que
X é um espaco métrico conexo e que Y é um espaco métrico
simplesmente conexo. Deduza que todo homeomorfismo local
proprio f: X — Y é um homeomorfismo global.

(27) Seja g : R — R uma aplicagao diferenciavel tal que |¢'(z)| < ¢,
onde ¢ é uma constante satisfazendo 0 < ¢ < 1.

(a) Deduza que o gréfico de g corta a reta y = x num tnico
ponto.

(b) Deduza que a aplicagdo f : R — R definida por f(z) :=
r+g(z),Vr € R produz um homeomorfismo de R sobre R.

(28) Seja g : R™ — R™ uma aplicagao diferencidvel tal que todas
as derivadas parciais satisfazem |0'g/0x;| < ¢ < 1/n,c > 0
em R™. Deduza que a aplicacao f : R® — R" definida por
f(z) ==z + g(z),Vz € R™ produz um homeomorfismo de R"
sobre R".

(29) Sejam G e H grupos topolégicos. Seja f : G — H um homo-
morfismo continuo sobrejetivo. Assuma que f seja um homeo-
morfismo local. Deduza que f é uma aplicacao de recobrimento.

(30) Considere o sistema

1
x+§sinxcosy:O

1
y+§sinycosx =0

(1)
(a) Deduza que o sistema (1) tem uma tnica solugao.

(b) Use o MAPLE e o método das aproximagoes sucessivas
para encontrar uma aproximacao da solucao.
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(31) Considere o sistema

1
xr — Esin($+y) =0
1
y—Ecos(x—y) =0
(2)
(a) Deduza que o sistema (2) tem uma tnica solugao.

(b) Use o MAPLE e o método das aproximagoes sucessivas
para encontrar uma aproximagao da solugao.



