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A linguagem proveniente da Andlise Complexa:
Funcdes holomorfas e aplicacdes conformes

Seja U C C um dominio simplesmente conexo do plano complexo
C:={z=x+1iy,x,y € R}. Dizemos que f : U — C, z — f(2)
uma fungcdo complexa definida em U é holomorfa se f possui
derivada complexa f’(z) em todos os pontos de U, ou seja o limite

f(z+h) — f(2)

f'(z) == lim
( ) h—0
existe e é finito para todo z € U.

Dizemos que f é conforme, se f preserva dngulos orientados. Um
fato que pode ser provado via as equagées de Cauchy-Riemann, é

que f é conforme se e somente se f é holomorfa e
f'(z) #£0, VzeU.
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Aplicacao de Joukowski

Por exemplo, considere a aplicacdo de Joukowski J(z) dada por
25 1/2(z +1/z). Note que J'(z) = 1/2(1 — 1/22).

Assim, J(z) é holomorfa em C\ {0} e é conforme para z # +1.
A aplicagdo de Joukowski é univalente (injetiva) e aberta no disco
unitdrio perfurado B* = {0 < |z| < 1}; logo J(z) é um
mapeamento conforme que leva B* conformemente sobre sua
imagem C\ [-1,1].

Os circulos concéntricos centrados na origem e os raios partindo da
origem sdo levados em elipses e hipérboles cofocais.

Observamos também que J(z) é um mapeamento conforme do
semi-plano superior H = {Imz > 0} sobre C\ (—o0, —1] U[1, c0).
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1 1
Aplicagdo de Joukowski: z 2, 5(z +-)
V4

» A familia de circulos centrados na origem de raior > lour <1, e
raios ortogonais a estes circulos
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S . 71 1
Aplicagdo de Joukowski: z v 5(z +-)
z
» A familia de circulos centrados na origem de raior > lour <1, e
raios ortogonais a estes circulos
» enviada respectivamente em elipses e hipérboles cofocais
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1 1
Aplicagdo de Joukowski: z 2, 5(z +-)
V4

» Vamos ver agora a imagem do circulo deslocado, de centro
(1/2,3/4) e de raio 1 que envolve o ponto singular z =1
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1 1
Aplicagdo de Joukowski: z 2, 5(z +-)
V4

» Vamos ver agora a imagem de um circulo deslocado, de raio 1
que passa pelo ponto singular z =1

» A transformacao de Joukowski tem importancia em certas
aplicagcdes em aerodinamica: Perfil de Joukowski, construcao
de asas de avijo.
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A toda fungdo f : U — C, (ndo necessariamente holomorfa) que
possui derivadas parciais f, := % ef, = g—; (z=x+1y), é

costume associar as derivadas com respeitoa zeaz
1 . 1 )
fo = E(fx —ify), fz = E(fx + ify).

Pode ser facilmente verificado que se f é holomorfa em U, entdo
fz =0, em U (equagdes de Cauchy-Riemann). Neste caso, tem-se
que f'(z) = f,.

Uma funcdo holomorfa f em U, exceto num conjunto de pontos
isolados S de U, tal que lim|f(z)| = oo, quando z tende a algum
destes pontos isolados é chamado de fungdo meromorfa. Cada
ponto de § é chamado de pdlo de f. Por exemplo: a funcio de

1 1 : .
Joukowski: J(z) = 5(2 + —), possui um pdlo na origem, dai é

p4

meromorfa em C e holomorfa em C\ {0}.
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Por outro lado, h(z) = z+Z"/n, n € IN* ndo é uma fungio
holomorfa j& que hy = 2"~ # 0. Diferenciando-se h(z) com
respeito a z obtém-se que h,z = 0.

olomorfa,

Note que a se f(z) := u(z) + iv(z), u(z),v(z) e R éh
= (f(2) +f(2))/2, ¢

(
entdo, sua parte real dada por u(z) = Rf(z)
harménica, ou seja (Rf(z)),z = 0, ja que

(f(2)z = 0 = (f(2))=-

Isto leva ao conceito de fungdes e aplicacdes harmdnicas que é
fundamental na Andlise Complexa e na Teoria das Superficies.
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Aplicagbes harmonicas de U C C no plano complexo C
Dizemos que h: U — C, w := u+ iv — h(w), é uma aplicagdo
harmdnica.

d%h

Owow 0

Ou seja, Ah := hy, + h,, =0, o Laplaciano de h é nulo; assim
temos a nog¢do usual de harmonicidade das varidveis complexas.
Vimos que a aplicagao

h:B1(0) — C, z — h(z) = z+Zz"/n, n € IN* é harmbnica.
Como também € univalente (injetiva) e aberta dizemos que

w = h(z) é um mapeamento harménico de Bj(0) sobre sua
imagem, que vem a ser um hipocicléide com n+ 1 clspides inscrito
no circulo |w| = (n+ 1)/n. Quando n = 2 (trés clspides) obtemos

()
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Mapeamento harmdnico do disco unitério no interior do deltdide: z + z + 2%/2

» Disco unitario, desenhados, os semi-eixos em 6 = 0,27 /3,47/3,
circulos concéntricos e outros circulos centrados nos eixos.
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Sua imagem, por z — z +Z2/2, é o interior do deltdide

>
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Mapeamento harmdnico do disco unitério no interior do deltdide: z + z + 2%/2

» Disco unitario, desenhados, os semi-eixos em 6 = 0,27 /3,47/3,

circulos concéntricos e rosaceas.
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Sua imagem, por z — z +Z2/2, é o interior do deltdide
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Mapeamento harmdnico do disco unitério no interior do deltdide: z + z + 2%/2

» Disco unitdrio e sua imagem, desenhados, os semi-eixos em
6 = 0,2m/3,4m /3, rosiceas e outros circulos centrados nos eixos.
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Mapeamento harmdnico do disco unitério no interior do deltdide: z + z + 2%/2

» Disco unitdrio e sua imagem, desenhados, os semi-eixos em
6 = 0,2m/3,4m /3, rosiceas e outros circulos centrados nos eixos.

Ricardo Sa Earp PUC-RIO

Iniciagdo as superficies minimas




Mapeamento harménico do disco unitario no interior do astréide: z — z +z°/3
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Mapeamento harménico do disco unitario no interior do astréide: z — z +z°/3
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Superficies minimas de R3

Ricardo

Agora considere o espaco R3 munido do produto escalar usual - :
Dizemos que uma aplicacao

X:U—R3 2z X(z)éuma imersdo conforme, se X - X, =0,
Xe - Xe=X,-X,#0, Vzel.

Seja N a aplicagdo de Gauss Euclideana (normal unitdrio) definida por

XX X, , .
N = m O simbolo x refere-se ao produto vetorial de R3.
X Y

Superficies S = X(U) que minimizam &rea tém sido estudadas em vdrios
contextos. Tais superficies s3o0 minimas: a curvatura média = semi-soma
das curvaturas principais é nula (vamos ver explicagdo adiante).

Uma defini¢cdo equivalente mais bem ajustada ao nosso enfoque é que a
composta da aplicacdo normal de Gauss com a aplicacdo estereogréfica 1
do pélo norte da esfera unitdria S* é uma funcdo meromorfa; isto é

Mo N := g é meromorfa.
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A aplicacao normal de Gauss
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A aplicacao normal de Gauss

9(2)
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k1+k2

A curvatura média: H = . ki,k» sao as curvaturas

principais. Minima: H =10
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Propriedade basicas de imersdes minimas conformes em R3

E possivel mostrar que

X:UcC—R3, w e U X(w) = (x1(w), x2(w), x3(w))

é uma imersao minima conforme <= X, = 0, ou seja as coordenadas
x1(w), xo(w), x3(w) sdo fun¢des harménicas da varidvel w.

Assim, é possivel determinar uma imersdo minima conforme

X(w) = (x1(w), x2(w), x3(w)), em R® usando a famosa representacio de
Weierstrass (g(w), f(w)dw).

E preciso levar em conta que g(w) a aplicagdo normal de Gauss é
meromorfa e que as coordenadas da imers3o sdo fun¢des harmoénicas,
fazendo integracdo complexa e lembrando que a parte real de uma fungdo
holomorfa é harmdnica:

W, w ) w
X(w) = %/%dw,%i/%dw,%/fgdw
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Exemplos de superficies minimas de R3

A familia catendide-helicdide : Neste caso
U=C\{0}, g(w)=w, f(w)dw = e’ /w? dw, quando @ = 0, obtemos
o catendide Xp(w), quando 6 = /2, obtemos o helicéide X />(w):

Em geral Xyp(w) = cos0Xp(w) + sen 60X, o(w) devido a representacao de
Weierstrass dada por

T (% - 1)ei9 . T (Ci? + l)ei9 T i0
Xop= (R | ——F——d¢R ———d( R /¢d¢
o ( 1/ 2 ’/ 2 1/e )

1

Tal familia é constituida de superficies isométricas e é chamada de
associada. O catendide é conjugado ao helicdide.

A metrica é dada por ds?> = (1 + 1/|w|?)?|dw|?/4 e n3o depende de 6.
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A familia minima associada (isométrica) catendide-helicéide

O catendide
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A familia catendide-helicéide
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A familia catendide-helicdide
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O helicéide
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A equac3o da superficie minima em R3

A equacdo da superficie minima satisfeita por uma fungdo z = u(x, y)
definida num aberto U é uma E.D.P. quasilinear eliptica de segunda
ordem dada por

(1+ u2)uy, — 2uyuyuy, + (1 + uf,)uxx =0

O famoso teorema de Bernstein do inicio do século 20, diz que uma
solugao z = u(x, y) da equagdo da superficie minima, definida para todos
os valores das varidveis x, y é linear, ou seja o gréfico de u é um plano
de R3.

Um outro approach para a dedu¢ao do mesmo resultado usa o fato que a
aplicagdo normal de Gauss g(z) é meromorfa.

O teorema de Rado diz que dada uma curva retificivel C de R3 que se
projeta um a um no plano xy, sobre uma curva convexa, existe uma
solu¢do z = u(x,y) da eq. da sup. minima, tal que o bordo do gréfico de

uéacurva C.
Ricardo S& Earp PUC-RIO
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A superficie de Scherk

» Estudando a equacgdo da superficie minima, Scherk nos
meados do século 18, usando o método das separacao das
varidveis, encontrou sua famosa superficie dada por

cosy

z=log s x’ x| <7/2, |y| <m/2

Exercicio: Intua uma solucdo da equacao da superficie minima
da forma z = f(x) + g(y), substitua na equagdo da superficie
minima, e obtenha Scherk!!, usando as técnicas de cdlculo
IV-equacgdes diferenciais elementares.
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Scherk
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Parte de Scherk minimiza 4rea dentre as superficies que tém o mesmo contorno.

>
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Parte de Scherk minimiza 4rea dentre as superficies que tém o mesmo contorno.

>
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Férmula da primeira variagdo da area

Seja X : M % R3 uma imers3o com normal unitario N e curvatura
média H. Seja X(t,p) = X(p) + tf(p)N uma variagdo normal.

A(0) = -2 [ F(p)H(p) dM
M
Concluimos: M é minima, se para todo dominio limitado D de M tem-se
que A’(0) = 0 para uma deformac&o normal, ou uma deformacdo que fixa

oD:
Superficies minimas s3o pontos criticos do funcional &rea.
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O conceito de estabilidade de uma superficie minima de R3
Dizemos que um dominio D numa superficie minima S é estavel, se

A(0) = I(f) = /fJ(f)dM >0

e fracamente estavel se A”(0) = [ fJ(f)dM > 0, para toda fun¢do suave
de suporte compacto em D, onde

J(F) = —(AF — 2KF)

é chamado de operador de Jacobi, sendo K a curvatura de Gauss de M.

O conceito de estabilidade esta relacionado com o primeiro valor préprio
do operador de Jacobi.

Dizemos que D é um dominio méximo fracamente estdvel, se D é
fracamente estdvel e se um dominio maior nao for estavel.

Estamos interessados nos dominios maximos fracamente estaveis de um
catendide.
Ricardo Sa Earp PUC-RIO
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Preliminares

Seja M? 3 R3 uma superficie parametrizada, minima ou de
curvatura média constante, com normal unitdrio N e com operador
de Jacobi J := —A — (4H2 — 2K), onde H é a curvatura média e
K é a curvatura de Gauss.

Seja D um dominio relativamente compacto em M. Seja A\1(J, Q)
o menor autovalor do operador J com condi¢cées de Dirichlet de
fronteira em 9D:; isto é

(D) = inf{/D fm(f)dum | f € C§°(D),/Mf2 dup = 1},

Ricardo Sa Earp PUC-RIO
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Stability

Estabilidade

Dizemos que o dominio D é

> estdvel se A\;(J,D) > 0, and

» fracamente estdvel se A1(J, D) > 0.

O indice do dominio D é o nimero de autovalores negativos do
operador J em D com condi¢Bes de fronteira de Dirichlet (Tal
ndmero é finito devido a compacidade de Q).
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Stability

Critério de estabilidade

Seja D um dominio limitado. Assuma que existe uma funcdo
estritamente positiva u em D tal que J(u) = 0. Segue entdo que
A1(R2) > 0, ou seja o dominio D é fracamente estdvel.

Principio de monotonicidade

Seja Dy C D, dois dominios relativamente compactos em M, tal que
int(D2 \ D1) # 0. Segue ent3o que A\1(Dy) > A1(D2). Em particular, se
D, é fracamente estavel (i.e. A\;(Dz) > 0) e int(D, \ D1) # 0, entdo D, é
estavel (i.e. A1(Dy) > 0).
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Campos de Jacobi

Campos de Jacobi

Seja J um operador de Jacobi de uma superficie minima ou de curvatura
média constante M 3+ R3. Um Campo de Jacobi é uma funcio u em M
tal que J(u) = 0.

Seja X, : M 3 (R3; <,>) uma familia a 1-pardmetro de imersdes com
normal unitdrio N(a, p) e curvatura média H(a). Seja

X
u(a, p) =< aa—a(a, p), N(a, p) >. Segue entdo que

H'(a) = Au+ (4H?* = 2K)u = —J(u)

Assim, se H(a) = cst, entdo u é um Campo de Jacobi, isto é J(u) = 0.

Ricardo Sa Earp PUC-RIO
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Campos de Jacobi

Campos de Jacobi sdo naturalmente provenientes da geometria.

1. Seja K um Campo de Killing em R3. Segue ent3o que
ux = g(K, Ny) (componente do vetor variacional na diregdo
normal) é um campo de Jacobi em M.

2. Seja 1, : M 3 R3 uma familia de imersdes minimas ou de
curvatura média constante (com mesma curvatura média). Segue
entdo que a fungdo v, = g( d;é", Nu) (componente do vetor

variacional na direcdo normal) é um campo de Jacobi em M.

Em seguida, vamos focar os catendides do espaco Euclideano.

Ricardo Sa Earp PUC-RIO
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Lindeldf's constuction for catenoids in R>

Construc3o de Lindelof's para os catenoids em R3

Num artigo de 1870, Lorenz Lindelof apresentou uma construcdo
geométrica dos dominios maximos estdveis de revolu¢cao num
catendide de R3.

A construgdo esta ilustrada na seguinte figura.
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Lindeldf's constuction for catenoids in R>

O enunciado de Lindelof's

O arco AB, cujos tangentes
nos pontos finais se inter-
sectam na diretriz (eixo)
tem da catendria geram um
dominio maximo de esta-
bilidade (fazendo a rotagdo
em torno do eixo)

Ricardo Sa Earp PUC-RIO
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Lindeldf's constuction for catenoids in R>

Para deduzir este enunciado, Lindelof considerou a familia

cosh(a)

x(a,t) = mc cosh(a)

osh (a+ (t+a))

cosh(a)

de catendrias passando no ponto B; := (cosh(«), —«) para um
dado «, digamos « > 0.

Ricardo Sa Earp PUC-RIO

] as superficies minimas




Lindeldf's constuction for catenoids in R>

A variagdo %(a, t) desta familia origina um Jacobi field E no

catendide inicial C gerado por t — (cosh(t),t) (a = —a))

E(t) = tanh(a) (1 — ttanh(t)) + tanh(t) (1 — artanh(«))

Ou, equivalentemente
E(t) := —tanh(a) — tanh(t) + (t + a) tanh(«) tanh(t).
O arco A;B; da catendria entre os pontos A; = (cosh(t),t) e o

ponto B, gera um dominio estdvel se e somente se E n3o se anula
em |, t[.
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Lindeldf's constuction for catenoids in R>

O dominio maximo de estabilidade é gerado pelo arco A,(4)B-q
correspondendo ao zero z(a) > 0 da fungdo E: Lembre-se que
E(—a) =0.

A condi¢do E(z(c)) = 0 vem a ser equivalente a condigdo que as
tangentes em A, () and B_, se interceptam na diretriz (eixo) da
catendria.

Ricardo Sa Earp PUC-RIO
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P Y 3
Revisdo dos catendides em R~

Revisdo dos catenoids em R3
Vamos considerar a familia de catendides C,, a > 0, dada por

X(a, t,0) = (acosh t cosd, acosh t sind, t),
a a

em particular, o catendide C estd dado nesta parametrizaciao por
X(1,t,0).

Ricardo Sa Earp PUC-RIO
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P Y 3
Revisdo dos catendides em R~

Deducao do enunciado de Lindelof

Vamos calcular dois campos de Jacobi no catendide C (a=1). O
primeiro, v(t), correponde ao campo de Killing dado pelas
translagGes verticais paralelas ao eixo de rotagdo t. O segundo
e(t), correponde a varia¢do da familia com respeito ao pardmetro
a.

v(t) = tanh(t) = ( 0

57 N(t7 9)>7

e(t) =1—t tanh(t) = —(%Xa|a:1(a, t,0), N(t,0)).

Ricardo Sa Earp PUC-RIO
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P Y 3
Revisdo dos catendides em R~

A fungdo v(t) = tanh(t) é positiva para t > 0. Segue entdo que
qualquer dominio relativamente compacto contido no
semi-catendide vertical C N {z > 0} é estavel.

Ricardo Sa Earp PUC-RIO
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P Y 3
Revisdo dos catendides em R~

A fungdo e(t) =1 — t tanh(t) é par e tem exatamente um zero
positivo {1. Segue entdo que o dominio X(1,] — &1, &1], [0, 27]) é
um dominio maximo fracamente estavel.

A interpretacdo geométrica é que os zeros de e(t) correponde aos
pontos em que a catendria toca o envelope.

Ricardo Sa Earp PUC-RIO
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P Y 3
Revisdo dos catendides em R~

Seja a > 0. Usando o campo de Jacobi v(a)e(t) + e(a)v(t),
podemos deduzir todos os dominios maximos de estabilidade
invariantes por rotacao.

Como consequéncia, o semi-catendide vertical é um dominio
maximo de estabilidade. Chamamos esta propriedade de
Propriedade de Lindelof.

Ricardo Sa Earp PUC-RIO
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P Y 3
Revisdo dos catendides em R~

Usando o fato que os semi-catendides horizontais sdo estaveis,
pode-e mostrar que os catendides em R3 tem indice 1.
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P Y 3
Revisdo dos catendides em R~

The Jacobi fields are

v(t) =tanh(t) = (%, N(t,0))
cosf 0
cosht <87y’ N(t,6))
d

e(t) =1 —t tanh(t) = —<£Xaya:1(a, t,0),N(t,0)).

h(t,8) =—

The Jacobi operator on C is

5 0?2 4
Jo = — cosh (t)(@ + W) — 2cosh™*(t),
with radial part
82
L=- cosh_2(t)ﬁ — 2cosh™(t) = cosh2(t)Le.
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Catenoids in R, n >

Catenoids in R™!, n>3

Using the above method we can prove that Lindelof’s tangent
construction holds mutatis mutandis for n-catenoids in R™!.
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Catenoids in R, n >

The tangent construction shows that for n > 3, half-vertical
n-catenoids are not maximal weakly stable domains.

For n > 3, the n-catenoids in Euclidean space do not satisfy
Lindelof's property.

P
N

Ricardo Sa Earp PUC-RIO

Iniciagdo as superficies minimas



Catenoids in H? x R

There exists a family {C,}2>0 of minimal surfaces of rotation in
H? x R (catenoids). They are given by the parametrization

tanh(R(a,s)/2) cosf
X(a,s,0) = | tanh(R(a,s)/2) sin@
N(a,s)

where s is the arc-length parameter along the generating curves.
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The functions R(a, s) and A(a, s) are respectively even and odd,
and given by the formulas

R(a,s) =a+ cosh(a)/ sinh(t)(COShZ(a) cosh?(t) — 1)—1/2 dt.
0
and

A(a, s) = sinh(a) /Os (cosh?(a) cosh?(t) — 1)_1/2 dt.
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As in the Euclidean case, we consider the vertical Jacobi field
v(a, s) and the variation Jacobi field e(a, s),

v(a,s) =g(N(a,s,0), ;),

e(a,s) =g(N(a,s,b), i;):(a,s, 0)).
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A straight-forward computation gives,

v(a,s) = cosh(a)sinh(s)(coshz(a)cosh2(s) - 1)_1/2

and

e(a,s) = f(a,s) — v(a,s) /05 B(a, t) dt,

where

f(a,s) = sinh?(a) cosh(s)(cosh?(a) cosh?(s) — 1)71,

B(a, t) = cosh(a) sinh?(t)( cosh?(a) cosh?(t) — 1)73/2.
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In particular,
v(a,0) =0 and v(a,o0) =1,
e(a,0) =1 and e(a,0) = —E(a),
where E(a fo B(a, t) dt is finite, positive. We can prove the

foIIowmg result

Proposition
» The vertical half-catenoids C, N {t > 0} in H? x R are weakly
stable.

» To the unique positive zero of e(a,-) corresponds a maximal
symmetric stable domain X(a,] — z(a), z(a)[, [0, 27]).

» The catenoids C; have index 1.
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As in the Euclidean space, the maximal symmetric stable domain
X(a,] — z(a), z(a)], [0, 27]) corresponds to the points at which the
catenoids touch their envelope.

a=15
a=1.0

04
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Theorem

The half-catenoids C, N {t > 0} are not maximally weakly stable.
More precisely, there exists a unique ¢(a) €]0, z(a)[ such that the
domain X(a,] — ¢(a), o0, [0, 27]) is maximally stable among all
rotationally symmetric domains. The catenoids in H? x R do not
satisfy Lindelof's property.

Proof. For a given o > 0, consider the Jacobi field

e(a,a,s) == v(a,a)e(a,s) + e(a, a)v(a,s).
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Generalizations

The method of Jacobi fields described above is quite versatile and
can be applied to other situations: higher dimensions, catenoids
and catenoid-cousins in hyperbolic space, etc. We are currently
investigating other cases (such as constant mean curvature %
rotation surfaces in H? x R).
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H3

Minimal catenoids in H3 have been studied by H. Mori (1981),
M. do Carmo - M. Dajzcer (1983) and K. Seo (2009).

They showed that some hyperbolic catenoids are stable while
others have index 1.

Using the Jacobi field method, we can give the following precise
analysis.
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Hyperbolic catenoids, precise analysis
The minimal catenoids in H3 form a 1-parameter family {C,}.-0
with the following properties.

» There exists a function E(a) such that for E(a) < 0 the catenoid is
stable and for E(a) > 0 the catenoid is unstable.

Index 1 catenoids Stable catenoids
I i
0 a,
For 0 < a < ag =~ 0,4955- -, For a > ag the catenoids C, are
the catenoids C, have index 1. (globally) stable.

The half-catenoids C, + are not maximally stable. The hyperbolic
catenoids do not satisfy Lindelof's property.
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The critical point a, is the only zero of the function E(a) whose graph is given

below (MAPLE plot).
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e(a,s) =

sinh?2acosh2s
cosh? 2a cosh? 2s—1

s
cosh 2asinh 2s cosh? 2u cosh 2a (2—sinh? 2a)+-cosh 2u sinh? 2a—2 cosh 2a du
v/cosh 2acosh 2s—1 (cosh 2a cosh 2u+1)2(cosh 2a cosh 2u—1)3/2

0

e}

E(a) = / cosh? 2t cosh 2a(2 — sinh? 2a) + cosh 2t sinh®2a — 2 cosh 2a
o (cosh 2acosh 2t + 1)2(cosh 2a cosh 2t — 1)3/2

0
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The stability properties of hyperbolic catenoids have a nice
geometric interpretation.

Index 1 catenoids Stable catenoids
] [
0 a,
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Index 1 catenoids have an envelope.
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Other results

The same method applies to constant mean curvature H rotation
surfaces in H3, for 0 < H < 1.

» For rotation surfaces with constant mean curvature H in H3,
0 < H < 1, the picture is the same as for H = 0.
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Further investigations with the same geometric approach

Surfaces with mean curvature 1 in hyperbolic space H? are
"cousin” of the minimal surfaces in Euclidean space with whom
they share several geometric properties.

In fact, given a conformal minimal immersion X : Q ¢ C — R3
(given by the Weierstrass representation), where Q is simply
connected, there is an associate (isometric) conformal immersion
X : Q c C — H3 with mean curvature 1. This follows from the
Gauss and Mainardi-Codazzi equations and the fundamental
theorem in surface theory.

It is natural to ask if the embedded rotational " catenoid cousin” in
H3 have the Lindelof property. The answer is Yes, as we will
explain in the following.
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