LISTA 11 DE ANALISE REAL 2010

RICARDO SA EARP

Integrabilidade

(1) Seja f uma func¢do continua no intervalo [0, 00). Para = > 0,
colocamos

o= [swar F =22

(a) Mostre que xlirél+ F(z) = f(0) := F(0).

(b) Assuma agora que f(x) é diferencidvel em [0, 00). Mostre

- g vy 40)
que F(z) é diferencidvel e que F'(0) = —

. Resposta: /4.

n—oo

®o/n2 —p2
(2) Calcule lim E #
n
p=1

(3) (lema de Riemann-Lebesque) Seja f : [a,b] — R uma funcao
Riemann integravel. Deduza que

b
lim /f(x) sin(tz) de =0
t—o0
a
Sugestao: Considere uma partigao P de [a, b] dada por

a=1x9<x <---<x,=>0ecfacaestimativas em cada intervalo
[x;_1, x;], usando o critério de integrabilidade. OBS: O lema de
Riemann Lebesqgue é védlido em L', usando um argumento de
aproximacao, aproximando uma funcao em L' por uma funcao

continua.
(4) Exiba um exemplo de uma curva parametrizada C° que nao ¢
retificavel. .
(5) Considere a fungao f(z) = Tl 0 < |z| < 1/2, f(0) = 0.
n|x

Deduza que f(x) é de variagao limitada.
(6) Seja f : [a,b] — R uma funcao diferencidvel tal que sua derivada

seja limitada. Deduza que f é absolutamente continua, logo de
1
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variacao limitada. Exiba um exemplo de uma func¢ao continua
num intervalo fechado que nao é de variacao limitada.

(7) Vamos agora examinar de um outro ponto de vista as identi-
dades

T (_1)k+1 o0 (_1)k+1
T _ n2 =
A > 2% — 1 n2=3} 2

k=1 k=1

que ja sabiamos deduzir via as séries de Tayor de arctanz e
In(1 + z), na origem. Considere a integral

w/4
I(n) = /tan”@d@ (n=0,1,2,...)
0
(a) Fazendo integracao por partes mostre que
w/4

I(2n) = /tanQ”_QG (sec’6 — 1)d6
0

w/4
=—I(2n—-2)+ / tan®" 2@ sec? 0 dd

0

1
=—J1(2n —2
@n=2)+ 35—
1 1
— —(=-I(2n—4
on — 1 ( (2n )+2n—3>
1 1 1 T
— . o . _1 n—1 -1 n—1"
2n — 1 2n—3+2n—5 + +< ) +( ) 4

Deduzindo que
n (_1)k+1
B ; 2k — 1

Analogamente, mostre que

=1(2n)

N

2 2k

llnz—i(_l—)kﬂ'zuznﬂ)



LISTA 11 3

(b) Mostre que I(n) decresce estritamente quando n cresce,
concluindo que

I(n)<ﬁ ](n—2)>ﬁ
portanto
1 1
s <1< 5T

(c) Aplique o resultado acima nas equagoes (1) e (2) para obter
as estimativas

1 "L (=1)kH 1
<|T_ Z( )
22n4+1) |4 4= 2k-1 2(2n — 1)
1 n (_1)k+1 1
In2 — —
1) | 21: K| 2n

(8) Deduza que toda integral imprépria absolutamente convergente
oo
4 . . , . sint )
¢ convergente. Deduza que a integral impropria / 7 dt é
1
absolutamente convergente.

(9) Seja f : [a,b) — [0, 00), uma funcao localmente integrével. Es-
b
tabeleca um critério para que a integral imprépria / f(z) dz,

a
seja convergente.

(10) Sejamf, g : [a,b) — [0, 00), duas fungoes localmente integraveis.

Seja ¢ € [a,b). Assuma que f(x) < g(z), Vx € [, b).
b

(a) Assuma que / g(x) dz seja convergente. Deduza que o

a
b

mesmo vale para /f(x) dx.

a
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b
(b) Assuma que / f(z) dz seja divergente. Deduza que o

b
mesmo OCOIre para /g(x) dx.

Assumindo agora f : [a,b) — Re g : [a,b) — [0, 00), conclua
o seguinte
b

(a) Se f = O(g), quando z — b_ e se /g(z) dx é convergente,

a
b

entao a integral / f(x) dz é absolutamente convergente.

(b) Se existe a € R, v # 0, tal que f ~ ag, quando = — b_
b

(i.e f —ag = o(g)), entao /f(x) dz é convergente se, e

b

sé se /g(x) dz é convergente.

a
(11) Seja a € R e seja f : [a,00) — R uma fungao localmente
integravel. Aplicando o exercicio precedente, deduza que
oo
(a) Se lim z*f(z) existe e é nao nulo, entao [ f(t) dt converge
Tr— 00

a
se e somente se o > 1.

(b) Se lim z*f(x) =0 ese a > 1 entao [ f(t)dt¢ é absoluta-
mente convergente. ’

(c¢) Exemplifique as situagoes dos itens anteriores, por exemplo

considerando / s;_r;t dt.
!
(d) Seja I = /; dt.
/ to(Int)s

(i) Deduza que se @ > 1 entao a integral é convergente.
(ii) Deduza que de o < 1 entao I é divergente.
(iii) Deduza que se « =1 e 3 > 1, entao I é convergente.
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(12) Deduza que para que a integral imprépria [ f(t) dt converja é

suficiente que exista uma sequéncia {x, } com x,, — oo (n — 00)
Tn+1

tal que a série Z / f(t) dt seja convergente et tal a sequéncia

Tn
Tn+1

que / |f(t)| dt tenda a zero.

(13) (Teste da integral) Assuma que f : [a,00) — R seja decrescente
e positiva (f > 0). Deduza que para que a integral imprdpria

[ f(t) dt converge, see somente se a série Z f(n) converge.
a n=a
(a) Exiba exemplos que ilustrem a situagdo da afirmagao an-

o0

terior, por exemplo considerando [ = / dt, para

to(Int)s
2
a>loua=1ef>1.

(14) Dé um exemplo de uma funcdo diferencidavel f :[0,1] — R,

que nao seja de classe C! em [0,1], mas que a derivada seja
1

integravel no sentido que [ |f'(¢)| dt < oo, podendo a integral
0
ser impropria.

(15) (Derivagdo sob o simbolo da integra¢io I) Seja I um inter-
valo aberto da reta. Seja f : [a,b] x I — R, (t,z) — f(t,x)
uma funcao continua tal que a derivada parcial Iz exista e

x

seja continua em [a,b] X R. Deduza que a funcao F(z) :=

b
/f(t,x) dx é de classe C* e vale que

b
F'(z) = /%(t,x)dt, Veel

(16) (Derivagdo sob o simbolo da integra¢ao II) Seja I um inter-
valo aberto da reta. Seja f : [a,b] x I — R uma fungao

continua tal que a derivada parcial = exista e seja continua

x
em [a,b] x R. Deduza que a fun¢ao H : [a,b] X [a,b] x [ — R
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dada por H(u,v,) f(t,z)dz é de classe C'. Calcule

or Ugp, Vo, Lo ), ou Up, Vo, To) € v Ugp, Vo, Lo

:%e

(17) (Derivagdo sob o simbolo da integracao III) Nas hipoteses do
item anterior, se u : I — [a,b] e v : [ — [a,b] sdo fungoes
v(z)

diferencidveis, deduza que H(z) := [ f(t,z)dx é diferencidvel
u(x)
em [ e vale que
v(x)a
H'(x) = (&) f(0(a). ) — /(@) (o)) + [ L)
u(z)

Conclua que

(18) (Fubini-versao bem particular) Se f : [a,b] X [¢,d] — R uma
funcao continua entao

b/ d d /b
/ /f(t,x)dx dt:/ /f(t,x)dt dx

(19) Considere a fungao real dada

l efx(1+t2)
) = / dt

1+¢2
0

(a) Mostre que f é diferencidvel em R e que

1

fw) = [enear

0

Além disso mostre que f(z) — 0, quando x — oo e que
f(z) — oo quando z — —o0.

(b) Considere g(x) = f(z?). Mostre que ¢'(z) = —2 er/ o dt.
0

Deduza que

R o * e VT
(c) g(x)+ e~"dt) = i portanto e da = 5
0 0
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(20) Mostre que

b

b
/ Lo bt b+2n—1/ L4
(#2411t 7 2 (2 4 1)n 2n (t2+1)»

a

(21) Calcule

1 dt =1n <tan g) —1In <tan g)

sint

[, (] 1oy, (1 1
sint \3tan®a 3tandzx tana tanz

w/2

(e) (Formula de Wallis) Seja I, = /sin”tdt. Obtenha uma

0
relacao de recorréncia entre [, e [, 1, calculando I, e

b
1 /14t
/?”%dt (0<a<b)

(23) Estude a convergéncia das integrais impréprias

(a)

I2n+1-

(22) Calcule

() :/(3_3”ydjy7 r>a>0
0
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T
¢<x>=1/y1+xdy,x>a>o

[e.e]

/Sint2dt: 2—\/\/2, /Cost2dt
0

0

o0

/Cosamdxzﬂe_“, a>0
1+ a2

/ :Csmaxdx”
oo L4 2?
(e)
0 xa—l T
/ dr = — , O<a<l1
o 14z sin am

(24) Mostre que

iy
lim ¢ fsind g —
R—o0 0

Nota: Na verdade, }%im R e fisind 49 = 2.
— 00 O

(25) Estude a convergéncia das integrais impréprias

1 o)
Iy(x) = / e ltthde, Ty(r) = / et tdt, 0<a<o<b
0 1

F(z):/ et de
0



