LISTA 12 DE ANALISE REAL 2010

RICARDO SA EARP

Convergéncia uniforme

(1) Seja a > 0. Seja f : [0, 1] — R uma fungao continua e considere
u:[0,1] x (0,00) — R definida por

1
e¢]

u(z,t) = Z/ (f(s) sinnws sinnre e’a2”2"2t) ds
n=1 0

(a) Deduza que existe uma fungao K (z, s, t) definida em [0, 1] x
[0,1] x (0,00) de classe C* tal que

u(z,t) = flK(x,s,t)f(s) ds

0
(b) Deduza que u(x,t) é de classe C*°.

(2) Seja {f,} uma seqiiéncia de fungoes eqiiicontinuas em um con-
junto compacto K que converge pontualmente em K. Mostre
que f, converge uniformemente em K.

(3) Assuma que uma sequéncia de fungoes diferencidveis f,, : [0, 1] —
R converge pontualmente a uma fungao f : [0, 1] — R. Assuma
que a sequéncia das derivadas {f/} é uniformemente limitada;
i.e AM > 0; |f! (z)| < M, Yx € (0,1). Deduza que f é continua.

(4) (Critério de convergéncia uniforme) Seja X um conjunto e seja
{fn} um seqiiéncia de fungoes definidas em X. Mostre que
f, — f, uniformemente em X, se e somente se
lim (fn(x,) — f(z,)) = 0, para toda seqiiéncia {x,} em X.
n—oo

Utilize este resultado para mostrar que f,(z) = nz(1—z)",0 <
x < 1 é uma seqiiéncia de fungoes continuas que converge pon-
tualmente a 0, mas a convergéncia nao é uniforme. Seria tal
seqiiéncia limitada no espaco métrico C([0,1]) 7
(5) Seja f, : © — R uma sequéncia de fungoes diferencidveis
definidas em um dominio © de R*. Assuma que
(a) Existe um ponto zy € € tal que a sequéncia { f,,(x¢)} con-

verge.
1
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Ofn .
(b) As sequéncias das derivadas parciais {i j=1,...,k}

8.17]' ’
converge uniformemente localmente em €2, escrevemos, g;(x) :=
. Ofnlx
lim Jn ), r e}
n—oo 8[Ej

Deduza que o limite

lim f,(z):= f(x)

n—oo

existe Vr € 2, sendo o limite localmente uniforme. Além
disso, deduza que f ¢é diferenciavel em 2 e vale que 85;33) =
j

gi(z), Vo € Q}. Conclua que se f, é de classe C' entdo f
também ¢é de classe C!.

(6) Deduza um resultado andlogo ao do item anterior para séries.

(7) Seja K um espago compacto e sejam {f,} e {g,} sequéncias de
funcoes reais continuas tais que f, — f e g, — ¢, uniforme-
mente em K. Deduza que f,g, — fg uniformemente em K.
Mostre com um contraexemplo que a hipétese da compacidade
nao pode ser relevada.

(8) Mostre que a seqiiéncia de fungoes reais

. 2 , N .
fu(x) = sin(x + n® 4+ ¢) contém uma subseqiiéncia que con-
verge uniformemente em qualquer subconjunto compacto K C

R.Sugestao: Use as féormulas trigonométricas: cosz — cosw =

L Z2tw, . Zz—w ) . . 2tw Z—w
—2sin( ) sin( ) esin z+sinw = 2sin( ) cos( ).
2 2 , 2 2
(9) Seja f : [a,b] — R continua satisfazendo [ f(z)z"dz =0,n =

a
1,2,.... Deduza que f é identicamente nula.

(10) (Teorema de Dini) Seja X um compacto. Seja { f,,} uma seqiiéncia
de funcoes continuas em X que converge pontualmente para
uma fungao continua f : X — R. Assuma que f,,(z) > fo1(z),n =
1,2,...,ecadax € X. Mostre que f, % f,i.e f, converge uni-

formemente a f em X. Mostre com um exemplo que a hipétese
de compacidade é necessaria.

(11) (O espago de Banach C(K)) Mostre que toda seqiiéncia de
fungoes limitadas que é uniformemente convergente, também
¢ uniformemente limitada.

(12) Seja K um conjunto compacto. Defina uma métrica no conjunto
C(K) das fungoes reais continuas definidas em K, de modo que
uma seqiiéncia f, converge a f em C(K) se e somente se f,
converge uniformemente a f em K. Discuta a completude deste



(13)

(14)
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espaco métrico. Discuta a nocao de subconjunto fechado em
C(K). Discuta a nogao de subconjunto compacto deste espago,
relacionando com o teorema de Arzela- Ascoli.

Seja C([a, b]) o espago da fungdes continuas definidas no inter-
valo [a,b] com a norma do sup. Seja T" o operador em C([a, b))

dado por T(f)(z) := [ f(t)dt. Deduza que T é um operador

continuo.

Deduza que T' é um operador compacto, i.e leva toda sequiencia

limitada numa sequéncia que possui uma subsequéncia uni-
formemente convergente, ou, equivalentemente, leva conjun-
tos limitados (de C([a,b])) em subconjuntos precompactos (de
C([a,b])) (cujo fecho é compacto). Generalize para outros ope-
radores, dando outros exemplos.
Seja B1(0) C R" e seja F uma familia do conjunto de todas as
funcdesf : B1(0) — R de classe C' com as primeiras derivadas
parciais localmente uniformemente limitadas em B1(0). Mostre
que F é equicontinuo em B1(0). Sugestdo: Mostre que dado
zo € B;(0), existe uma vizinhanga compacta K = B,(z¢) C Q,
e My tal que

|f$z($)|<MK7 i:1727“'7n
Logo Vf € F (justifique),
f(z) = flzo)| < VnMgllz —

Seja {fn:[0,1] — R} uma sequéncia de fungoes de classe C?
(uniformemente) limitada, cujas derivadas f), e f sejam também
(uniformemente) limitadas em [0, 1].

Assuma que as f,(t) satisfazem a equagao diferencial

fP42f+3f+t24+1=0
em [0, 1].

Deduza que f, possui uma subsequéncia f,, uniformemente
convergente a uma funcao f de classe C'!' em [0, 1] que satisfaz
a equagcao:

PP+2f+3f+t2+1=0
em [0, 1].
Estude a convergéncia uniforme das integrais improprias nos
intervalos dados.
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() :/e_””ydy7 r>=>a>0
0

7o
w(w):/ dy,z>2a>0
y X
1

(¢) (Fungao Gamma)

1 o0
(x) = / et hdt, Ty(x) = / ettt dt, T(x) :=Ty(z)+Ty(z), 0 <a < v < b < o0
0 1

(i) OBS: A fungdo Gamma dada por

F(z):/ et de
0

é infinitamente diferencidvel em (0, c0) e

" (z) = / e (Int)F =71 dt
0

(ii) Vale a relacao funcional
T(z+1) =2T'(2)

daif, vem que I'(n + 1) = nl.
(d) Deduza que

—+00

/ et qf = (Z>1/2 e/ a >0
(0%

—00

(17) (Fazer apds o curso de Varidveis Complexas) Discuta ampla-
mente o conceito de familia normal das Varidaveis Complexas,
relacionando com o teorema de Arzela- Ascoli e com o teorema
de Montel para funcoes meromorfas. Discuta o principio de
Bolzano- Weierstrass neste contexto. Além disso, discuta como
o principio de compacidade interfere na demonstracao do teo-
rema de uniformizacdao de Riemann.

(18) Seja fn(z) =1/(z +n), n € N. Mostre que
(a) lim f,(2) =0, z € C.

n—oo
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(b) Seja A, = {z; Rz > a, 2 ¢ —N}. Mostre que f,, — 0 (n —
o0) uniformemente em A,, onde o é um nimero real qual-
quer. Mais precisamente, mostre que

1
n <
zseuﬁ'f (2)] < s

sen > —o

(c) Mostre que se A = {z; 3z > 1}, entao f, /4 0, uniforme-
mente em A, mostrando que sup,c, |fn(2)] = 1, n € N.

19) Seja a,(z) = 1/(z +n?), n € N. Seja S = {—n? n € N}.
(19)

Considere
f(2) =) an(2), z¢S.
n>0
(a) Mostre que Y |a,(2)] < oo, =z ¢ S.

n>0
(b) Mostre que a série é uniformemente convergente em A,.
(¢) Mostre que se a < 0, a série Y a,(z) ndo é normalmente

n>0
convergente em A,, mostrando que ||a,|l4, = oo, para
n? < —a.
(d) Mostre que a série > a,(z) ndo é uniformemente conver-

n>0
gente em A (Ex 1 ¢)).
(e) Mostre que a série Y a,(z) é uniformemente convergente
n>=0
em todo compacto K C C\ S; conclua que f é continua
em C\ S.
(20) Seja F a familia de fungoes {f : B1(0) C R — R} de classe C*°,
satisfazendo
Co
<0
< T2
B ()| < cx(1+z))
|f (Z>’ ~ 1— |Z|
co,cr>0k=1,2...

Mostre que toda seqiiéncia { f,,} de fungoes em F, contém uma
subseqiiéncia { f,,} uniformemente convergente em todo com-
pacto K C B1(0), a uma funcao f € F.

Pergunta adicional: Como o enunciado deste problema pode-

ria ser sob um ponto de vista tedrico consideravelmente simplificado-

sem alterar a forga da conclusao- no contexto de funcdes holo-
morfas definidas na bola unitria B;(0) c C 7
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(21) Seja ©Q um dominio de R?. Seja u, uma seqiiéncia de fungoes
harménicas (suaves, na verdade analiticas) em (.
(a) Assuma que em todo compacto K C €2, u,, é uma seqiiéncia
de fungoes uniformemente limitada em (2, isto é

mus<M

em 2, onde m, M sao constantes. Assuma que as derivadas
parciais de cada u,, (de qualquer ordem) dependem em todo
ponto p € Q- em wvalor absoluto- apenas da limitacao da
altura de cada u, e da distancia d = d(p,09) de p ao
bordo de (2, isto é

Vap)l < S ()

d
onde C' = C(M,m) é uma constante.
Mostre que existe uma subseqiiéncia u,; que ¢ uniforme-
mente em todo compacto K C (2, convergindo a uma
funcao harmonica u que em §2.
(b) Deduza que a derivada parcial de uma fungao harmonica
¢ ainda harmonica. Investigue a veracidade da inequacao
(22) Seja © um dominio de R2. Considere a equacio da superficie
minima dada por

(%) (14 u2)uyy — 2uptytpy + (14 6 )tge = 0 em ()

Seja u, uma seqiiéncia de funcoes de classe C? que satisfazem
a equacao (). Assuma que em todo compacto K C , u, é
uma seqiiéncia de fungoes uniformemente limitada. Assuma
que as derivadas parciais de cada u, dependem em todo ponto
p € (- em valor absoluto- apenas da limitacao da altura de
cada u,, e da distancia de p ao bordo de 2. Mostre que existe
uma subseqiiéncia u,,; que ¢ uniformemente em todo compacto
K C Q, convergindo & uma funcdo u que satisfaz a equacao (x)
da superficie minima em (2.

(23) Estudo: Veja como o teorema de Arzela-Ascoli é aplicado no
teorema de existéncia e unicidade de solugoes de uma E.D.O.
Mas precisamente, usando o teorema de Weierstrass, o teorema
de Picard e o teorema de Arzela-Ascoli, mostre o seguinte:

(Teorema de Peano) Seja I, := {t;|t — t,| < a} C R e seja
By = {x, ||xr—x0|| < b} C R™. Seja f : I, x B, — R™ uma fungao
continua limitada, isto é ||f(x)|| < M, M > 0,Vz € I, X By.
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Deduza que a E.D.O

dx
— = J(t,x), z(ly) =z
o = f(t2), a(to) = 2o
. < : b
possui uma solugao no intervalo |t—ty| < a, onde v = min{a, M}

(24) Pesquise como a teoria das séries de Fourier pode ser aplicada
para dar uma demonstracao do teorema de Weierstrass.
(25) Seja 1 < p < 0. Seja LP(0,1) o espago das fungoes

1
f:0,1] — R tal que / |f(x)|Pdx < 0o. Seja ¢ tal que
0

1 1
—+— = 1. Pesquise a desigualdade de Holder: Se f esta LP(0, 1)
q

p
e g estd em L9(0,1), entao fg estd em L'(0,1) e vale

1 1 1/p 1
| fgldx = |f(z)[Pdz g(x)|9dx
[aee={] /

Quando p = ¢ = 2 a desigualdade acima é a conhecida de-
sigualdade de Cauchy-Schwarz.

1/q

1/p

1
A normaem LP(0, 1) estd dada por ||u||» := / |f(z)Pdx
0

Agora, seja WP(0,1), (p > 1) o espago das fungoes que
estao em LP(0,1) e cujas derivadas (7 fracas”) também estao
em LP(0,1). Considere W'(0,1), (" espago de Sobolev”) como
o espaco normado cuja norma esta dada por

lullwrr = llulle + [1u'l]ze

Usando a desigualdade de Holder, deduza a seguinte desigual-
dade para u pertencendo & bola fechada unitéria de W'2(0,1)

(p>1)

[u(z) —u(y)| < o —y|"?, Va,ye(0,1)

Conclua que se 1 < p < 00, a inje¢ao j : W?(0,1) — C([0,1])
é compacta, ou seja, leva conjuntos limitados em conjuntos pre-
compactos (cujo fecho é compacto).

E possivel mostrar, fazendo uso da desigualdade de Young e
da desigualdade de Holder, e fazendo uso de um resultado de ”
densidade” (o conjunto das fungoes suaves de suporte compacto
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definidas em toda a reta real é densa em W'P), que vale a
seguinte desigualdade (p > 1):

[0]loe < Cllollwrs,  parawve WHP(0,1)

onde C' é uma constante universal. Dai a inclusao
i: Whr(0,1) < L*(0,1) é continua (p > 1).



