ANALISE REAL-2002.2 Lista2

Professor: Ricardo Sa Earp

Elementos de espacos métricos

Em toda esta lista (X, d) ou simplesmente X serd um espago métrico com

distancia d.

Nos préximos exercicios vamos revisar certos conceitos béasicos topoldgicos de

espacos métricos.

1)

Mostre que para todo subconjunto A de X, o conjunto ;1 é aberto e A é aberto
se e somente se A = ;21 Além mostre que A é fechado e A é fechado, se e
sé6 se A = A. Dé uma caracterizacdo dos conjuntos fechados em termos de
seqiiéncias .

Sejam A e B dois subconjuntos de IR. Mostre que para o subconjunto A x B

de R? (produto cartesiano), valem as seguintes propriedades:

(A x B)° = A° x B°, (AxB)=AxB
O(A x B) = (0A x B)U (A x 0B)

Generalize este exercicio para uma situagao a mais abrangente possivel!!

Mostre que se X é um espaco de Banach (ou seja; X é uma espago vetorial

normado completo) e se A é um subespaco vetorial fechado de X, entdao A é

espaco de Banach.

Mostre que se X é um espac¢o de Banach com norma ||, ||, e se {z,} é uma
o0

seqiiencia de pontos de X, tal que a série E T, € normalmente convergente;
1

oo o0
isto é, g ||z || < 0o, entdo a série g Ty converge.
1 1

Mostre com todos os detalhes que duas normas quaisquer ||||; e [|[|2 em IR",
sao equivalentes.
Voceé saberia dar um contraexemplo da afirmacao acima, quando X é um

espaco de Banach de dimensao infinita ?
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Dizemos que uma subespaco A do espaco métrico X é denso em X se o fecho
de A é X, ou seja A = X. Dizemos que X é um espaco métrico separivel, se X

contém um subconjunto enumeréavel e denso.

6) Mostre que todo espaco Euclideano (espago vetorial normado de dimensao
finita) é separdvel, mostrando que IR" é separavel.

7) Mostre que se o é um numero irracional entdo o subconjunto de nimeros
reais {am + n, n,m € Z} é denso em IR. Desta informagcao o que vocé pode
concluir sobre a aderéncia do conjunto {cosn,n € Z} ?

8) Considere o espago IP(IR), p > 1, consistindo no conjunto das seqiiéncias de

numeros reais z = {x,} tal que

[ ]
Z |z, [P < oo
n=1

Considere também [*°(IR), o conjunto de seqiiéncias de nimeros reais x =
{zn}, limitadas.
a) Mostre com todos os detalhes que [P(IR), p > 1, é um espago de Banach

(mostrando inclusive, com detalhes, que é completo!!) , com a norma

00 1/p
2l = <Z |$n|p>
n=1

b) Mostre que IP(IR), p > 1, é um espago de Banach separavel.
c) Mostre que [*°(IR), com a norma

||||1oe := sup |z
n

é um espago de Banach que contém os espagos (P’s (p > 1).
Além disso, mostre que [*°(IR), nao é separavel.
d) Mostre a desigualdade de Jensen: Se 1 < g < p, entao

oo 1/p 0o 1/q
1 (Z |ai|p> < (Z |ai|q>

Ou seja a fungao
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p— ||z, I<p<oo

¢ decrescente. Na verdade, o limite ||z||;» quando (p — o0) existe e é igual a
||| . Sugestdo : Pense porque pode-se fazer uma normalizagao

00 1/q
E la;|? = 1. Conclua uma relagao de inclusao entre os espagos
i=1

[P, p > 1. Observamos que a desigualdade de Jensen é valida para 0 < ¢ < p,
veja a referéncia 4, abaixo.
Além disso, mostre que a inclusao entre os varios espagos [P, p > 1, é estrita;

mostrando primeiramente, que I* & {2.

1 1 1
Observamos que se p > q > 1, existe r > 0, tal que —4+— = —. A desigualdade
r

de Holder pode ser aplicada para mostrar a seguinte desigualdade entre a
média das poténcias (que é vélida para todo p, q satisfazendo g < p, veja na
ref. 4):

3ol a3 il
o B

e) Mostre a desigualdade acima, observando que esta nao contradiz (1).
Também ¢é possivel demonstrar (2), usando convezidade. Vocé saberia
fazer isto ?

A desigualdade de Hardy, diz que para p > 1, vale

B3 <o) S

N=1

Tal desigualdade sera estudada na ocasiao que estivermos focalizando diferen-
ciabilidade.

Mostre com todos os detalhes, mostrando inclusive a completude, que ?(IR)
é um espaco de Hilbert, ou seja, [2(IR) é um espaco de Banach cuja norma

provém de um produto interno.
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17)

18)

19)
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Exiba exemplos variados de subespacos métricos fechados e limitados que nao
sejam compactos.

Exiba mais de um exemplo de conjuntos compactos em IR e IR?, com interior
vazio, e que nao sejam enumeraveis.

Sera que o fecho da bola unitaria num espaco de Banach, é necessariamente
um conjunto compacto ? Discuta exemplos.

Exiba um exemplo de covertura de um intervalo aberto limitado da reta que
nao admita subcovertura finita.

Exiba conjuntos limitados em IR e IR?, com um ntmero pré-determinado n
de pontos de acumulacao .

Mostre com todos os detalhes que os subconjuntos compactos e limitados de
IR"™ sdo exatamente os conjuntos fechados e limitados.

Mostre que todo espago métrico compacto é separavel.

Seja { K4}, uma colecao de compactos do espaco métrico X, com a propriedade
que a intersecao de um nudmero finito qualquer de tais K,’s sempre tem in-

tersecao nao vazia. Mostre que NK, nao é vazia.

Dizemos que um subconjunto A de X é perfeito se A é fechado e todo ponto
de A é ponto de acumulacao de A.

Mostre que todo subconjunto fechado de um espaco separavel X é a uniao
de um conjunto perfeito (possivelmente vazio) com um conjunto (no méaximo)
enumeravel. Conclua que todo subconjunto fechado enumeravel de um espago
FEuclideano tem pontos isolados. O que acontece se a hipétese ”fechado” for
relaxada ?

Exiba exemplos de conjuntos perfeitos, com interior vazio.

Mostre que o produto cartesiano de espacos métricos compactos é um espago

compacto.
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