ANALISE REAL-2002.2- Lista3

Professor: Ricardo Sa Earp

Estimativas numeéricas, seqiiéncias, séries de niimeros reais
Séries de poténcias

FEstimativas numéricas

1) Vamos neste exercicio fazer uma estimativa para V2, envolvendo um estudo
interessante de seqiiéncia e recorréncia.
, n
a) Mostre que para todo natural n # 0, o nimero (3 + 2\/5) , se escreve de

maneira unica da forma

a, + bn\/§

onde a,, e b, sao numeros naturais. Além disso, mostre que
(3 + 2\/5) 77: n € IN se escreve da forma a,, — b,v/2 (mesmos a,, e by,).
b) Qual estrutura algébrica natural tem o conjunto {(3 + 2\/§)n ,neELY?

. vn . Qn
c) Considere a seqiiéncia u,, = o n € IN*.
n
3u, + 4
2u,, + 3’
Além disso, conclua que {u,} é uma seqiiéncia estritamente decres-

i) Mostre que u,1+1 = e mostre por recorréncia u,, > V2.

cente.
e) Levando em conta o que foi feito acima e uma desigualdade elementar

numeérica mostre que
1

b, 5"

O<un—\/§<

f) Mostre que ag = 665857, e bg = 470832, mostrando em seguida que

0< V2 < 107°
u —_— S —
8 29427 - 125

Obtenha uma aproximacio de v/2, com 11 algarismos exatos.
2) Qual é o maior dentre os ntimeros (11!)12 e (12!)!! ? Sugestdo : O que voceé
pode dizer sobre a monotonicidade da seqiiéncia vVn! ?
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3) Mostre que a seqiiéncia {/n— ""/n + 1, é estritamente decrescente paran > 5
usando obrigatoriamente desigualdades elementares incluindo por exemplo o

1 n
conhecimento da seqiiéncia {(1 + —) }, objeto de estudo do exercicio 2)
n

c) da Lista 1; veja equagdes () e (xx) que aparece numa Nota logo apds o
exercicio 41) abaixo. Ndo é permitido o uso do cdlculo diferencial para resolver
este problema. Como aplicacio, determine o maior dentre os niimeros v/5+ /8

e v/6+ V.

O préximo exercicio ficou um pouco perdido entre as desigualdades da lista 1
e gostaria de recoloca-lo aqui.

4) Levando em conta a série de Taylor da funcao cosseno,

.%2 $4 x2n

cosle__.+__...(_1)n(2n>!...

fazendo um raciocinio elementar direto (veja dica no papo sobre a série bino-

mial abaixo), mostre que

1 1
0<1—cos(—)

?’L<2—104 se n > 100

Vamos recordar a série binomial e a féormula de Abel-Newton que enunciare-

mos a seguir. Dado « # 0, um nimero real nao nulo define-se para n > 0

(Z> :a(a—l)--T-L!(a—n+1) . ((o)z) ,

Dado um ntmero real @ € IR \ Z que nao seja um inteiro > 0 (caso trivial da

conhecida férmula de Newton), tem-se a férmula de Abel-Newton

(142) = i <Z>z" (2| < 1)

n=0

sendo o raio de convergéncia da série igual a 1 (isto faz parte do nosso estudo
sobre séries de poténcias). Note que a série para z =x € RelO0 < a < 1é

alternada.

5) Usando as consideragoes acima, mostre que encontre um valor aproximado de

v/ 1632, estimando o erro do seu céalculo, explicando se o erro é por falta ou por
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excesso, e determinando o niimero de algarismos corretos de sua aproximacgao
e dizendo (se possivel) quais sdo os dois primeiros algarismos significativos
exatos apés a virgula.
6) Usando uma idéia que ja apareceu antes, estime quantos zeros apos a virgula
o algarismo (\/% + 7) 100001, possui (com certeza) na sua expansao decimal.
7) (O numero dureo). Usando o método de diferengas finitas (veja mais adiante),
mostre que a equagao linear (homogénea) de diferengas de segunda ordem

Ap = Qp—1 + An—2, n =2

a) com condigao inicial ag = a; = 1, tem solugao tnica a,,, satisfazendo

1. 1 \/g - 1 ( 7 z )
m = numero aureo
n— o0 ‘an ’1/71 2

i) Encontre uma aproximagao para o nimero aureo com 4 algarismos
exatos.

b) Encontre o raio de convergéncia da série

o0

g anz"

1
8) Considere a equagao de diferencas

Tn—-1 + Tn

LTn+1 = 9

satisfazendo a condicao inicial xg = 0 e x; = 1. Mostre que z,, — 3 quando

(n — o0). Para que valores n temos que x,, é um valor aproximado de 2/3,
com erro < 1/(3-21000) ?

9) Usando a série de Taylor de cos z, calcule

1
2
-1
/cos(x ) 4z
0

x4

com dois decimais exatos. A dica estd no papo sobre a série binomial, logo

antes do item 4).



4 Professor Ricardo Sa Earp

10) Mostre a relacao (sem usar o célculo diferencial)
1
2\/n

a) Usando desigualdades cléssicas e a série do binonmio encontre uma

(1) vn+1—+yn< <Vn—-+vn-1, n>2

"boa” cota superior e uma cota "boa” inferior para o niimero

Vv1—-10—4

b) Considere a série

1 1 1 1
v/10000 /10001 /10002 v/1000000

i) Mostre que a série é convergente a 3 € R.

Considere

1 1 1 1
a= + - o ——
V10000 /10001 /10002 /1000000

7

ii) Usando as desigualdades (1) encontre uma ” boa ” cota superior
racional para a.

iii) Usando o item a) combinado com as desigualdades (1), encontre uma
"boa ” cota inferior racional para «, determinando uma
"boa ” estimativa para «, determinando a parte inteira de .

11) Dado a > 0, encontre uma cota superior < 2/a? para o nimero
1 T 1
a? (an)?
12) Sejan € IN* um ndmero natural. Define-se N(n) e S(n) o nimero de algaris-
mos e a soma dos algarismos de n, respectivamente (sistema decimal). Dado
x > 0, seja log,( x, o logaritmo de = na base 10.

a) Mostre que
10V~ < < 10N

deduzindo as seguintes desigualdades

1< S(n) <9(1+logyyn) < 18logyyn, n > 10
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b) Mostre que
Sn+1)<Sn)+1

com igualdade se n # 10p — 1, onde p é um numero natural.

i) Deduza que
S(n+1)
S(n)

e que a estimativa acima é a melhor possivel.

0< <2

c) (Neste exercicio vocé vai precisar de certo conhecimento da funcao loga-
ritmo) Encontre o raio de convergéncia da série de poténcias

ZS(k:)zk

k=1

Equacoes de diferencas de primeira e seqgunda ordem

Nesta parte vamos tratar brevemente equacoes de diferencas de primeira e
segunda ordem. Para um tratamento mais completo, veja as apostilas legais sobre
o assunto do curso de equagoes diferenciais e diferencas do CB-CTC, MAT1154,
escritas pelo professor George Svetlichny (ref. 6) abaixo).

13) (Equacgoes de diferencgas lineares de primeira ordem). Considere a equacao

(2) Yn+1 = AnlYn + bn (an 7& O,Vn)

a) Usando um raciocinio recursivo, resolva a equacao (2), nos casos, a, = 1
e b, = 0, respectivamente.
b) Mostre que

n—1
An = H ag
k=0
é solucao da homogénea associada, i.e b, = 0. Mostre ainda que uma
solugao particular de (2) pode ser determinada satisfazendo y,, = z, Ay,

onde z, pode ser encontrada. Deduza que a solugao geral de (2) é da

forma

n—1
by,
3 n=cA, + A, -
) Y kZ:O A1
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i) Quando aj, = a(cst), mostre que a solugao dada pela equacao (3) é

da forma
n—1

Yn = yoa" + > _a"F by
k=0

ii) Quando ay = a(cst)e b, = b(cst), mostre que a solucao dada pela
equacao (3) é da forma

n

1
yoa”+b(a ) seal,
a—1

Yo + bn, sea=1

Yn =

iii) Resolva

Ynt1 = (n+ 1)y, +2" (n+1)! (o =2)

iv) Resolva

n 3
Ynt1 = <$> Yn  (Yo=1)

e calcule L = lim y,, caso o limite exista. Resposta L = 2/3. Sugestdo :
n—oo

Note que (n+1)2 = (n+1)+1=n*+n+1.

v) Seja a um nimero real positivo < 1. Resolva

Yni1 = (1 +a* )y, (yo=1)

e calcule L = lim y,, caso o limite exista. Resposta L = 1/(1—a). Sugestado :
n—oo

Mostre a identidade
B a2N+1

(1-a)1+a)(l+a?)---(1+a>)=1

vi) Resolva

e mostre que

H a sina
4 1. < on ) -
( ) n1—>Holo cos AL a
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Sugestao : Mostre por recorréncia que

2

2n

sina cos (a) sin(a/2) L ﬁ coS( a > sin(a2~)

a a/2 a2—N

vii) Coloque @ = /2 na equacao (4) e deduza a férmula de Viete (1579)

Il
Fe=t

1 1
COs <2n+1> . H Qn,, ayp = ﬁ; ap = 5(1 +an—1)7

M v

c) (Método dos coeficientes indeterminados) Consideremos o caso a, = a, €

ou seja

o termo b, na equacao linear naohomogénea seja da forma
b, = knPb"
i) Mostre que quando b # a, a equagao
Ynt1 = aYn + knPDd"
possui uma solucao da forma
Yn = q(n)b"

onde ¢(n) é um polindémio de grau p.
ii) Mostre que quando b = a, a equagao

Ynt1 = ayn + knPb"
possui uma solucao da forma
Yn = q(n)b"

onde ¢(n) é um polindémio de grau p + 1, sem termo constante.

d) Seja

\%
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Sm).—qm yom 4 4™

Usando o método dos coeficientes indeterminados (terceiro método para cal-

cular S’T(Lm)), mostre que

1)(2n + 1
(5) 12192482 2o Y )6(n+)

2
1
1349234331 ... 43 = (@)

As duas primeiras maneiras de calcular S,gm) voce ja aplicou na primeira lista
(Lista 1); que sio inducéo e uma férmula para calcular S, que se reduz ao
céalculo de S,(lm_l). O quarto procedimento vocé pode encontrar no exercicio
20) da secao de seqiiéncias e séries, logo em seguida. Finalmente, uma quinta

maneira de resolver é usar o exercicio 1) da Lista 1.

i) Mostre que

nm—i—l
1m+2m+ . 4+n" = +amn™ 4 -
m—+1
deduzindo que
sy 1

lim =
n—oo pMmtl m+1

No livro do Elon Lima (veja ref. 2)) vocé pode encontrar uma outra maneira
de fazer isto (veja exerc. 31 do cap. IV). Uma terceira maneira de fazer é via
soma de Riemann, que estd embutida no exercicio 20) da secao de seqiiéncias
e séries. Claro que para calcular o limite em questao vocé poderd aplicar o
exercicio 1) da Lista 1.

ii) Calcule

142-3+3-3% 4+ (n+1)-3"
14) (Equagoes de diferencgas lineares de segunda ordem). Considere a equagao

(6) Ynt2 T @n¥Yni1 + bpYn = gn

com equacao homogénea associada dada por

Yn+2 + AnYn+1 + bnyn =0
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a) Mostre que conhecendo-se uma solucao u,, # 0,Vn da equagdo homogénea
associada, uma segunda solucao linearmente independente, pode ser en-
contrada pelo método de variacao dos parametros fazendo vy, = z, Un,
obtendo

O mesmo procedimento é vélido para se encontrar a solugao geral de (6),
desde que conhecida uma solucdo da equag¢ao homogénea associada a (6).
b) (A equagao com coeficientes constantes). Considere a equagao linear
homogénea dada por

Yn+2 + aYn+1 + byn =0

i) Procure solugoes da forma r™, r # 0, obtendo que conforme as raizes

da equacao caracteristica
(7) r?+ar+b=0

podemos exibir explicitamente a solucao geral da equacgao da seguinte forma:
Se as raizes (r1,72) sdo reais e distintas, toda solugao é da forma cy7} + cary.
Se as raizes sao reais e iguais toda solugao é da forma cyr™ +conr™. Se as raizes
sao complexas conjugadas toda solucao é da forma ci7™ cosnb + cor™ sin nf
(aqui fizemos um abuso de notacao ).
b) (Método dos coeficientes indeterminados). Suponha que o termo nao
homogéneo ¢ da forma

gn = knPb™, k,belRen,pe N
Queremos resolver

(8) Ynt2 T aYnt1 + bYn = gn

quando g, ¢ da forma acima
i) Mostre que se b nao é raiz da equagao (6) entao existe uma solucao
de (7) da forma y,, = ¢(n)b"™, onde g(n) é um polindémio de grau p.
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ii) Mostre que se b é raiz ndo repetida da equagao (6) entao existe uma
solugao de (7) da forma y,, = q(n)b™, onde ¢(n) é um polinomio de
grau p + 1, sem termo constante.

iii) Mostre que se b é raiz repetida da equacdo (6) entdo existe uma
solugao de (7) da forma y,, = ¢(n)b", onde ¢(n) é um polinémio de

grau p + 2, sem termo constante e sem termo linear.

Sequéncia e séries de numeros reais

15) Mostre que a série abaixo converge para p > 0 e converge absolutamente para

p> 1.
( 1)"

a) Mostre que a série Z ¢, diverge para 0 < p < 1/2, onde

Zakan k—Z((k+1)(n—kﬁ+1))_p

k=0

O que isto significa para vocé conceitualmente ?

16) Mostre que as séries abaixo sdo convergentes.

a)
> 1
,,;2 (logn)™

> e
— (log n)logn
17) Mostre que as séries abaixo sao divergentes
a)
I
2 gy
- 1
5 (log n>log(10g TL)
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18) Para que valores a a série abaixo converge (diverge) 7

n=1

Para um certo valor critico vocé vai precisar da férmula de Stirling.

19) (Constante de Euler- Mascheroni) Considere a seqiiéncia

1 1
’Vn:(l‘l’i"’"'_'—ﬁ)_lnn’ n=12,...

a) Mostre que {7,} é uma seqiiéncia decrescente e que 0 < 7, < 1. Defina
v = lim ~,.
n—oo " L, .
Nota: Talvez vocé goste de saber para fazer este exercicio que

oo

1
>i=g

n=1

b) Mostre 1 <y < % Sugestao Mostre que

100
7:/Zku+k
0

k=1

e considere as desigualdades
;k 1+k Zkquk Zk2 o O<u<l

20) Seja {a,} uma seqiiéncia que comverge a a € R.

a) Mostre que
. ay+ax+---+ap
lim =a
n— oo n

Sugestao : Observe que basta considerar o caso a = 0 e quebre a soma em
duas partes, levando em conta que sup,, |a,| é finito e que a,, — 0, quando
(n — o).
b) Seja {p,} uma seqiiéncia de niimeros reais positivos, tal que a1 + as +
-~ a, — 00 (n — 00). Mostre que

li biai +p2a2 + +pnan -
11m =a
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21)

22)

23)

24)
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Vamos considerar a soma

nm—|—1

Sim) = 1m oM 4 ™ = ] + Q™ - -
a) Considere também a seqiiéncia
1m n™
T e T ey

Mostre que quando (n — oo0) o comportamento da seqiiéncia wu,, é 0 mesmo

da soma de Riemann da funcdo f(z) = 2™, no intervalo [0, 1]. Conclua que

S5 1
nli_)ngo n:; e (confira com o exercicio 13) d) i) da segao de equagdes

de diferengas, logo acima).

b) Estude o comportamento de

para m e q inteiros positivos quaisquer.

Seja a > 0. Considere
= 1
Qp 1= _—

Mostre que lim a, = log2. Sugestdo : Identifique uma certa soma de Rie-
n—oo
mann.

Considere a com 1 < a < 2.

n

2—a
k=0 \/((2 — a)k +an)® — n?

Yn =

Mostre que lim1 lim y, = In(2 + v/3). Sugestdo : Identifique uma certa soma
a— 1 n—oo
de Riemann.

Vamos considerar as seguintes equagoes de diferengas nao linear:
a)

4 — x,

LTp4+1 =
" 33—z,

.'171:1
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2n —1

Mostre que x,, = , n>1.
n
b)
1
x =
n+1 1 + T,
Tr1 = 1
1 2 5—1
Mostre que 3 <z, < 3 Em seguida mostre que x,, — \/_7 (nimero 4ureo) .

25) (Lema da soma parcial de Abel): Sejam {a,}, {b, } duas seqiiéncias de niimeros
complexos, n € IN Coloquemos A, = a9 + --- + a,,n > 0; entao para
n >0,k > 1, temos que

n+k n+k—1
Z ajb; = Z Aj(bj —bjt1) — Apbny1 + Apiibngs
j=n+1 j=n+1

Deduza: Zn>0 a,b, converge se Zn20 Ay (b, —by 1) converge e lim,, o, Apby,
existe.

a) (Critério de Abel) Da férmula de Abel deduza que se ), -, an é conver-

=
gente e se {b,} é uma seqiiéncia monétona limitada; entdao >, 5, anbn
converge.

b) (Critério de Dirichlet) Mostre que se a seqiiéncia das somas parciais {4, }
de )" a,é limitada e se a seqiiéncia {b, } é uma seqiiéncia real monétona
tendendo a zero, entao ), - anb, converge.

Dai deduza o critério de Leibniz: Seja {a,} uma seqiiéncia monétona de
. : ~ n N
nimeros reais tendendo a zero, entao »_, - ,(—1)"a, converge. Dé exemplos de
séries convergentes, mas nao absolutamente convergentes.
Também deduza o seguinte:Se ) . |b, —by41| < 00 ese ) a, converge entao
Y n>0 @nbn converge.
26) Sejam {an},{bn},{cn} seqiiéncias de nimeros reais estritamente positivos
com
Yo Cn <00,y dy = 00.

a) Mostre que se para algum N € IN
An+41 < Cn+1

X ) n
Qn Cn

\Y
2

entao Y a, < oo.
n
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b) Mostre que se para algum N € IN

An+41 dn+1
> N,

an dn

entdo Y a, = oo.
n
Sugestao: Para o item a) observe que a seqiiéncia {a,/c,} é uma seqiiéncia de-
crescente.
27) (Critério de Kummer): Sejam {a,},{bn},{cn} seqliiéncias de nimeros reais
estritamente positivos com ) d,, = oc.

a) Mostre que se para algum N € IN e um nimero p > 0 temos que

An+1
b, — —t

bn+1>p>07 n>N7

n

entao Y a, < oo.
n

b) Mostre que se para algum N € IN temos que

1 An+1 1
dn an dn+1

entdo ) a, = oo.
n
Sugestdo: Para o item b) veja o exercicio anterior item b). Para o item a) observe

que wy, = apb, — apny1bpy1 = anp > 0,n = N. Também observe que Zn wy, €

convergente.

28) (Critério de Raabe-Duhamel). Guardando as notagoesdo exercicio 5), tomando
b, =n — 1(n > 2) no exercicio 5 a) e d, = 1/(n — 1) no item b) obtém-se

a
Zan<oo se, para alguma >1 eum N € IN, n(l— n+1>>a,n€N
(079
n
Gn+1
E Qp = 00 se,paraalgumNG]N,n(l— )<1,n€N
(¢7%)
n

Em particular, se lim n(l — ag%) = L entdo ) a, < ocoseL >1e

n—oo

Y.,an = 00 se L < 1. Mostre que se L = 1, todas as hipdteses podem

ocorrer.
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29) (Critério de Gauss) Seja {a,} uma seqiiéncia de nimeros reais estritamente

positivos tais que, para algum N € IN

onde p > 1,a € R e sup,,» y [Ba] < oo
a) Mostre que > a, <oo,sea>1e ) a, =00, se a < 1.

n n
Sugestao: Se o # 1 utilize o exercicio 27). Para a = 1 utilize o exercicio 26

b) com 1/d,, = (n — 1)log(n — 1), n > 3 verificando que

Mostre que > |z,| < ocosea>0e, Y |z, =00 se a<0,a#0.
n n

Sugestao: Considere

zn+1‘_}a—n

T =
" Zn n—+1
Quando a # 0 aplique o exercicio 27), verificando que

n 1—l|al?+2n(1+a .
n(l=ra) = 1+r, | |(n+1)g L Am (1 =) =1+a

30) Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz mostre que se > |a,| < oo as

n
seguintes séries sao convergentes

| 1/2 ’1/2

la la
Sl Sl

n n>1 n>=1

Voce poderia dar uma demonstracao mais elementar ?

31) Mostre que

B sin(n 4+ 1/2)x
B + Z cospE 2sin(z/2)
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< din e — cos(x/2) — cos(n + 1/2)x
Bn = ; 2sin(z/2)

se n € IN e x ¢ 277 utilizando as férmulas

2sin(1/2)x cos va = sin(v + %)x — sin(v — %)LE

. . B 1 1
2sin(1/2)x sinve = cos(v — 5)3: — cos(v + 5)1’

Conclua que se x ¢ 27Z, n > 1 as séries

o> oo
E b, cos vz, E b, sinvz
v=1 v=1

sao convergentes, desde que as seqiiéncia {b, }n>1 seja monétona tendendo a zero.

Dé exemplos particulares disto.

Séries de poténcias

32) Determine o raio de convergéncia das séries.
a) g n“z", a € R.

b) Zn'(z/n)“
c) Za"QZ”, a > 0.
. 1

d)zia(a+1)---(a+n)z”; Z—a(a—l)---(a—n)z”,.

n! n!
n n
Sugestao: Considere o caso o € {0,£1,4£2,+3,...,} separadamente.
e) Z(logn)Qz”. Resposta: 1

f) Zn'/(n”)z”

Sugestdo: Considere a férmula de Stirling n! = n"e™"u,, com lim,_, . u}/ " =1.

Resposta: e

2n! e .. ) . .
g) E ( ) Resposta :—- Para fazer este exercicio, veja a dica acima, ou
nlnm 4

siga as dicas de Elon Lima na ref. 2), exerc. 33 do cap. IV.



Professor Ricardo Sa Earp 17

33)
a) Sejam a, b, c nimeros determinados. Suponha que ¢ ndao é um inteiro < 0.

Mostre que o raio de convergéncia da série abaixo é 1:

ab ala+1)-b(b+1) 4
b e 1)
ala+1)...(a+n—-1)-b(b+1)...(b+n—-1) ,
* nle(c+1)...(c+n—1) S

34) Encontre os termos de ordem < 3 do desenvolvimento em série de poténcias
da funcdo f(z) = 22/(z —2) em z = 1.
Resposta: —1— (14+2)(z—1)—(1+2+1)(z—1)2 = (1 +2+1)(z — 1)3.
35) Considere

a) Qual é o raio de convergéncia da série 7

b) Mostre que J(z) satisfaz a equagao diferencial (Veja o livro de William.
E. Boyce e Richard C. Di Prima (“equagoes diferenciais elementares e
problemas de valores de contorno”) para o desenvolvimento e outros ex-

emplos de equagdes regulares e singulares-regulares, de segunda ordem)

2" (2) + 2 (2) + 22 J(2) =0

36) Seja R o raio de convergéncia da série ) a,2"(n € IN); se s, = ap+--- +
. A~ . / 7’ . n .
an, n € IN, mostre que o raio de convergéncia R da série ), s,2" verifica a

desigualdade R > min(R, 1) e estalelega que

1
;snz” =1 ;anz”, |z| < min(R,1)

37) Mostre que as séries , convergem nos conjuntos C dados
a) > (z/(1+2)". C={z2>-1/2}.
b) >z2"/(1+2"). C={zlz] <1}

38) Seja Z a,z", uma série de poténcias de raio de convergéncia R.
a) Mostre que se sup,, |a,| < 0o, entdo R > 1.
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39)

40)

41)
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b) Mostre que se sup,, |a,| < oo, mas a,, / 0, entdo R = 1.
Seja Z anz™, uma série de poténcias de raio de convergéncia R. Seja {b,}

uma seqiiéncia tal que

=L, 0<L<o

. Gn
lim |—
n—oo bn
Determine o raio de convergéncia de E by,
a) Usando o exercicio anterior mostre que, se
ao—i—aln—l—---—l—aknk’

ap = ﬁ(}‘}_ﬁln‘*’""{’ﬁlnl? 6l#oaak7éovk7l€m

entao o raio de convergéncia de E a,z" éigual a 1.
. . A s n .
Seja R o raio de convergéncia da série Zn>0 an,z"™. Mostre que o raio de

an
—  _z
Z 1+ |ay|

n>0

convergéncia R da série

é dado por R = max(R, 1)
Determine os raios de convergéncia das séries
a) Zn>0(—1)”2”z2"+2.
b) Zn>0 210gnzn.
) D ,so(sinn)z™.
¢) > ,solcosn)z".
Nota. Utilizando o teorema da convergéncia dominada para séries somaveis

pode-se demonstrar o seguinte fato:

(%) lim (1+ z,)" = exp(z),
se zp, n=1,2,..., elim, ., nz, = z. Em particular conclui-se que
z n
(xx) lim (1 + —) = exp(z)
n— o0 n

Com efeito: Escreve-se

(1—|—zn)n:Zak(n), ax(n) = (Z)zﬁ, s0<k<n,
k=0
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verificar que para k fixado, ax(n) — 2zF/k! (n — o) e que |ax(n)| <
p* /KL, p = sup,, [nz,|.

z
As séries de Taylor de T cot z e tan z.

eZ
42) A série de Taylor de . em torno da origem esta definida por
e p—
=3 — B
e? —1 % K F

Mostre as seguintes afirmacoes
i) By =0e Bagr1 =0 para k > 1.

ii)
(o) (1)me (3)pee (2 )=

Os numeros acima sao chamados de niimeros de Bernouille. Determine-os recur-

sivamente, calculando

By =1, By =1/6, By = —1/30, Bg =1/42
Bs = —1/30, Byo =5/66, By =7/6

Curiosidade: Bag = 8553103/6. ..

-1
Sugestao: Considere 1 = ¢ R
z e —1
a) Mostre que
I w4 2k—1
tz=-+5(-1)"—_B
cot 2 Z—l—Xl)( ) oh)! 2k Z
% 4% (4% -1
_ R qyk-1 2k—1

tanz = 21)( 1) k)] Bogz

b) Discuta o raio de convergéncia da série de z cot z.

43) Considere a série binomial

by (2) = i (Z) 2n
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onde

ou seja

(c-1)

bg(z)=1+az+a 5

a) Deduza que b, é analitica na “bola” unitdria aberta centrada na origem,

mostrando que o raio de convergéncia da série que define b, é igual a 1.

Mostre que b_; = , |zl < 1.
z

1+
b) Mostre a férmula de multiplicagao :

(1 + Z)bgfl = ba

Infira que
b (z) = obs /(1 + 2)
> —1)n—1,n
c) Seja A(z) = Z ()—Z Mostre que
n
1
bo(2) =Nzl <1

d) Deduza a férmula de Abel-Newton

(142)7 = i (Z)w |zl <1

0
44) Neste exercicio vocé deverd assumir o teorema que diz que uma série de

o0
poténcias 5 an(z — zo)" de raio de convergéncia R > 0, converge abso-

n=0
lutamente e uniformemente num compacto contido no seu dominio de con-

vergéncia a uma fungao f(z). Tal funcdo f(z) é infinitamente diferencidvel (na
verdade analitica) no seu dominio de convergéncia e suas derivadas sao obtidas

o
derivando-se termo a termo a série original, i.e f'(z) = g nan(z —29)" 7, e
n=1

assim por diante.
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a) Sejam f(z) = Zan(z —20)" e g(z) = an(z — zp)", duas séries de
n=0 n=0

poténcias de raio R; > 0, Ry > 0, respectivamente. Mostre que h(z) =
oo

f(2)g(z), é dada por uma série de poténcias Z cn(z — 29)", onde

n=0

Cn = aoby +aiby, 1+ —ap_1b1 +anby

de raio de convergéncia R, satisfazendo R < min(R;, R2).

i) Usando obrigatoriamente séries de poténcias, mostre que
e€-e’ =Y, Vz,w

em torno da

b) Discuta o raio de convergéncia da série de Taylor de -
e —
origem, dada no exercicio 42) acima.

c¢) Discuta amplamente diferenciabilidade versus analiticidade.
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