LISTA 3 DE ANALISE REAL 2010

RICARDO SA EARP

Espacos métricos

(1) Seja X um espaco métrico e sejam A, B, subconjuntos de X.
Responda verdadeiro ou falso. Caso verdadeiro, deduza, caso
falso dé um contraexemplo.

(a) AUB=AUB.
(b) ANB=ANB.
(2) Seja (X,d) um espaco métrico. Deduza que dado xy € X, a

fungao distancia d(xg,x) := dist(xg, z) é uma func¢ao continua
de z € X. Deduza que d(z,y) é uma fungao continua de ambos
Tey.

(3) Deduza que num espago métrico X um conjunto F' é fechado
se e sO se para toda sequéncia x,, convergente de pontos de F,
convergindo a x € X, entao = € F.

(4) Seja (X, d) um espago métrico munido da distancia d. Seja
Xo C X um subconjunto de X, considerado como um espaco
métrico em si mesmo, i.e Xg = (Xo,d). Deduza que se X é
completo e se Xy é fechado em X, entdo (Xo,d) também é
completo.

(5) Deduza que um conjunto compacto K de um espago métrico
(X, d) é fechado e limitado.

Deduza também que K é completo.

(6) Seja X um espago métrico e seja S C X conjunto. Dizemos
que um ponto x € X é um ponto de acumulagao do conjunto
S, se cada vizinhanca de x (i.e aberto que contém x), contém
um ponto de S diferente de .

Deduza que z é um ponto de acumulacao de S, se e s6 se
existe uma sequéncia convergente {x,} de pontos distintos de
S que tem x como limite.

(7) Seja X um espaco métrico completo. Dizemos que um conjunto
S C X tem diametro finito se dist(x,y) é limitada para todo
x,y € S.

Suponha que {S,} é uma sequéncia de conjuntos fechados

nao vazios tal que S; D Sy D S3---. Suponha que o diametro
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diam(S,,) — 0(n — o0). Deduza que a interse¢ao NS, de todos
os conjuntos S nao é vazia.

(8) Sejam S; e Sy dois subconjuntos de um espago métrico (X, d).
(a) Defina d(S;, Sa).

(b) Se S e Sy sao fechados disjuntos tal que Vp € S, dist(p, S7) >

0, serd que dist(Sy,Se) >0 7
(c) Estude d(Si,S2) quando S e Sy sdo compactos de X com
intersecao vazia, i.e S; N Sy = 0.
(d) Serd que quando S; NSy = () segue que d(S7,S2) >0 7
(9) Sejam A e B dois subconjuntos de R. Mostre que para o sub-
conjunto A x B de R? (produto cartesiano), valem as seguintes
propriedades:

(Ax B)° = A° x B°, (AxB)=AxB
O(Ax B) = (0A x B)U (A x OB)

(10) Generalize o item anterior quando o ambiente é um espago
métrico (X, d).



