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ANALISE REAL-2002.2 Lista 4

Professor: Ricardo Sa Earp

Limites e continuidade em espacos métricos
Limites de funcoes reais
Desigualdades envolvendo funcoes classicas

Limaites e continuidade em espacos métricos

Seja f(z) = v - x, onde - denota o produto escalar em IR", e v € R"™ é um
vetor fixado. Discuta a continuidade de f(z) e discuta a continuidade de uma
definicao andloga em espacos de Hilbert. Mostre que os semi-planos dados
pelas equacoes

{z;v-z>a} e {zv-z>a}

sao subconjuntos abertos e fechados, respectivamente. Deduzir que o hiper-
plano {z;v - x = a}, é um subconjunto fechado de IR". Tais resultados se
estendem (da maneira natural) a espacos de Hilbert ?
Dé uma caracterizagao de continuidade de uma funcao f que leva um espago
métrico X num espaco métrico Y em termos de seqiiéncias.
Mostre que se f, g sao fungoes continuas que levam um espaco métrico X em
IR", entao se f(a) # g(a), para certo a € X, segue-se que f(z) # g(x), numa
vizinhanca de a.
Dizemos que uma aplicacao f que leva um espaco métrico X num espaco
métrico Y é aberta (resp. fechada), se a imagem por f de uma aberto de X
(resp. fechado) é um aberto de Y (resp. fechado).
a) Dé exemplos de aplica¢oes continuas reais definidas em subconjuntos do
espaco Euclideano que sejam abertas, mas nao sejam fechadas.
b) Dé exemplos de aplicagoes continuas definidas de IR" em IR"™ que nao
sejam abertas nem fechadas.
c) Dé exemplos de aplicagoes continuas f definidas num intervalo I da reta
em IR? que sejam injetivas mas nao produzem um homeomorfismo entre

I e sua imagem f([I).
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d) Sejam X; e Y7 subconjuntos de X e Y, respectivamente. Seja
f: X1 — X5 uma funcao continua bijetiva tal que para todo aberto A de
X (com a topologia induzida), f(A) é um aberto de Y; (com a topologia
induzida). Mostre que f é um homeomorfismo.
Dé exemplos de fungoes f : IR — IR que sejam uniformemente continuas.
Estabeleca alguma condicoes suficientes para que uma funcao f : IR — R
seja uniformemente continua.
Dé exemplos de funcdes definidas numa vizinhanca da origem de IR? que
admitem um mesmo limite quando (z,y) — (0,0), ao longo de raios que
chegam a origem (0,0) de IR?, mas que nio sejam continuas na origem.
Seja X um espaco de Hillbert com produto interno <, > . Mostre que
X x X — IR, tal que (z,y) —< z,y >, é uma fungao continua.
Seja T': X — Y uma transformagao linear sobretiva de um espacgo vetorial
normado X sobre um espaco vetorial normado Y. Mostre que a inversa 7!
existe e é continua se e somente se existe A > 0 tal que

IT()lly = Al

Discuta o caso em que X e Y tenham dimensao finita.
Mostre com todos os detalhes que uma funcgao real continua definida num
espaco métrico compacto X assume o maximo e o minimo.
Mostre com todos os detalhes que uma aplicagao continua de um espaco
métrico compacto X num espaco métrico Y é uniformemente continua.
Mostre com todos os detalhes que se f é uma funcao real monétona definida
num intervalo (a,b) entdo o conjunto das descontinuidades de f é no maximo
enumeravel.
O que vocé pode dizer de uma funcao real uniformemente continua definida
num conjunto limitado de IR 7
Dé exemplos de fungoes diferenciaveis reais tal que a derivada nao é continua.
Tais fungoes podem ser analiticas ?
Considere {4;};cs, uma familia de conjuntos conexos de um espago métrico
X. Suponha que existe um ponto comun a todos os Ais; ie M;A; # 0.
Mostre que a uniao A = U;cjA; é um conjunto conexo.

a) Como coroldrio, mostre que se quaisquer dois pontos p e ¢ de um espago

métrico X estejam contidos em algum conexo X, C X, entao X é conexo.
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Seja A um subconjunto conexo de um espaco métrico X. Mostre que se B C X
satisfaz A C B C A, entdo B é conexo.

Dizemos que um espaco métrico X é conexo por caminhos, se dois pontos
quaisquer p,q de X, podem ser ligados por um caminho inteiramente contido
em X, i.e existe uma aplicagdo continua « : [0,1] — X, tal que a(0) = p e
a(l) = g. Mostre que um espag¢o métrico conexo por caminhos é necessaria-
mente conexo.

Nota: Dizemos que um espaco métrico X é localmente conexo por caminhos,
se para cada x € X, e cada vizinhanca V de x em X, existe uma vizinhanga
conexa por caminhos U de x em X, tal que x € U C V. Verifique que todo
espaco vetorial normado X ¢é localmente conexo por caminhos. O fato é que
se X é um espaco localmente conexo por caminhos, entao X é conexo <= X
é conexo por caminhos.

(Teorema da Alfandega). Sejam C e A subconjuntos de um espago métrico
X. Assuma que C é conexo e que possui pontos em comum com A e com
A¢ = X \ A. Mostre que C' tem intersegdo nao vazia com 0A.

(Componentes conexas). Seja A um subconjunto de um espago métrico X.
Seja a € A. Define-se C(a) como sendo a uniado de todos os subconjuntos
conexos de A que contém o ponto a. Note que {a} é um conjunto conexo que

” maior

contém a. Diz-se que C(a) é a componente conexa de a em A; é o
conjunto” conexo contendo a e que é contido em A.

a) Mostre que
{ se beC(a) entao C(a)=C(b)

se b¢gC(a) entao C(a)NC(b) =10

i) Mostre que todo conjunto aberto de R"™ é a unido de uma familia
de conjuntos abertos e conexos (chamados dominios), dois a dois
disjuntos.

b) Mostre que os intervalos (a,b) e (¢, d] ndo sdo homeomorfos.
c) Mostre que as letras Y e I (as extremidades nao contam) nao s@o home-

omorfas.
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Limaites e continuidade de funcoes reais

No préximo exercicio vocé estd pressuposto saber a definicao de uma funcao
diferenciavel real.
19) Dado um ndmero real r, considere a fungao real f(x) definida por

r

1
x|l4+ — sex #0,—1
f(z) = g
(=) 0 sex =20
1 sex =—1

a) Mostre que f(x) é continua no conjunto IR \ {0, —1}. Mostre que f(x) é
diferenciavel neste conjunto e que sua derivada verifica

, r+1—7r
(1) f(ﬂf):f(ﬂf)'m
para x € R\ {0, —1}.
b) Mostre que para r < 1, f(z) é continua em = = 0 e que para r > 1, f(x)
¢ descontinua em x = 0.
c) Mostre que se r < 0 entao f'(0) = 0, se r = 0 entao f/(0) = 1. O que
acontece para 0 <r <17
d) Usando a fémula (1) acima, mostre que f’(x) é continua em x = 0, para

r < 0.
e) Mostre que para r > 0, f(z) é continua em x = —1.
i) Mostre que se > 1, entao f'(—1) =0e f'(x) é continua em x = —1.

ii) Mostre que se r = 1, entao f(z) possua uma derivada lateral a direita
e uma derivada lateral a esquerda em z = —1. Calcule-as.

20) Considere a fungao polinomial

fo(@)=a"+2"  + .42t —1, n >0

a) Mostre que f,(z) possui um dnico zero positivo a,,. Estime as.
b) Mostre que a seqiiéncia {a, } ¢ mondtona decrescente e deduza que a,, | %
(quando n — o0)
21) Considere o conjunto X das fungoes definidas em toda reta real IR que veri-

ficam a condicao funcional

(2) flx+y) + flz—y)=2f(z), VryeclR
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Mostre que X é um espaco vetorial.

Mostre que X contém um subespacgo vetorial X; de dimensao 2, inter-
pretando a condig¢do (2) geometricamente.

Mostre que o subespagco das fungoes continuas contidas em X é exata-
mente X;.

22) Seja f(z) uma fungao continua em todo IR satisfazendo a relagao funcional

flx+y)+ fle—y) =2f(2)f(y)

Determine as fungoes constantes que verificam (3).

Assuma que f(x) # 0. Mostre que f é par.

Assuma que f(z) # 0. Mostre que se zo é um zero de f entao p = 4xg é
um periodo de f. Mostre que f(p) = 1.

Assuma que f(x) # 0. Suponha que p seja um periodo de f. Estude os
possiveis valores de de f (g) . Mostre que se g nao é um periodo de f

entao g é um zero de f.

23) Estude quanto a continuidade a fungao

1
- sex = b com p, q primos entre si
q q

flz) =

{ 0 se x é irracional

24) Considere f uma funcao real definida no intervalo fechado [0, 1] satisfazendo

a condicao

(4)

|f(z) = fy)| < K|z —yl,  Vo,y€l0,1]

onde K é uma constante positiva qualquer.

a)
b)

Mostre que f ¢é uniformemente continua em [0, 1].

Mostre que o conjunto X das fungoes que satisfazem (4) forma um espago
vetorial.

Exiba uma familia de fungoes continuas em [0,1] que nao verifique a
condi¢ao (4). Estude a diferenciabilidade desta familia em [0, 1].

Serda que uma funcdo continua em [0, 1], diferencidvel em (0,1) com
derivada limitada verifica a condigao (4) 7

Dé um exemplo de uma funcgao satisfazendo (4) que seja diferencidvel em
(0,1), mas cuja derivada nao seja limitada.
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25) Considere fungao f(z) = i)/x +Vaz?2 -1+ \5/:1: — V22 — 1. Determine o con-
junto f~1(2).

26) Considere a funcio f(z) = v + 1 — /x para = € [0,1]. Sem usar o calculo
diferencial mostre que f é decrescente. Determine o méximo global e o minimo

global de f.

27) Considere a funcao f(x) =

' —1—r(z—1)
(z — 1)
conhecimento da série binomial adquirido na Lista 3, mostre que
fla) -

28) Usando obrigatoriamente o conhecimento da série binomial mostre que o li-
mite de f,(z) =V +1+Vx+2+ -+ x+n—nyx, quando z — oo é

Zero.

. Usando obrigatorialmente o

, quando x — 1.

29) Usando obrigatoriamente o conhecimento da fungao exponencial mostre que
o limite de f,(x) = n*(¥x — "*V/z),2 > 0, quando n — oo é logz. Mostre
também o mesmo resultado usando a regra de I’'Hopital. Compare os dois
métodos.

30) Usando obrigatoriamente o conhecimento da fungao exponencial mostre que

. . n T —p x
| 1 =0

31) Utilizando obrigatoriamente série de poténcias encontre os limites abaixo.
) sin? x
a) lim ———— =
z—m cosT + 1

b) lim sinvz + 1 —sinyz = 0.

32) Mostre que lim <lim (sim2 T4+ sin2(nx))
n—oo \z—0
a ordem dos limites o que acontece 7

3,.2
1/(n’z )> = ¢'/3 . Trocando-se

33) Usando obrigatoriamente série de poténcias calcule o limite de f(z) = (sinz)**"*,

quando z — 7/2,x < w/2, mostrando que este limite é 1. Mostre também o
mesmo resultado usando a regra de I’Hopital. Compare os dois métodos.

34) Mostre que lim < lim cos™(m p!x)> ¢ igual a 1, se x é racional e é igual a 0,
p—00 \n—00

se x é irracional. Mostre também que lim ( lim cos™(m p!x)) éigual a 1, se
n—oo \ p—oo

x é racional, mas nao existe quando x é irracional. Conclua que a ordem dos
limites interfere no resultado final !

35) Mostre que existe uma tnica fungao real definida em todo IR satisfazendo a
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relacdo funcional (1 —z)f(z—1)+ f(1 —z) = 1 —z. Calcule-a explicitamente.
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Desigualdades e convergéncia envolvendo funcgoes cldssicas

36) Considere a funcao exponencial €.
a) Mostre que

’ n

para n>=1 e 2| <1+

conclua que
[ -1 <2z, |zl <1

b) Levando em conta a estimativa acima, obtenha que
e=2,71828182845. ..

estimando o erro de sua estimativa.

c) Mostre, usando obrigatoriamente a estimativa logo acima, que a série
7’L

que determina a funcao exponencial Z — converge normalmente em
compactos. Mostre o mesmo resultando usando o seu conhecimento sobre
o dominio de convergéncia da série.

37) Considere a fungao logaritmo

a) Mostre a expansao em série

2 2,3

log(l+2) =2 — 242 4 ... )
og(l+z2)==z2 2—|—3+ ) |z| <

b) Mostre a estimativa

|2

|log(1+ z) — 2] < 2] <1

N —
p—

— 2|

Deduza que
[log(1+2) — 2| < [2*, || <1/2

38) (Lema da composicao ) Seja K um espago métrico compacto e seja f, uma
seqiiéncia de funcoes continuas reais em K, que converge para uma funcao
continua f em K na norma do sup. Ou seja || fr, — f||sup — 0, quando n — oo.

a) Mostre que ¢/" converge & ¢/, na norma do sup. Sugestdo: Use as esti-

mativas acima.
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b) Mostre o teorema de convergéncia de Euler: Ou seja, mostre que a série

z U
(1 n —) Conx>1
n
converge uniformemente em compactos de C a € . Sugestao: Use as estimati-
vas acima, combinado com o item b).

(A fungao zeta de Riemann) A funcao zeta de Riemann esté definida por

() =Y

T
Mostre que ¢ converge normalmente para z > 1.
Nota: O nimeros ((2k), k € IN* podem ser calculados conhecidos os niimeros
(racionais) de Bernoulli (veja exerc. 42), Lista3). O resultado é o seguinte

(formula de Euler):

oo

1 —1)F 1 (2m)2F
C(2h) = 21: n2k — ( )2(2k:()! —

Nota cultural: Embora a série acima define um a funcao analitica no semiplano
aberto i z > 1, a funcao zeta de Riemann, admite um prolongamento analitico
a C\ {1}, sendo o ponto 1 um pélo simples de residuo 1. Logo ¢ é uma funcao
meromorfa em C cujo tnico pélo z = 1 é um pdlo simples de residuo 1.
A famosa hipdtese de Riemann, tem sido considerado um dos problemas do
milénio, afirmando que os zeros de ¢ na faiza critica 0 < Rz < 1, se encontram
na reta i z = —. Hardy em 1914 mostrou que existem infinitos zeros de { na
reta R z = 1/2, Sabe-se que z = —2, —4, ... sdo zeros de ( e que ( ndo se anula
fora da faixa critica 0 < Rz < 1 (veja relacdo de Riemann abaixo). Sabe-se
também que ¢ nao se anula nas retas Rz =0e Rz = 1.

A fungao zeta de Riemann e a funcao Gamma estao relacionadas pela

relacao funcional de Riemann:
((z) =22m) T - 2)(1 = 2)sin (), ~1<R2<0

O leitor interessado neste assunto pode consultar refs. 9), 14), 18).
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40) Mostre que se p > 0 existe uma constante positiva C), tal que
logz < Cpa?, Vo >0

De modo andlogo, mostre que se 0 < x < 1, entao existe uma constante

1
1—w<0010g< )

positiva Cy tal que
T

41) (Produtos infinitos) Considere p, = H(l + by,), onde b, > 0.
k=0

n Zbk>
1+Zbk<pn<e< 0
k=0

a) Mostre que

o0
i) Conclua que o produto [[(1 + b,), onde b, > 0, converge se e
k=0

oo
somente se Z br < oco. Além disso, conclua que quando o produto
0

oo (e.)
converge, [[(1+b,) > 1, e quando o produto diverge, [[(1+b,) =
0. k=0 k=0
n
b) Agora considere ¢, = H(l —by,), onde b, > 0. Mostre que se
k=0

42) 0 < b, < 1, entdo tem-se que

n n <_Zbk>
1= b, < JJ(—bx) <o\ w=t
k=1 k=1

o0
i) Conclua que o produto [[(1 — b,), onde b, > 0, converge se
k=0

oo oo
Zbk < 00. Além disso, conclua que se 0 < b, < 1, Zbk = 00,
0 0

implica que [J(1 — b,), ” diverge” a zero.

k=0
o)

43) Dizemos que o produto [[(1 + by,), é absolutamente convergente, se
k=0



Professor Ricardo Sa Earp 11

o0

[1(1+ |b,]) converge. Mostre que
k=0

[T+ 51) - (L4 Bn) =< A+ [B])--- (T4 [Bn]) =1

o
a) Mostre que um produto [[(1 + b,) absolutamente convergente é con-

k=0
00

vergente. Mostre também que o produto [][(1 + b,,), é absolutamente

k=0
)

convergente se e somente se, g |bg| < 0.

0
44) (Produtos de Blaschke) Considere {a,} uma seqiiéncia de nimeros reais nao

nulos satisfazendo |a,| < 1. Suponha que a seqiiéncia satisfaga a condi¢do de
Blaschke

oo
(5) Z (1= lan]) <
a) Usando resultados obtidos nos itens anteriores, mostre que o produto de
Blaschke
oo
H Z—an —|an|
1—ay,z an

n=1

converge absolutamente para |z| < 1 e normalmente em compactos de
{|z| < 1}. Sugestdo: Estime

-

1—ay,z ap,

para |z| <r < 1.

Nota: Se f é uma fungao analitica limitada, nao identicamente nula (f # 0),
em {|z| < 1}, (na verdade basta f na classe N de fungoes de Nevanlinna) e se
ai,das,...sao os zeros de f, listados com multiplicidades, entao a condigao de
Blaschke dada na equagao (5) é satisfeita. A demonstragao disto estd baseada
na bem conhecida férmula de Jensen, veja refs. 9), 14), 15), 17) e 18). Como
conseqiiéncia disto, temos o seguinte resultado:

Se f(z) e g(z) s@ao duas fungoes analiticas limitadas em {|z| < 1}, ese ay, as, ...
sao os zeros de f(z) — g(z) satisfazendo Z(l — lan|) = oo; entao f(z) =
9(z), |zl <1
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45) (Fatores primdrios de Weierstrass).Para cada p € IN*, considere
2

E(z;0)=(1-2), E(z;p):(1—z)e<z+5+“.+;)7 p=1

As quantidade E(z;p) s@o chamadas de fatores primdrios de Weierstrass.

Mostre que para |z| < 2 tem-se que
B (25p) — 1] < 3[2/P*

Os fatores primarios de Weierstrass constituem a idéia fumdamental para
demonstrar o teorema fatoracao de Weierstrass que simplificadamente diz o
seguinte: Se a, é uma seqiiéncia de nimeros complexos , tal que |a,| — oo
(quando n — 00,) entdo existe uma fungao inteira cujos zeros sdo exatamente
0s ay. O leitor interessado neste assunto pode consultar refs. 9), 14), 15), 17)
e 18).
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