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Sequências e séries

(1) Seja {xn} uma sequência de números reais. Defimos:

lim sup
n→∞

xn = lim
n→∞

sup{xn, xn+1, . . .}
lim inf
n→∞

xn = lim
n→∞

inf{xn, xn+1, . . .}
SejaA = {valores aderentes ou pontos limites da sequência xn} ⊂
R ∪ {±∞}
(a) Deduza que lim sup

n→∞
xn = supA.

(b) Deduza que lim inf
n→∞

xn = infA.

(c) Sejam {xn} e {yn} duas sequências de números reais. Se-
jam a := lim inf xn, b := lim sup xn, c := lim inf yn, e d :=
lim sup yn. Deduza que

(d)

b + c 6 lim sup(xn + yn) 6 b + d

a + c 6 lim inf(xn + yn) 6 a + d

sempre que a+c, a+d, b+c, b+d não são da forma +∞−∞
ou −∞+∞.
Além disso deduza que

(e)

bc 6 lim sup xnyn 6 bd

ac 6 lim inf xnyn 6 ad

sempre que ac, ad, bc, bd não são da forma 0 · ∞ ou ∞ · 0.
(2) Deduza de duas maneiras distintas que se

∑
n

|an| < ∞ as seguintes

séries são convergentes

∑
n

|anan+1|1/2,
∑
n≥1

|an|1/2

n
,

∑
n≥1

|an|1/2

n1/2+p
, p > 0.
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(3) Deduza que se
∑

an := A,
∑

bn := B são duas séries que

convergem absolutamente então o produto das séries converge
absolutamente e temos que(∑

n

an

)(∑
n

bn

)
=

∑
n

cn

onde cn = a0bn + a1bn−1 + · · ·+ anb0.

Sugestão: Defina An :=
n∑

k=0

ak, Bn :=
n∑

k=0

bk, Cn :=
n∑

k=0

ck e

βn := Bn −B. Escreva:
Cn = AnB +a0βn +a1βn−1 + · · ·+anβ0. Estime a quantidade

γn := a0βn + a1βn−1 + · · · + anβ0, deduzindo que lim sup |γn|
é igual a zero, levando em conta que βn → 0 (n → ∞) e que∑

an é absolutamente convergente.

(4) Seja {xn} uma sequência e seja {αn} uma sequência de números
reais positivos. Suponha que o limite

lim
n→∞

|xn|
αn

exista e seja igual a 0 6 L 6 ∞. Deduza que

(a) Se L < ∞ e
∞∑

n=1

αn < ∞ então a série
∑

xn converge

absolutamente.

(b) Se
∞∑

n=1

αn = ∞ e L > 0 então
∑ |xn| = ∞.

(c) Discuta a convergência absoluta das séries cujo termo geral
é dado por xn = nx/(1+n3) e xn = (x+nx2)/(1+ n + n2), n ∈ N,
respectivamente.

(5) Neste exerćıcio, vamos deduzir que `p, p > 1 é um espaço de
Banach.

Sugestão: Considere xn = (c
(n)
1 , c

(n)
2 , . . . , c

(n)
k , . . .) uma sequência

de Cauchy em `p.

(a) Deduza que para k fixado, existe lim
n→∞

c
(n)
k := ck.

(b) Deduza que a sequência {ck} está em `p, usando um argu-
mento parecido com o que foi feito para mostrar que `p é
um espaço vetorial normado.

(c) Fazendo x = {ck}, deduza que lim
n→∞

‖xn − x‖ = 0, con-

cluindo que `p é completo.


