LISTA 4 DE ANALISE REAL 2011

RICARDO SA EARP

Limites e continuidade de funcoes reais

(1) Dado um ntimero real r, considere a fungao real f(z) definida

por
11”
flz)=ax|14+ - sex #0,—1
T
0 sex =20
0 sex =—1

(a) Mostre que f(x) é continua no conjunto R\ {0, —1}.
(b) Mostre que f(x) é diferencidvel neste conjunto e que sua
derivada verifica

r+1—r

(1) f(x) = f(z) 2@t1)

para z € R\ {0, —1}.
(c) Mostre que para r < 1, f(x) é continua em = = 0 e que
para r > 1, f(z) é descontinua em x = 0.
(d) Mostre que se r < 0 entdo f'(0) = 0, se r = 0 entdo
f'(0) = 1. O que acontece para 0 <7 <17
(e) Usando a fémula (1) acima, mostre que f’(x) é continua
em x = 0, para r < 0.
(f) Mostre que para r > 0, f(z) é continua em = = —1.
(i) Mostre que se r > 1, entao f'(—=1) = 0 e f'(z) é
continua em r = —1.
(ii) Mostre que se r = 1, entao f(x) possui uma derivada
lateral a direita e uma derivada lateral a esquerda em
x = —1. Calcule-as.

(2) Seja

rcotx sel<|zl<m
f@) = se 0 <lal
1 sexz=0

Deduza que
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(a) f é limitada.

(b) f é de classe C° (ou f € C°(R)).

(c) O grafico de f é completo.

(d) f é prépria.

(e) Usando o MAPLE, esboce o gréfico de f.

et—et

(3) Lembre-se que cosht = % e sinht = . Lembre-se
também que cosh? t—sinh®¢ = 1 e que (cosht)’ = sinht, (sinht)’ =
cosht. Define-se cotht = <L ¢ £ (.

(a) Deduza que

1, z=0

¢ de classe C° .

(c) Deduza que a aplicagio X : R — R? X (t) = (¢, f(t)) ¢
propria.

(d) Usando o MAPLE, esboce o grafico de f.

(4) RESPONDA VERDADEIRO OU FALSO EM CADA ITEM. CASO
VERDADEIRO ESBOCE UMA DEDUCAO SUCINTA CORRETA E
EXIBA UM EXEMPLO QUE ILUSTRE A AFIRMACAO, SE FOR O
cASO. CASO FALSO, EXPLICA A FALSIDADE OU EXIBA UM
CONTRAEXEMPLO, CONFORME A SITUACAO. JUSTIFIQUE A
SUA RESPOSTA. NAO SERAO ACEITAS RESPOSTAS SEM JUSTI-
FICATIVAS CORRETAS.

(a) A funcdo f(z) = z'/3 é a-Holder continua, a = 1/3, na
semireta [0, 00).

(b) A funcdo f(x) = %3 é a-Holder continua, a = 1/3, num
conjunto limitado X C R.

(c) A funcdo f(x) = 2?/3, é 1/3-Hélder continua em toda reta
R.

(d) Sejam f: U C R?* — R uma funcio continua definida num
aberto de R? que contém a origem, satisfazendo f(0,0) = 0.
Seja F(x,y) = /@Y, (x,y) € U. Segue que existe € > 0,
tal que F'(z,y) > 1/2, para todo (z,y) € (—¢,¢) X (—¢,¢).
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(e) Existe uma fungao continua f : [1,2] — [1,2] tal que f(t) #
t,Vt € [1,2].
(f) Seja f: R* — (—o00,0) uma funcao continua.
Assuma que f(0,0) = —2 e que
lim f(p) =0

l[pll—oc
(i) Segue que m :=min{f(z,y)} existe e m < —2.
R

(ii) Existe uma tal f da forma f(z,y) = Ae/®¥) onde
g : R? = R é uma funcao continua e A é uma cons-
tante.

(g) Seja f: R — (0,400) uma fungao continua, tal que f(0) =
1/2. Assuma que f satisfaz:
Se {x,} é uma sequéncia satisfazendo |z,| — oo entao
(i) Existe uma tal f da forma de um polinémio de grau
2n, para qualquer n € Z*.
(ii)) Nem sempre para uma tal f temos que o conjunto
f7Y[=1,1]) é um compacto.

(5) Seja X um conjunto e f, : X — R uma fungao real, n € N.
Considere a série de fungdes Y f,(z), z € X. Dizemos que esta
série ¢ normalmente convergente, se existe uma sequéncia de
nimeros reais positivos {a,}, com |f,(z)| < a, e Y a, < oo.

(a) Deduza que uma série de fungoes ) f,.(z), € X, normal-
mente convergente é absolutamente convergente, i.e
> |fn(@)] < o0, Vz € X.

(b) Seja « : [0,1] — (—1,1), uma fungao continua.
Seja

f(z) =) a"(x), x€(0,1] (1)

(i) Deduza que a série (1) é absolutamente convergente,
Vz € [0,1].
(ii) Deduza que a série (1) é normalmente convergente.
(c) Seja f: R — R uma fungao real limitada, i.e
aM > 0; |B(x)| < M, Vo € R. Seja b € (1,00). Defina:

foy =320 e @)

(i) Deduza que a série (2) é absolutamente convergente,
Vx € R.
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(ii) Deduza que a série (2) é normalmente convergente.
(6) Considere o teorema do valor intermedidrio: Seja f : [a,b] — R
uma fungao continua. Seja d tal que f(a) < d < f(b). Segue
que existe ¢ € (a,b), tal que f(c) = d.
(a) Considere a fungao polinomial

fol@)=a"+a" -1, n>0

(i) Mostre que f,(z) possui um unico zero positivo a,.
Estime as.
(ii) Mostre que a seqiiéncia {a, } ¢ monétona decrescente
e deduza que a, | % (quando n — 00)
(b) Sejam f,g :[0,00) — [0,00) duas fungoes continuas, satis-
fazendo f(0) =1 e g(0) = 2. Assuma que lim f(z) = o
e que lim g(z) = 0. Deduza que que existe y > 0 tal que

T—00

fy) = g(y).

(7) Considere o conjunto X das fungoes definidas em toda reta real
R que verificam a condicao funcional

(2) flx+y)+ flx—y)=2f(z), Vr,yeR

(a) Mostre que X é um espago vetorial.
(b) Mostre que X contém um subespaco vetorial X; de di-
mensao 2, interpretando a condigao (2) geometricamente.
(8) Considere f uma funcao real definida no intervalo fechado [0, 1]
satisfazendo a condicao

(4) [f(@) = f(y)l S K]z —yl,  Vo,yel0,1]

onde K é uma constante positiva qualquer.

(a) Mostre que f é uniformemente continua em [0, 1].

(b) Mostre que o conjunto X das fungoes que satisfazem (4)
forma um espacgo vetorial.

(c¢) Exiba uma familia de fun¢oes continuas em [0, 1] que nao
verifique a condigao (4). Estude a diferenciabilidade desta
familia em [0, 1].

(d) Serd que uma fungao continua em [0, 1], diferencidvel em
(0,1) com derivada limitada verifica a condicao (4) ?

(e) Dé um exemplo de uma fungao satisfazendo (4) que seja
diferenciavel em (0, 1), mas cuja derivada nao seja limitada.

(9) Considere a fungao f(r) = Vo + 1 — /z para x € [0,1]. Sem
usar o calculo diferencial mostre que f é decrescente. Determine
o maximo global e o minimo global de f.
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2 —=1—r(-1)

(10) Considere a funcao f(z) = -1 , onde r € Z*.
m —
Usando obrigatorialmente o conhecimento da série binomial,
mostre que
-1
(a) f(z) — %7 quando x — 1.

(11) Seja X um subconjunto da reta real R. Seja f : X — R, uma
aplicacao uniformemente continua. Deduza que se a é um valor
aderente a X, entao limite lim,,, f(z), existe. Conclua que
toda aplicacao uniformente continua f : X — R, admite uma
tinica extensdo continua F : X — R, (i. e, F|x = f, F restrita
a X éigual a f) que é uniformemente continua. Além disso,
conclua que se X ¢ limitado, entdo f(X) ¢é limitado.

(12) Seja C > 0 e a € (0,1). Seja f: (a,b) — R, uma funcao
a-Holder continua, i.e f(x) satisfaz:

‘f(.]?) - f(y)| < C’Q? - y’aa vx??/ € (Cl,b).

(a) Deduza, com rigor, que os limites lim, .+ f(x) e lim,_,- f(x),
existem.

(b) Deduza que existe uma funcao continua F': [a,b] — R, tal
que F(z) = f(z),Vz € (a,b) (F(z) é chamada de extensao
continua de f(x)). Além disso deduza que F(x) é a-Holder
continua (em [a, b]). Escreva com rigor.

(¢) Deduza que f(x) = |z|*/", € R, é a-Hélder continua com
expoente de Holder av = 1/n.

(13) (a) Sejam a, 3 € (0,1). Deduza que se f : [0,1] - Re g:
[0,1] — R sao duas fungoes a-Holder continua e S-Holder
continua, respectivamente, entao o produto fg também é
Holder continua, explicitando o expoente de Holder do pro-
duto.

(b) Deduza que se f: R — R e g:[0,1] — R sao duas fungoes
a-Holder continua e (B-Holder continua, respectivamente,
entao a composta f o g é af-Holder continua.

(14) Seja C > 0 e a € (0,1). Seja F = {f : [a,b] — R, } uma

familia de fungoes a-Holder continua com a mesma constante
C. Deduza que F é equicontinua.

(15) Seja f : [a,b] x I — R uma fungao de classe C°, onde I é um
intervalo aberto da reta. Seja ¢ > 0. Seja o um ponto de I.
Deduza que existe uma vizinhanca V' de xg, tal que

Ve e V.Vt € [a,b], |f(t,z) — f(t,x0)| <€
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(16) Seja f(z,y) = "l 2 +y* # 0. Estude o comportamento
TmTy

de f(z,y) na origem, estudando lim f(z,y).
0

x2 +y2*>



