
LISTA 6 DE ANÁLISE REAL 2009

RICARDO SA EARP

Diferenciabilidade de funções reais de uma variável real

(1) Usando o cálculo diferencial, comportamento da primeira, se-
gunda derivadas, convexidade,etc..., reveja e refaça os seguintes
exerćıcios das Listas 1 e 2:
(a) As duas primeiras desigualdades do exerćıcio (6) da Lista

1.
(b) A desigualdade do exerćıcio (16) da Lista 1.
(c) As desigualdades do exerćıcio (4) da Lista 2.
(d) Refaça o exerćıcio (1) da Lista 3.

(2) Considere a função f(x) =
log x√

x
, x > 0. Estude monotonici-

dade de f ( crescimento e decrescimento), e deduza que 5
√

6 <

6
√

5. Você saberia demonstrar isto por outro método ?
(3) Responda verdadeiro ou falso. Caso verdadeiro, deduza, caso

falso dê um contraexemplo.
(a) Seja f(x) > 0 uma função suave definida em [0,∞), As-

suma que f(x) > 0, para x > 0. Assuma que lim x2 log f(x) →
−1, quando x → 0+. Segue que f(x), assim como todas as
suas derivadas são nulas na origem.

(b) Existe um valor k, para o qual a equação

x3 + x2 − 5x + k = 0

tem dois zeros no intervalo (0, 1).
(c) A função fn(x) = xn−xn+1 restrita ao intervalo [0, 1] possui

um máximo Mn satisfazendo 0 < Mn 6 1

2(n + 1)
.

(d) Uma função f : R→ R limitada de classe C2 é necessaria-
mente de classe C3.

(e) Seja f uma função real cont́ınua definida num intervalo
fechado [a, b] e duas vezes diferenciável no aberto (a, b).
Assuma que f(a) = f(b) = 0 e que f ′′(x) 6 0 em (a, b).
Segue então que g(x) > 0 em [a, b].
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(f) Se f uma função real cont́ınua num intervalo fechado [a, b]
e duas vezes diferenciável no aberto (a, b), satisfazendo

f ′′(x) 6 0 em (a, b), então f(x) > f(a)+(x−a)
f(b)− f(a)

b− a
,

em (a, b). (Aqui uma dedução anaĺıtica é exigida).
(g) Seja f : R→ R uma função diferenciável tal que lim

x→±∞
f(x) =

1. Segue então que existe c, tal que f ′(c) = 0.

(h) Para cada real t, a equação x = −t+
√

2 sin

(
t− x√

2

)
possui

pelo menos 1 solução.
(4) Considere a função f(x) = ex− x2− x. Com a ajuda moderada

do MAPLE, estude o comportamento da função (análise da
primeira e segunda derivadas, etc...), esboçando o seu gráfico.

(5) Seja a e b dois números reais não nulos distintos. Estude a

monotonicidade da função f(x) =

(
ax + bx

2

)1/x

, x > 0.

(6) Seja f uma função real duas vezes diferenciável definida num
intervalo aberto I. Seja a ∈ I. Deduza que

f ′′(a) = lim
h→0

f(a + h) + f(a− h)− 2f(a)

h2

(7) Estude a classe de diferenciabilidade da função fα(x) = |x|α,
separando os casos de α ∈ N e α ∈ R \ N.

(8) Considere a função f(x) = (a2 + x)1/2. Seja b > 0. Utilizando o
teorema do valor médio, mostre que

(a2 + x)1/2 < |a|+ b

2|a| , ∀x ∈ (0, b)

Deduza que

f(b) > |a|+ b

2

(
|a|+ b

2|a|
)

Conclua que se a > 0 e b > 0, então

a +
ab

2a2 + b
< (a2 + b)1/2 < a +

b

2a

Obtenha que

3
3

10
<
√

11 < 3
1
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(9) Aplique obrigatoriamente a fórmula de Taylor de ordem 4 para
sin x em a = 0, para mostrar que

x− x3

3!
< sin x 6 x− x3

3!
+

x4

4!
, ∀x ∈ [1, 2]

(10) Seja f uma função real definida num intervalo I de comprimento
2l. Assuma que f é duas vezes diferenciável em I. Além disso,
suponha que f e f ′′ sejam limitadas. Seja M0 = sup

x∈I
|f(x)| e

M2 = sup
x∈I

|f ′′(x)|.
(a) Seja x0 um ponto interior de I e seja λ um número real

positivo tal que o intervalo J = J(x0, λ) = [x0 − λ, x0 + λ]
seja contido no interior de I. Mostre que

|f ′(x)| 6 M0

λ
+ λM2, ∀x ∈ J

(b) Mostre que se 0 < λ < l, pode-se encontrar x0 no interior
de I tal que a desigualdade acima seja válida para todo
x ∈ I. Além disso, mostre que se f ′ é limitada em I, tem-
se que

sup
x∈I

|f ′(x)| 6 M0

λ
+ λM2, ∀λ ∈ (0, l)

(c) Conclua que se l >

√
M0

M1

, tem-se que M1 6 2
√

M0M1.

(d) Estude o caso f(x) = x2 − 1

2
no intervalo [−1, 1].

(11) Seja y = f(x) uma função positiva, crescente, duas vezes difer-
enciável no intervalo (x0, x1). Suponha que para certo A > 0, y
satisfaça a desigualdade diferencial

y′′

(1 + y′2)3/2
6 1

y(1 + y′2)1/2
+

A

y2(1 + y′2)

(a) Mostre que a função

1

2
log(1 + y′2)− log y +

A

y

é decrescente em (x0, x1). Deduza que existem constantes
b > 0 e c tal que

y(x) < c ebx
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(12) Seja y = f(x) uma função positiva, crescente, estritamente con-
vexa, duas vezes diferenciável num intervalo (0, x1). Suponha
que para certo 0 < a < 1, y satisfaça a desigualdade diferencial

y′′

2(1 + y′2)3/2
− 1

2y(1 + y′2)1/2
= a

(
y′′

2(1 + y′2)3/2
+

1

2y(1 + y′2)1/2

)

(a) Mostre que a equação acima é equivalente a

y′′y′

1 + y′2
= α

y′

y
, α =

1 + a

1− a

(b) Fazendo uma integração mostre que

log

(√
1 + y′2

yα

)
= const = c

Deduza que
∫

dy√
e2c y2α − 1

= x + d, d ∈ R

Considerando uma primitiva qualquer I(y) de
1√

e2c y2α − 1
,

mostre que tal é limitada quando y →∞; inferindo que x
é limitado e assim que o gráfico de y está à esquerda de
uma reta asśımptota vertical.

(13) Calcule os limites abaixo.

(a) lim
x→0

log(cos ax)

log(cos bx)
= (a/b)2.

(b) lim
x→0+

x− sin x

(x sin x)3/2
=

1

6
.

(c) lim
x→1+

xx − x

1− x + log x
= −2.

(d) lim
x→0

x cot x− 1

x2
=
−1

3
.

(e) lim
x→∞

log(a + b ex)√
a + bx2

=
1√
b

(f) lim
x→0+

(
log x

(1 + x)2
− log

(
x

(1 + x)

))
= 0.

(g) lim
x→0+

(cot x)sin x = 1.

(14) Vamos trabalhar com funções suaves cujos gráficos concordam
suavemente com semi-retas ou segmentos de reta.
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(a) Construa uma função f ∈ C∞ bijetiva, estritamente de-
crescente, satisfazendo

(i) f(0) = 1 e f(1) = 0.
(ii) f (k)(0) = f (k)(1) = 0, n = 1, 2 . . .

(b) A idéia é construir uma função F : [0, 1]
C∞
−→[0, 1], satis-

fazendo
(i) F (0) = 1, F (1) = 0.

(ii) ∀k ∈ N∗,∀n ∈ N∗, F (k)(
1

n
) = 0.

(iii) ∀k ∈ N∗, F (k)(0) = F (k)(1) = 0. Sugestão: Con-
sidere a seqüência {bn, n > 0} definida por: b1 =

0, bn = 1− e−n, n > 1. Tome gn :

[
1

n + 1
,
1

n

]
→

[bn, bn+1] , definida por

gn(x) = bn +(bn+1−bn)f

(
x− 1/(n + 1)

1/n− 1/(n + 1)

)
. Final-

mente, verifique que F pode ser definida por F (0) =

1, F (x) = gn(x), ∀ x ∈
[

1

n + 1
,
1

n

]
.

(c) A idéia é construir uma função real suave F definida em
R2, que toma o valor 1 num disco aberto de raio 1 centrado
na origem e vale 0 para todo ponto fora do disco de raio 2
centrado na origem. Sugestão: Considere a função
α(x) = e−1/x, x > 0, α(x) = 0, x 6 0. Considere

h(x) = α(1−x)α(x). Considere f(x)=
1∫ 1

−∞ h(x) dx

∫ x

−∞
h(t) dt.

Verifique que F (x, y) = f

(
4− x2 − y2

3

)
, satisfaz a pro-

priedade requerida.
(d) Para cada par de números reais a < b considere a função

ha,b : [a, b] → R+, dada por

ha,b = e

−1

(x− a)2 · e
−1

(x− b)2

(i) Mostre que ha,b é uma função de classe C∞ satis-

fazendo h
(k)
a,b(a) = h

(k)
a,b(b) = 0, ∀k ∈ N. Além disso,

usando indução, mostre que

h
(k)
a,b(x) = Pk

(
1

(x− a)
,

1

(x− b)

)
· e

−1

(x− a)2
e

−1

(x− b)2 ∀x ∈ [a, b]
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onde Pk ∈ R[X,Y ] é um polinômio real com coefi-
cientes inteiros que não dependem nem de a nem de
b. Mostre também que

lim
|a− b| → 0

sup{|h(k)
a,b(x)|; x ∈ [a, b]} = 0

∀k ∈ N.


