LISTA 6 DE ANALISE REAL 2009

RICARDO SA EARP

Diferenciabilidade de funcgoes reais de uma varidvel real

(1) Usando o calculo diferencial, comportamento da primeira, se-
gunda derivadas, convexidade,etc..., reveja e refaga os seguintes
exercicios das Listas 1 e 2:

(a) As duas primeiras desigualdades do exercicio (6) da Lista
1.
(b) A desigualdade do exercicio (16) da Lista 1.
(c) As desigualdades do exercicio (4) da Lista 2.
(d) Refaga o exercicio (1) da Lista 3.
1
(2) Considere a fungao f(z) = %,

dade de f ( crescimento e decrescimento), e deduza que 56 <

z > 0. Estude monotonici-

6Y5. Vocé saberia demonstrar isto por outro método ?
(3) Responda verdadeiro ou falso. Caso verdadeiro, deduza, caso

falso dé um contraexemplo.

(a) Seja f(x) > 0 uma fungao suave definida em [0,00), As-
suma que f(x) > 0, paraz > 0. Assuma que lim 22 log f(z) —
—1, quando = — 0. Segue que f(x), assim como todas as
suas derivadas sao nulas na origem.

(b) Existe um valor k, para o qual a equagao

242 —br+k=0

tem dois zeros no intervalo (0, 1).

(c) A fungao f,(x) = 2" —z"*! restrita ao intervalo [0, 1] possui
1

2(n+1)

(d) Uma fungio f: R — R limitada de classe C? é necessaria-
mente de classe C°.

(e) Seja f uma funcdo real continua definida num intervalo
fechado [a,b] e duas vezes diferencidvel no aberto (a,b).
Assuma que f(a) = f(b) = 0 e que f’(z) < 0 em (a,b).
Segue entao que g(x) > 0 em [a, b].

1

um maximo M, satisfazendo 0 < M,, <
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(f) Se f uma fungao real continua num intervalo fechado [a, b]
e duas vezes diferencidvel no aberto (a,b), satisfazendo
b) —
f"(z) < 0em (a,b), entao f(x) > f(a)+(x—a)w,
—a
em (a,b). (Aqui uma deducao analitica é exigida).
(g) Seja f : R — R uma funcao diferencidvel tal que lim f(z) =

T— 300
1. Segue entao que existe ¢, tal que f'(c) = 0.

t _
h) Para cada real ¢, a equacao z = —t+\/§ sin * ossul
(h) , & equag D

V2
pelo menos 1 solugao.

(4) Considere a funcao f(z) = e” — z* — z. Com a ajuda moderada
do MAPLE, estude o comportamento da fungao (andlise da
primeira e segunda derivadas, etc...), esbogando o seu gréfico.

(5) Seja a e b dois numeros reais nao nulos distintos. Estude a

a® + b 1/

2 )

(6) Seja f uma fungao real duas vezes diferencidvel definida num

intervalo aberto I. Seja a € I. Deduza que

2

monotonicidade da fungao f(z) = x> 0.

. flat+h)+ fla—h)—2f(a)
f//(a) = }ILIE)[(]) h2
(7) Estude a classe de diferenciabilidade da fungao f,(z) = |z|%,
separando os casos de « € Ne a € R\ N.
(8) Considere a funcdo f(z) = (a®+ x)/2. Seja b > 0. Utilizando o
teorema do valor médio, mostre que

b
(a® + )2 < |a| + Sal’ Vz € (0,0)

Deduza que

Conclua que se a > 0 e b > 0, entao

ab 2 1/2 b
2a2+b<(a +b) <a—|—2a

Obtenha que

a—+

3 1
2 V11 -
310< <33
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(9) Aplique obrigatoriamente a férmula de Taylor de ordem 4 para
sinxz em a = 0, para mostrar que

x3 ot

$—§<smx<x—§+z, Vo e [1,2]

(10) Seja f uma fungao real definida num intervalo I de comprimento
2[. Assuma que f é duas vezes diferenciavel em I. Além disso,
suponha que f e f” sejam limitadas. Seja My = sup|f(z)| e

xzel
My = sup | (z)].
fAS
(a) Seja xy um ponto interior de I e seja A um ntmero real

positivo tal que o intervalo J = J(xg, \) = [0 — A, 2o + ]
seja contido no interior de I. Mostre que

M,
()] < 70 +AMy,  VzeJ
(b) Mostre que se 0 < A < [, pode-se encontrar xy no interior
de I tal que a desigualdade acima seja valida para todo
x € I. Além disso, mostre que se f’ é limitada em I, tem-

se que
M,
sup |F/(z)] < TO + AMy, VA e (0,1)
TE

M,
(c) Conclua que se [ > @/ﬁo, tem-se que M; < 2v/MyM,.
1

1
(d) Estude o caso f(z) = z* — 5 1o intervalo [—1, 1].

(11) Seja y = f(x) uma funcdo positiva, crescente, duas vezes difer-
enciavel no intervalo (o, x1). Suponha que para certo A > 0, y
satisfaca a desigualdade diferencial

Y 1 A
< +
(L4922 "y +y?)2 0 (1 +y7)

(a) Mostre que a funcao
1 A
5 log(1 + y?) — logy + y

é decrescente em (zg, 7). Deduza que existem constantes
b> 0 e ctal que

y(r) < ce™
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(12) Seja y = f(x) uma funcdo positiva, crescente, estritamente con-
vexa, duas vezes diferencidvel num intervalo (0,z1). Suponha
que para certo 0 < a < 1, y satisfaca a desigualdade diferencial

Y’ 1 y” 1
2L+ 2yl ¢ <2(1 TRyl y’z)l/z)
(a) Mostre que a equagao acima é equivalente a
vy y 1+a
1+y2 Yy YT 1 4

(b) Fazendo uma integragdo mostre que

/1 12
log <i> = const = ¢

yO{
Deduza que

=xz+d, deR

dy
(/v@@%TT

1
Considerando uma primitiva qualquer I(y) de

mostre que tal é limitada quando y — oo; inferindo que x
é limitado e assim que o grafico de y esta a esquerda de
uma reta assimptota vertical.

(13) Calcule os limites abaixo.
log(cos azx)

1 = (a/b)>.
(a) ) log(cos bx) (a/)
r —sinx 1
b) lm ———— = —=.
(b) o0t (rsinz)3/? 6
(¢) lim —— % — 9
a—1+ 1 —x +logx
. xcotz—1 —1
(@) g —— =5~

(&) Tim log(a+be*) 1

e i

(g) xlféi(wt x)T = 1.

(14) Vamos trabalhar com fungoes suaves cujos graficos concordam
suavemente com semi-retas ou segmentos de reta.
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(a) Construa uma funcao f € C* bijetiva, estritamente de-
crescente, satisfazendo

(i) f(O)=Te f(1)=0.
(ii) f®0)=f®1)=0, n=1,2...
(b) A idéia é construir uma fungao F' : [0,1] —
fazendo
(i) F(0)=1,F(1) =0.
1
(ii) Yk € N*,Vn € N*, F <ﬁ)
(iii) Yk € N*, F0(0) = (k)(l) 0. Sugestao: Con-
sidere a seqiiéncia {b,, n > 0} definida por: b; =

1 1
0, bp,=1—e™™ n>1. Tome g,: [—,—} -
n+1n

it 0,1], satis-

[br, bry1] , definida por
x—1/(n+1) ,
mente, verifique que F' pode ser definida por F(0) =
1 1
1, Flr)=gp(x), Vo e |——, —
@) =alo) Vo |
(c) A idéia é construir uma fungao real suave F' definida em
R?, que toma o valor 1 num disco aberto de raio 1 centrado
na origem e vale 0 para todo ponto fora do disco de raio 2
centrado na origem. Sugestao: Considere a funcao

alr) = e¥* 1 > 0,a(r) = 0, z < 0. Considere
1 X
h(z) =« 1—xozx.ConsiderefX:—/ h(t)dt.
() = a(l-z)a(z) (x) I o) ds 700()
4 — 2 .2
Verifique que F(z,y) = f (%) , satisfaz a pro-

priedade requerida.

(d) Para cada par de nimeros reais a < b considere a funcao
hap : [a,b] — R*, dada por

—1 —1
hmb:e(x_a)Q ~e(x_b)2

(i) Mostre que h,yp ¢ uma funcao de classe C™ satis-
fazendo h")(a) = h)(b) = 0, Vk € N. Além disso,
usando inducao, mostre que

—1 —1

hisle) = Py ((xia)’ (ib)) el =@l =bF v e fa,)
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onde P, € R[X,Y] é um polinomio real com coefi-
cientes inteiros que nao dependem nem de a nem de
b. Mostre também que
lim sup{|h((lkg (z)]; x€la,bl} =0

0 b

ja — b —

Vk € N.



