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ANALISE REAL-2002.2 Lista 7

Professor: Ricardo Sa Earp

Diferenciabilidade e Integracao, II

Mostre com todos os detalhes que se f é mondtona em [a,b] e se a é continua
em [a, b], entdo f é Riemann -Stieltjes integravel em |[a, b].

Mostre com todos os detalhes que se f e g sao Riemann-Stieltjes integraveis
em [a, b] entao

i) fg é Riemann -Stieltjes integrével em [a, b].
ii) |f| é Riemann -Stieltjes integravel em [a, b] e

/abfda </ab|f|da.

Discuta amplamente fungées de variagao limitada (veja ref. 10)).

Defina curvas retificaveis e comprimento. Mostre que uma curva parametrizavel

7 : [a,b] — R? de classe C', i.e com 7/(t) continua, é retificivel e tem com-

b
- / /(1)) dt

Enuncie rigorosamente e mostre o teorema “teste da integral”’do Céalculo. Dé

primento [ dado por

exemplos e aplicagoes as séries. Esboce figuras elucidativas, explicando a
geometria envolvida.

Mostre que a fungao f(x) definida por f(z) = 0, se x é irracional e f(z) =1,
se x é racional nao é integravel em [a, b] para qualquer a < b.

Dé um exemplo nao trivial de uma fungao limitada em [0, 1] cujos pontos de
descontinuidades (p. ex. Q) seja de medida nula e mostre que tal é Riemann
integravel, calculando a integral.

Enuncie rigorosamente e demonstre a formula de Taylor com resto integral,

fazendo alguma aplicacao desta.
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9) Mostre que

b
/ U B b+2n—1/ L
2+t 2n (24 1), 2n (t2 + 1)»

a

10) Calcule
a)

—

1 1 V27
/t4+1dt:2\/§ n(1+v2)+ Y27

o

/2
3
. 4
tdt = —
/Sln 16
0

j Lo, (] Loy, (2 1
sint ¢ ~ \3tan®a 3tan’®z tana tancx

a

11) Estude a convergéncia das integrais impréprias

a)
:/e_‘ry dy
0

i) Sera a integral convergente para z > 0 7
ii) Sera a integral (ou seja ¢(x)) uniformemente convergente para
x>0 7
iii) Sera a integral (ou seja ¢(z)) uniformemente convergente para

r>x9 comxog>0 7

0o
/ 1+LL‘
1

i) Sera a integral ( ou seja @(z)) uniformemente convergente para

>0 7



Professor Ricardo Sa Earp 3

c) (Integrais de Bertrand)

oo

1
———dt
/ te(Int)s

2

onde a > 1; ou a = 1, # > 1. Resposta: Convergente.
i) O que vocé pode dizer da série

>
=~ n*(Inn)?

quando o > 1l,oua=1,3>1 7

o0
sint
/m dt,
tOz
1

Resposta: « > 1 (absolutamente convergente), o = 1 (convergente),

a > 0 (convergente).
e) (Integrais de Fresnel)

oo o

/sint2 dt = ﬁ, /cost2 dt
2v/2

0 0

Resposta: Convergente.

oo

cos aux
/ de =me a>0

1422
— 0
i) E permissivel a derivacao sob o simbolo da integragdo com respeito
a o 7 Vocé precisa justificar a convergéncia uniforme (mas, nao

convergéncia absoluta) da integral

Ooxa—l
/ dor = ,7T , O0<a<xl
o 1+ sin am
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12) Mostre que

sy

lim g ftsint 4g =0
R—oo 0

Nota: Na verdade, Rlim R/ e B0 49 — 2 (veja ref. 11)).
— 00 O

13) Mostre que
[oetetan= (D) Tt s

Q
— 0o
Nota: Na verdade, pode ser mostrado que a igualdade acima é valida Vz € C.
Fazendo z = —i, tem-se
oo , 1/2
F(f) = / et okt qp — (f) e*p2/40‘, peER,a>0
oo Q@
que é a chamada Transformada de Fourier de t — f(t) = e_o‘tz, definida em

sala de aula.

14) Calcule as transformadas de Fourier das fungoes indicadas abaixo.

2) ua(z) = 1 selz|<a, a>0
10 se x| >a '
2sin a&

&2

b) f(x) = e ®l 4 > 0. Resposta:

&) flx) = {e_“m se > 0

Resposta:
2a
(a2 + €2)V21

0 sex <0’

Resposta:

(a +i&)V2r

15) (Fung¢ao Gamma) Considere as fungoes

1 00
I(x) = / et ldt, To(z) = / et hdt
0 1

a) Serdo as integrais acima uniformemente convergentes Vo € IR™ ?

b) Serdo as integrais acima uniformemente convergentes em qualquer inter-
valo [a,b],a >0 7

c) Mostre, exibindo rigorosamente os detalhes, que a fungdoGamma dada

por

I‘(z):/ e trmhdt
0
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é infinitamente diferencidvel em (0, 00) e que
T®)(2) :/ et (Int)*¢*1dt
0

d) Mostre a relacao funcional
I(z+1)=z2I'(2)

deduzindo que I'(n 4+ 1) = nl.
16) Estude a fungao Beta dada por

1
Blpa) = [ #71- 07 e
0
mostrando que

L'(p)T'(q)

- ———~, B(p,q)=DB(qg,p) p>0,¢g>0
I'(p+q) #,q) (@)

B(p,q) =

Nota: Sucede do que foi feito que

/2

cosz)* (sinz)? ldz = I'(a/2)I'(5/2)
0/( R (CRTE)
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