LISTA 7 DE ANALISE REAL 2009

RICARDO SA EARP

Diferenciabilidade de funcoes reaisde vdrias varidveis reats

(1) Considere

2

LY
fry) =4 2t c (z,y) # (0,0)
Osex=0,y=0

(a) Determine se f ¢ limitada ou nao no plano R2.

(b) Determine se f possui um minimo global. Determine se
f possui um maximo global. Calcule as derivadas parciais
nestes pontos, caso tais pontos existam.

(c) Escreva a equagao do plano tangente relativa a um ponto
de maximo global correspondente a um ponto (x, y) contido
no primeiro quadrante aberto x > 0,y > 0, caso tal ponto
exista.

(d) Discuta a continuidade de f na origem e em seguida a con-
tinuidade de f em discuta a continuidade em R?\ {(0,0)}.

(e) Discuta a diferenciabilidade de f.

(f) Discuta a existéncia e continuidade das derivadas parciais
de f, primeiramente na origem e em seguida nos outros
pontos do plano.

(g) Discuta a classe de diferenciabilidade de f em R?\ {(0,0)}.

(h) Encontre a equacao da reta tangente ao grafico de f rela-
tiva ao ponto (2, 3).

(i) Usando o MAPLE, esboce um desenho do gréfico de f.

(2) Considere

3y

flzy) =9 2 +y?
Osex=0,y=0

se —1l<ax<l1

Note que f esta definida numa faixa vertical.
(a) Determine se f é limitada ou nao no plano R?.

(b) Discuta a continuidade de f.
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(3)

(4)
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(c) Discuta a existéncia e continuidade das derivadas parciais
de f, primeiramente na origem e em seguida nos outros
pontos do plano.

(d) Discuta a diferenciabilidade de f.

(e) Discuta a classe de diferenciabilidade de f em R?\ {(0,0)}.

Encontre uma E.D.P. de primeira ordem nas variaveis x,y da
forma

f(x,y,z,zx,zy):() (*)

(pensando que z(z,y) é uma funcdo das varidveis x,y satis-
fazendo a equacao (x)) cuja superficies integral estao dadas por
xy + 22 = ¢, onde ¢ é uma constante.

Assuma que F(z,y,z) = 0 define localmente implicitamente
uma superficie que pode ser vista tanto como um grafico vertical

z = fi(z,y), ou como um gréfico horizontal das duas formas
0z Oxr Oy

r = foly,z) ouy = f3(z,z). Mostre que % D0 9. -1,
interpretando.

Considere uma superficie de revolucao em torno do eixo z da
forma z = F(r),r = (2% + y?)/2. Mostre que as derivadas
parciais de z = z(z, y) satisfazem uma EDP linear (homogénea)
de primeira ordem da forma yp —xq = 0, onde p = 2z, e ¢ = z,.
Considere uma superficie que é localmente o grafico de uma
funcao z(x,y) dada implicitamente por uma equacao da forma
F(u,v) = 0, onde u = u(x,y,2) e v = v(z,y,2) sao fungoes
dadas de z,y, z de classe C*, e F' ¢ uma funcao dada de u e de
v de classe C*.

(a) Encontre u = u(z,y, z), v =v(z,y, 2) e F explicitas.

(b) Mostre que p = z, e ¢ = 2, satisfazem uma E.D.P. de
0(u,v) N q(’?(u,v) _ 8(u,v)’ onde
Oy.z)  “0(zx) O(z,y)

= Uy, — Uyl,, etc.. Calcule explicitamente nos

primera ordem p
O(u,v)
O(z,y)
exemplos dados no item (a).
Seja v = v(x,y) e u = u(z,y), para (x,y) € Q, sendo 2 um
aberto de R%. Admita que u, v sejam de classe C*. Assuma que
u = H(v), onde H ¢é de classe C".
(a) Encontre u = u(z,y), v = v(z,y) e H explicitas; por exem-
plo, u e v satisfazendo u? +v* =1 ou v = u? — 3u + 2.
d(u,v
(b) Mostre que (v, 0)
O(z,y)

relacdo nos exemplos obtidos em (a).

= uvy — uyv, = 0. Verifique esta
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(8) Seja A uma matriz n x n. Seja f(z) = Az -z, onde x € R" e -
denota o produto escalar usual em R”. Encontre uma féormula
para f'(x).

(9) Seja Q o primeiro octante de R* dado por z > 0,y > 0,z > 0.
Seja a € R. Seja f : © — R uma funcao real diferencidvel
positivamente homogénea em (2, isto é f satisfaz

fltx)=t"f(x), t>0,z€Q

Para z € Q fixado, seja ¢(t) := f(tz),t > 0.

(a) Encontre uma férmula para ¢'(t).

(b) Deduza o teorema de Euler: V f(z) -z = af(z),Vr € Q.

(c¢) Generalize para R™.

(10) Uma fungao f: U C R" — R de classe C? definida num aberto

U C R" é chamada de harmonica se

Af(x) =30 fomi(x) = 0,2 € Qonde x = (x1,...,2,).

(a) Exiba exemplos de fungoes harmonicas f : U C R? — R
que sejam i) polinoémios, ii) fung¢oes racionais, iii) fungdes
elementares envolvendo fungoes trigonométricas e a expo-
nencial. Explicite os seus dominios.

(b) Exiba uma férmula para o Laplaciano A f de uma fungao
f:U CR? - R de classe C? em coordenadas polares (r,0).

(c) Exiba exemplos de fungoes harmonicas f : U C R — R
que sejam dadas por polinomios.

(d) Exiba uma férmula para o Laplaciano A f de uma fungao

f:UCR?®— R de classe C? em coordenadas cilindricas
(r,0,z).

(e) Seja r(z) := [|lzll,z = (z1,...,2n) € R"\ {0}.
(i) Encontre uma férmula para as derivadas parciais de
r(z).
(ii) Calcule Vr o gradiente de r(z), e sua norma ||Vr||.
(iii) Seja h : (0,00) — R uma funcdo duas vezes difer-
enciavel. Seja f := h or. Deduza que

Af:h”or—l—nTlh'or

Conclua que f(x) = r~"*2 n > 3 é harmonica em
R™ \ {0}. Conclua o mesmo para f(z) = Inr em
R2\ {0}.

(iv) Sejam a, b nimeros reais positivos. Considere o dominio
Q={reR"2<|z| <3} (n>2). Resolva o
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problema de Dirichlet

Au=0 em
u=a se ||z]| =2
u=>b selzl]|=3

(v) Seja f uma fungdo harmonica de definida no disco
perfurado {0 < x? + y? < 1}. Seja
o )
h(x,y) o (x2+y2’ x2 + 32
a harmonicidade ou nao de u(z,y) := f(h(x,y)) no
exterior do disco 2% + y? > 1.
(11) (Revisando o conceito de convexidade) Seja f : (a,b) — R uma
funcao convexa, onde (a,b) é um intervalo aberto da reta.
(a) Deduza que f é convexa se e s6 se vale a seguinte desigual-

dade
f) = f(s) _ flu) = f()
t—s h u—1
sempre que a < s <t <u <b.

(b) Deduza que uma funcao diferencidvel f : (a,b) — R ¢é
convexa se e s6 se a derivada f’(t) é mondtona crescente.
No caso de f ser uma funcao de classe C2, deduza que tal
condigao é equivalente que f” > 0 em (a,b).

(¢) Deduza também que uma fungao diferencidvel f : (a,b) —
R é convexa se e s6 se para todo ¢ € (a,b) tem-se que
flx) = f(e) + (z — o)f'(¢), x € (a,b), e dé uma inter-
pretagao geométrica disto.

(d) Quando f"(z) > 0,Vz € (a,b) tem-se que f é estritamente
convexa. Deduza isto e deduza também que a reciproca
deste fato nao é verdadeira.

Sugestao: Seja «,  pontos de (a,b) e seja
c:=ta+(1—-1)3,0 <t < 1. Considere
A:=tf(a)+(1—-1t)f(B)— f(c). Considerando « e ¢ escreva
a formula de Taylor de ordem 2 (resto de Lagrange)para
f(a) — f(c). Idem para f(8) — f(c). Observe que
A=t(f(a) = f(c)) + (1 =1)(f(B) — f(c)), e que

t(a —c)+ (1 —1)(6—c) = 0. Obtenha uma expressao para
A que permite concluir que A > 0 se f” > 0 em (a,b).

.22 +y* > 1. Discuta

Tente encontrar um contraexemplo simples para a reciproca.

NOTA: Observe que uma fungao real F' de n varidveis reais
é convexa se e sO se a restricao f de F' a qualquer segmento
contido no dominio de definicao de F' é convexa; donde
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varias propriedades de F' podem ser deduzidas a partir
das propriedades das fungoes convexas de 1 variavel real
f. Disto se pode concluir o seguinte: Seja f : {2 — R uma
funcao de classe C?, onde 2 é um dominio convexo de R™.
Segue entao que f é convexa se e s6 se a matriz hessiana
de f é positiva definida (> 0) em todos os pontos de 2.

Além disto se pode mostrar que uma funcao diferencidvel
f:Q — R, onde 2 é um dominio convexo de R", é conveza
se e sO se para todo ¢ € €2 vale que

flx) = fle)+(x —c)- Vf(c), z €Q
com uma interpretacao geométrica bonita que vocé deve
poder explicar.



