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Professor: Ricardo Sa Earp

Seja X um compacto. Seja {f,} uma seqiiéncia de func¢oes continuas em X
que converge pontualmente para uma fungao continua f : X — IR. Assuma
que fo(x) = fry1(z), m=1,2,..., e cada z € X. Mostre que f, %f, i.e
fn converge uniformemente a f em X. Mostre com um exemplo que a hipdtese
de compacidade é necessaria.

Mostre que toda seqiiéncia de fungoes limitadas que é uniformemente conver-
gente, também é uniformemente limitada.

Seja K um conjunto compacto. Defina uma métrica no conjunto C(K) das
fungoes continuas definidas em K, de modo que uma seqiiéncia f,, converge a
f em C(K) se e somente se f,, converge uniformemente & f em K. Discuta a
completude deste espaco métrico. Discuta a nogao de subconjunto fechado em
C(K). Discuta a nogao de subconjunto compacto deste espago, relacionando
com o teorema de Arzela- Ascoli.

Seja {f,} uma seqiiéncia de fungoes eqiiicontinuas em um conjunto compacto
K que converge pontualmente em K. Mostre que que f,, converge uniforme-
mente em K.

Seja X um conjunto e seja {f,} um seqiiéncia de fungoes definidas em X.

u .
Mostre que f, — f, uniformemente em X, se e somente se

lim (fn(zn) — f(x,)) = 0, para toda seqiiéncia {z,,} em X. Utilize este resultado

para mostrar que f,(z) = nz(l —x)", 0 < x < 1 é uma seqiiéncia de fungoes

continuas que converge pontualmente a 0, mas a convergéncia nao ¢ uniforme.

Seria tal seqiiéncia limitada no espago métrico C([0,1]) 7 O que isto tem a ver

com o teorema de Arzela- Ascoli ?

6)

e A . ~ . . 2 7z
Mostre que a seqiiéncia de funcdes reais f,,(x) = sin(z+n°+¢* ) contém uma

subseqiiéncia que converge uniformemente em qualquer subconjunto compacto
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K C IR. Vocé poderia apresentar uma familia de exemplos bem mais gerais
que contenha este exemplo 7

7) Seja Q C IR" e seja F uma familia do conjunto de todas as fungoesf : 2 — IR
de classe C'! com as primeiras derivadas parciais uniformemente limitadas em
cada compacto K C ). Mostre que F é equicontinuo. Sugestdo: Mostre que,
dada uma bola compacta K = B,.(zg) C €, e M tal que

| fo: ()] < M, i=1,2,...,n

Vf e F, entao
|f(z) = f(xo)| < VnMx|lz — o

8*) Discuta amplamente o conceito de familia normal das Varidveis Complexas,
relacionando com o teorema de Arzela- Ascoli e com o teorema de Montel
para fungoes meromorfas. Discuta o principio de Bolzano- Weierstrass neste
contexto. Além disso, discuta como o principio de compacidade interfere na
demonstracao do teorema de uniformiza¢ao de Riemann.

9) Seja F a familia de fungdes {f : B1(0) C IR — IR} de classe C*°, satisfazendo

Co
F@I< =
(k) (1 + |2])
9] < B

co,cr >0,k=1,2...

Mostre que toda seqiiéncia {f,} de fungoes em F, contém uma subseqiiéncia
{fn,;} uniformemente convergente em todo compacto K C B;(0), a uma
funcao f € F.

Pergunta adicional: Como o enunciado deste problema poderia ser sob um
ponto de vista tedrico consideravelmente simplificado-sem alterar a forca da con-
clus@o- no contexto de fung¢oes holomorfas definidas na bola unitaria B;(0) Cc C 7
10) Seja © um dominio de IR%. Considere a equacio da superficie minima dada

por
(%) (1+ ufc)uyy — 2uguyUgy + (1 + uz)um =0 em

Seja u, uma seqiiéncia de funcoes de classe C° que satisfazem a equacao
(%). Assuma que em todo compacto K C €2, u,, é uma seqiiéncia de funcoes



10)

11)
12)

13)

Professor Ricardo Sa Earp 3

uniformemente limitada. Assuma que as derivadas parciais de cada u,, depen-
dem em todo ponto p € Q- em valor absoluto- apenas da limitacao da altura
de cada u, e da distancia de p ao bordo de 2. Mostre que existe uma sub-
seqiiéncia u,; que ¢ uniformemente em todo compacto K C €2, convergindo a
uma funcdo u que satisfaz a equagao (*) da superficie minima em 2.

Vocé saberia deduzir uma propriedade semelhante para uma seqiiéncia fungoes

harmonicas uniformemente limitadas em compactos de 2?7
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