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1) Seja X um compacto. Seja {fn} uma seqüência de funções cont́ınuas em X

que converge pontualmente para uma função cont́ınua f : X → IR. Assuma
que fn(x) � fn+1(x), n = 1, 2, . . . , e cada x ∈ X. Mostre que fn

u−→
X

f, i.e

fn converge uniformemente à f em X. Mostre com um exemplo que a hipótese
de compacidade é necessária.

2) Mostre que toda seqüência de funções limitadas que é uniformemente conver-
gente, também é uniformemente limitada.

3) Seja K um conjunto compacto. Defina uma métrica no conjunto C(K) das
funções cont́ınuas definidas em K, de modo que uma seqüência fn converge à
f em C(K) se e somente se fn converge uniformemente à f em K. Discuta a
completude deste espaço métrico. Discuta a noção de subconjunto fechado em
C(K). Discuta a noção de subconjunto compacto deste espaço, relacionando
com o teorema de Arzelà- Ascoli.

4) Seja {fn} uma seqüência de funções eqüicont́ınuas em um conjunto compacto
K que converge pontualmente em K. Mostre que que fn converge uniforme-
mente em K.

5) Seja X um conjunto e seja {fn} um seqüência de funções definidas em X.

Mostre que fn
u−→ f, uniformemente em X, se e somente se

lim
n→∞ (fn(xn) − f(xn)) = 0, para toda seqüência {xn} em X. Utilize este resultado

para mostrar que fn(x) = nx(1 − x)n, 0 � x � 1 é uma seqüência de funções
cont́ınuas que converge pontualmente à 0, mas a convergência não é uniforme.
Seria tal seqüência limitada no espaço métrico C([0, 1]) ? O que isto tem a ver
com o teorema de Arzelà- Ascoli ?
6) Mostre que a seqüência de funções reais fn(x) = sin(x+n3 +en

2
) contém uma

subseqüência que converge uniformemente em qualquer subconjunto compacto
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K ⊂ IR. Você poderia apresentar uma famı́lia de exemplos bem mais gerais
que contenha este exemplo ?

7) Seja Ω ⊂ IRn e seja F uma famı́lia do conjunto de todas as funçõesf : Ω → IR
de classe C1 com as primeiras derivadas parciais uniformemente limitadas em
cada compacto K ⊂ Ω. Mostre que F é equicont́ınuo. Sugestão: Mostre que,
dada uma bola compacta K = Br(x0) ⊂ Ω, e MK tal que

|fxi(x)| � MK , i = 1, 2, . . . , n

∀f ∈ F , então
|f(x) − f(x0)| �

√
nMK‖x − x0‖

8∗) Discuta amplamente o conceito de famı́lia normal das Variáveis Complexas,
relacionando com o teorema de Arzelà- Ascoli e com o teorema de Montel
para funções meromorfas. Discuta o prinćıpio de Bolzano- Weierstrass neste
contexto. Além disso, discuta como o prinćıpio de compacidade interfere na
demonstração do teorema de uniformização de Riemann.

9) Seja F a famı́lia de funções {f : B1(0) ⊂ IR → IR} de classe C∞, satisfazendo

|f(z)| � c0

1 − |z|
|f (k)(z)| � ck(1 + |z|)

1 − |z|
c0, ck > 0, k = 1, 2 . . .

Mostre que toda seqüência {fn} de funções em F , contém uma subseqüência
{fnj} uniformemente convergente em todo compacto K ⊂ B1(0), à uma
função f ∈ F .

Pergunta adicional: Como o enunciado deste problema poderia ser sob um
ponto de vista teórico consideravelmente simplificado-sem alterar a força da con-
clusão- no contexto de funções holomorfas definidas na bola unitária B1(0) ⊂ C ?
10) Seja Ω um domı́nio de IR2. Considere a equação da superf́ıcie mı́nima dada

por

(∗) (1 + u2
x)uyy − 2uxuyuxy + (1 + u2

y)uxx = 0 em Ω

Seja un uma seqüência de funções de classe C3 que satisfazem a equação
(∗). Assuma que em todo compacto K ⊂ Ω, un é uma seqüência de funções
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uniformemente limitada. Assuma que as derivadas parciais de cada un depen-
dem em todo ponto p ∈ Ω- em valor absoluto- apenas da limitação da altura
de cada un e da distância de p ao bordo de Ω. Mostre que existe uma sub-
seqüência unj que é uniformemente em todo compacto K ⊂ Ω, convergindo à
uma função u que satisfaz a equação (∗) da superf́ıcie mı́nima em Ω.

Você saberia deduzir uma propriedade semelhante para uma seqüência funções
harmônicas uniformemente limitadas em compactos de Ω ?
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