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RICARDO SA EARP

Convergência uniforme

(1) Seja {fn} uma seqüência de funções eqüicont́ınuas em um con-
junto compacto K que converge pontualmente em K. Mostre
que que fn converge uniformemente em K.

(2) Assuma que uma sequência de funções diferenciáveis fn : [0, 1] →
R converge pontualmente a uma função f : [0, 1] → R. Assuma
que a sequência das derivadas {f ′n} é uniformemente limitada;
i.e ∃M > 0; |f ′n(x)| 6 M, ∀x ∈ (0, 1). Deduza que f é cont́ınua.

(3) (Critério de convergência uniforme) Seja X um conjunto e seja
{fn} um seqüência de funções definidas em X. Mostre que

fn
u−→ f, uniformemente em X, se e somente se

lim
n→∞

(fn(xn)− f(xn)) = 0, para toda seqüência {xn} em X.

Utilize este resultado para mostrar que fn(x) = nx(1−x)n, 0 6
x 6 1 é uma seqüência de funções cont́ınuas que converge pon-
tualmente à 0, mas a convergência não é uniforme. Seria tal
seqüência limitada no espaço métrico C([0, 1]) ? O que isto
tem a ver com o teorema de Arzelà- Ascoli ?

(4) Seja K um espaço compacto e sejam {fn} e {gn} sequências de
funções reais cont́ınuas tais que fn → f e gn → g, uniforme-
mente em K. Deduza que fngn → fg uniformemente em K.
Mostre com um contraexemplo que a hipótese da compacidade
não pode ser relevada.

(5) Estude se a sequência fn(x) = sin nx, n ∈ N∗ contém uma
subsequência convergente ou não.

(6) Mostre que a seqüência de funções reais

fn(x) = sin(x + n3 + en
2

) contém uma subseqüência que con-
verge uniformemente em qualquer subconjunto compacto K ⊂
R.Sugestão: Use as fórmulas trigonométricas: cos z − cos w =

−2 sin(
z + w

2
) sin(

z − w

2
) e sin z+sin w = 2 sin(

z + w

2
) cos(

z − w

2
).

Você poderia apresentar uma famı́lia de exemplos bem mais
gerais que contenha este exemplo ?
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(7) Seja f : [a, b] → R cont́ınua satisfazendo
b∫

a

f(x) xn dx = 0, n =

p, p + 1, . . . , p ∈ N∗. Deduza que f é identicamente nula.
(8) (Teorema de Dini) Seja X um compacto. Seja {fn} uma seqüência

de funções cont́ınuas em X que converge pontualmente para
uma função cont́ınua f : X → R. Assuma que fn(x) > fn+1(x), n =

1, 2, . . . , e cada x ∈ X. Mostre que fn
u−→
X

f, i.e fn converge uni-

formemente à f em X. Mostre com um exemplo que a hipótese
de compacidade é necessária.

(9) (O espaço de Banach C(K)) Mostre que toda seqüência de
funções limitadas que é uniformemente convergente, também
é uniformemente limitada.

(10) Seja K um conjunto compacto. Defina uma métrica no conjunto
C(K) das funções reais cont́ınuas definidas em K, de modo que
uma seqüência fn converge à f em C(K) se e somente se fn

converge uniformemente à f em K. Discuta a completude deste
espaço métrico. Discuta a noção de subconjunto fechado em
C(K). Discuta a noção de subconjunto compacto deste espaço,
relacionando com o teorema de Arzelà- Ascoli.

(11) Seja C([a, b]) o espaço da funções cont́ınuas definidas no inter-
valo [a, b] com a norma do sup. Seja T o operador em C([a, b])

dado por T (f)(x) :=
x∫
a

f(t) dt. Deduza que T é um operador

cont́ınuo.
Deduza que T é um operador compacto, i.e leva toda seqûencia

limitada numa sequência que possui uma subsequência uni-
formemente convergente, ou, equivalentemente, leva conjun-
tos limitados (de C([a, b])) em subconjuntos precompactos (de
C([a, b])) (cujo fecho é compacto). Generalize para outros ope-
radores, dando outros exemplos.

(12) Seja B1(0) ⊂ Rn e seja F uma famı́lia do conjunto de todas as
funçõesf : B1(0) → R de classe C1 com as primeiras derivadas
parciais localmente uniformemente limitadas em B1(0). Mostre
que F é equicont́ınuo em B1(0). Sugestão: Mostre que dado
x0 ∈ B1(0), existe uma vizinhança compacta K = Br(x0) ⊂ Ω,
e MK tal que

|fxi
(x)| 6 MK , i = 1, 2, . . . , n

Logo ∀f ∈ F (justifique),

|f(x)− f(x0)| 6
√

nMK‖x− x0‖
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Nas hipótese acima seja {fn} uma sequência de funções de
F que é localmente limitada. Deduza que fn possui uma sub-
sequência fnj

uniformemente convergente a uma função cont́ınua

f em B1(0) e {fn} é uniformemente limitada em B1(0).
Deduza que, se as fn satisfazem à equação

f 2
n + 2fn +

n∑

k=1

x2
k + 1 = 0

em B1(0) ⊂ Rn então f satisfaz à mesma equação.
(13) (Fazer após o curso de Variáveis Complexas) Discuta ampla-

mente o conceito de famı́lia normal das Variáveis Complexas,
relacionando com o teorema de Arzelà- Ascoli e com o teorema
de Montel para funções meromorfas. Discuta o prinćıpio de
Bolzano- Weierstrass neste contexto. Além disso, discuta como
o prinćıpio de compacidade interfere na demonstração do teo-
rema de uniformização de Riemann.

(14) Seja F a famı́lia de funções {f : B1(0) ⊂ R→ R} de classe C∞,
satisfazendo

|f(z)| 6 c0

1− |z|
|f (k)(z)| 6 ck(1 + |z|)

1− |z|
c0, ck > 0, k = 1, 2 . . .

Mostre que toda seqüência {fn} de funções em F , contém uma
subseqüência {fnj

} uniformemente convergente em todo com-
pacto K ⊂ B1(0), à uma função f ∈ F .

Pergunta adicional: Como o enunciado deste problema pode-
ria ser sob um ponto de vista teórico consideravelmente simplificado-
sem alterar a força da conclusão- no contexto de funções holo-
morfas definidas na bola unitária B1(0) ⊂ C ?

(15) Seja Ω um domı́nio de R2. Considere a equação da superf́ıcie
mı́nima dada por

(∗) (1 + u2
x)uyy − 2uxuyuxy + (1 + u2

y)uxx = 0 em Ω

Seja un uma seqüência de funções de classe C3 que satisfazem
a equação (∗). Assuma que em todo compacto K ⊂ Ω, un é
uma seqüência de funções uniformemente limitada. Assuma
que as derivadas parciais de cada un dependem em todo ponto
p ∈ Ω- em valor absoluto- apenas da limitação da altura de
cada un e da distância de p ao bordo de Ω. Mostre que existe
uma subseqüência unj

que é uniformemente em todo compacto
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K ⊂ Ω, convergindo à uma função u que satisfaz a equação (∗)
da superf́ıcie mı́nima em Ω.

(16) Deduza uma propriedade semelhante para uma seqüência funções
harmônicas uniformemente limitadas em compactos de Ω.

(17) Estudo: Veja como o teorema de Arzela-Ascoli é aplicado no
teorema de existência e unicidade de soluções de uma E.D.O.
Mas precisamente, usando o teorema de Weierstrass, o teorema
de Picard e o teorema de Arzela-Ascoli, mostre o seguinte:

(Teorema de Peano) Seja Ia := {t; |t − to| 6 a} ⊂ R e seja
Bb = {x, ‖x−x0‖ 6 b} ⊂ Rn. Seja f : Ia×Bb → Rn uma função
cont́ınua limitada, isto é ‖f(x)‖ 6 M, M > 0,∀x ∈ Ia × Bb.
Deduza que a E.D.O

dx

dt
= f(t, x), x(t0) = x0

possui uma solução no intervalo |t−t0| 6 α, onde α = min{a,
b

M
}.

(18) Pesquise como a teoria das séries d Fourier pode ser aplicada
para dar uma demonstração do teorema de Weierstrass.

(19) Seja 1 6 p < ∞. Seja Lp(0, 1) o espaço das funções

f : [0, 1] → R tal que

∫ 1

0

|f(x)|pdx < ∞. Seja q tal que

1

p
+

1

q
= 1. Pesquise a desigualdade de Hölder: Se f está Lp(0, 1)

e g está em Lq(0, 1), então fg está em L1(0, 1) e vale

1∫

0

|fg|dx =




1∫

0

|f(x)|pdx




1/p 


1∫

0

|g(x)|qdx




1/q

Quando p = q = 2 a desigualdade acima é a conhecida de-
sigualdade de Cauchy-Schwarz.

A norma em Lp(0, 1) está dada por ‖u‖Lp :=




1∫

0

|f(x)|pdx




1/p

Agora, seja W 1,p(0, 1), (p > 1) o espaço das funções que
estão em Lp(0, 1) e cujas derivadas (” fracas”) também estão
em Lp(0, 1). Considere W 1,p(0, 1), (” espaço de Sobolev”) como
o espaço normado cuja norma está dada por

‖u‖W 1,p := ‖u‖Lp + ‖u′‖Lp
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Usando a desigualdade de Hölder, deduza a seguinte desigual-
dade para u pertencendo à bola fechada unitária de W 1,p(0, 1)
(p > 1)

|u(x)− u(y)| 6 |x− y|1/q, ∀x, y ∈ (0, 1)

Conclua que se 1 < p < ∞, a injeção j : W 1,p(0, 1) ↪→ C([0, 1])
é compacta, ou seja, leva conjuntos limitados em conjuntos pre-
compactos (cujo fecho é compacto).

É posśıvel mostrar, fazendo uso da desigualdade de Young e
da desigualdade de Hölder, e fazendo uso de um resultado de ”
densidade” (o conjunto das funções suaves de suporte compacto
definidas em toda a reta real é densa em W 1,p), que vale a
seguinte desigualdade (p > 1):

‖v‖∞ 6 C‖v‖W 1,p , para v ∈ W 1,p(0, 1)

onde C é uma constante universal. Dáı a inclusão
i : W 1,p(0, 1) ↪→ L∞(0, 1) é cont́ınua (p > 1).


