LISTA 9 DE ANALISE REAL 2010

RICARDO SA EARP

Diferenciabilidade de funcoes reais de uma varidvel real

(1) Esboce escrevendo todos os detalhes o gréfico de y = (1 — z) €,
e mostre a desigualdade

1
e"”’/’<1 ,x<1l,x#0
C Ch Cy,
(2) SeC'g—l—?l%—-”—l— n1+n+1:O,deduzaque

Co+Ciz+---Chz" 4+ Cz" =0

tem pelo menos uma solugao entre 0 e 1.
(3) Seja f(x) uma funcao continua para z > 0 e diferencidvel para
x>0 com f(0) = 0. Assuma que f'(x) seja crescente. Deduza

f(z)

que a funcao é crescente para x > 0.

log x

\/E )
dade de f ( crescimento e decrescimento), e deduza que 5V° <
6V°.

(5) Considere a funcao f(x) = e* — 2? — x. Com a ajuda moderada
do MAPLE, estude o comportamento da funcao (andlise da

primeira e segunda derivadas, etc...), esbogando o seu grafico.
(6) Seja a e b dois nimeros reais nao nulos distintos. Estude a
a® + b 1/

5 , x>0.
(7) Seja f uma funcao real duas vezes diferencidvel definida num

intervalo aberto I. Seja a € I. Deduza que

z > 0. Estude monotonici-

(4) Considere a fungao f(z) =

monotonicidade da fungao f(x) =

. fla+h)+ fla—h)—2f(a)
1" .
f'(a) = Jim h?

(8) Seja y = f(x) uma fungao positiva, crescente, duas vezes difer-

enciavel no intervalo (xg, ;). Suponha que para certo A > 0, y
1
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satisfaca a desigualdade diferencial
y// 1 A
< +
(T2 " y(L+y)2 0 2 (1+y?)

(a) Mostre que a fungao

1 A
3 log(1 +y"*) — logy + m

¢ decrescente em (zg, 7). Seja € > 0. Deduza que existem
constantes b > 0 e ¢ tal que
y(x) < e, x € (xg +¢e,11)
(9) Calcule o limite

arm coth(ar) — 1
im
a—0 2a?
(10) Calcule os limites abaixo.
log(cos ax)

(a) alclir(l) log(cos bx) = (a/b)",
. 1

(b) Jim s =

© Ji T g =

(d) iig(ljacco*i;— 1 _ —?1

(e) lim log(a + be*) _ %
z—o0  y/a + bx? b

(2) xlirggr(cot )T =1.

(11) Responda verdadeiro ou falso. Caso verdadeiro, deduza, caso
falso dé um contraexemplo.
(a) Seja f : R — R uma funcao diferencidvel tal que lirf f(x) =

1. Segue entao que existe ¢, tal que f'(c¢) = 0.

(b) Seja f(x) > 0 uma fungao suave definida em [0, 00), As-
suma que f(x) > 0, paraz > 0. Assuma que lim 2% log f(z) —
—1, quando = — 0T. Segue que f(z), assim como todas as
suas derivadas sao nulas na origem.

(c) Existe um valor k, para o qual a equagao

242 —br+k=0
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tem dois zeros no intervalo (0,1).

(d) A fungao f,(z) = 2" —z"*! restrita ao intervalo [0, 1] possui
1

2(n+1)

(e) Uma funcao f : R — R limitada de classe C? é necessaria-
mente de classe C°.

(f) Seja f uma funcdo real continua definida num intervalo
fechado [a,b] e duas vezes diferencidavel no aberto (a,b).
Assuma que f(a) = f(b) = 0 e que f"(x) < 0 em (a,b).
Segue entao que f(x) > 0 em [a, b]. Interprete geometrica-
mente.

(g) Se f uma fungao real continua num intervalo fechado [a, b]
e duas vezes diferencidvel no aberto (a,b), satisfazendo
f"(x) <0 em (a,b), entdo

um maximo M, satisfazendo 0 < M,, <

f)— fla

/() Ef(a)ﬂL(fF—a)%
em (a,b).
Interprete geometricamente.

(h) Seja f uma fungao real continua definida num intervalo
fechado [a,b] e duas vezes diferencidavel no aberto (a,b).

Assuma que f”(x) > —k, k > 0. Deduza que

b) - k(b — x)(x —
f(f)éf(a)—i—(x_a)f( ) f(a)+ (b—z)(x —a)
b—a 9
Interprete geometricamente o resultado. Sugestao: Con-
k(b —z)(z — a)

— f(@).
(12) Seja f(x) uma fungao duas vezes diferencidvel num intervalo

(a,b).
(a) Deduza que Vz,y € (a,b)

F@)+ 1) 21 (“’j y) _ (y;)?

para ¢ € (a,b). Interprete o resultado via-a-vis a convexi-
dade.
(b) Deduza que f é convexa <= f"(x) > 0,Vx € (a,b).

sidere a fungao h(zx) =

Sugestao: 1) Assuma a convexidade. Deduza que se existe
t tal que f”(t) < 0 entao existem h e § positivos tal que
f'it+u)— f'(t —u) < —du, para 0 < u < h. Integre



PROFESSOR RICARDO SA EARP

esta equacao com respeito a u entre 0 e A e obtenha uma
contradicao.

2) Assuma que f”(x) > 0 em (a,b). Sejaa = Z)\xz (Z)\

1) e seja x = x;. Aplique a férmula de Taylor resto de La-
grange, para concluir.

(¢) Quando f"(x) > 0,Vz € (a,b) tem-se que f é estritamente
convexa. Deduza isto e deduza também que a reciproca
deste fato nao é verdadeira.

Sugestao: Seja «, 3 pontos de (a,b) e seja
c:=ta+(1—-1)5,0 <t < 1. Considere

A:=tf(a)+(1—t)f(B)— f(c). Considerando « e ¢ escreva
a formula de Taylor de ordem 2 (resto de Lagrange)para
f(la) — f(c). Idem para f(B) — f(c). Observe que
A =t(f(a) = fc)) + (1 =1)(f(B) — f(c)), e que
t(a—c)+ (1 —1t)(8 —c¢) = 0. Obtenha uma expressao para
A que permite concluir que A > 0 se f” >0 em (a,b).
(13) Seja f uma fungao real definida num intervalo I de comprimento
2[. Assuma que f é duas vezes diferenciavel em I. Além disso,
suponha que f e f” sejam limitadas. Seja My = sup|f(z)| e
zel
My = sup [ f"(x)].

zel
(a) Seja xp um ponto interior de I e seja A um numero real

positivo tal que o intervalo J = J(xg, \) = [zg — A, 2o + )]
seja contido no interior de I. Mostre que

M,
F@) <5+ MMy, Voe)
Além disso, mostre que se f’ é limitada em I, tem-se que

M,
sup | f'(z)| < T+)\M2>

zel

M,
(b) Conclua que se [ > 4/ — A , tem-se que My < 2/ MyMs,.
2

(c) Estude o caso f(x) = 2% — 5 1o intervalo [—1, 1].

(14) Seja f(z) uma funcdo duas vezes diferencidvel em (0,00). As-
suma que lim f(z) = 0. Assuma ainda que f”(z) seja limitada
em (0, oo).xﬁzoduza que lim f'(z) = 0. Exiba um contraexemplo
quando f”(x) nao for limitada.,

15) Seja u(z) uma funcao duas vezes diferencidvel num intervalo
( ] G
(a,b). Sejam g(x) e h(z) duas fungdes limitadas em (a, b).
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Considere o operador linear L definido por

Lu] :=u" + g(z)u

(a) Deduza que se u(x) satisfaz a desigualdade diferencial es-
trita Lu] > 0, entdo u nao pode assumir um méximo local
em (a,b).
(b) Seja ¢ € (a,b). Encontre uma fungao elementar suave z(z)
em toda reta R, satisfazendo
(i) z(x) é estritamente crescente em (a,b) e z(c) = 0.
(ii) L[z] > 0 em (a,b).
(c) Assuma agora que u e w (duas vezes diferenciaveis) sao
solugbes nao triviais (v #Z 0, w # 0) da equagao linear

Liu] + h(z)u =0, L{w] + h(z)w =0

Deduza que entre dois zeros consecutivos da funcao w(z),
a fungao u(z) s6 pode assumir no méximo um zero simples.
Este é um teorema de comparacao de Sturm.

Sugestao: Assuma que w(a) = w(b) = 0 e que w > 0 em

(a,b). Considere a funcao v(z) = u((x)) Verifique que v
w(zx

satisfaz a equacao de segunda ordem

!/
v”+2(£+g> v =0
w
(16) Vamos trabalhar com fungoes suaves cujos graficos concordam
suavemente com semi-retas ou segmentos de reta.
(a) Construa uma fungao f € C™ bijetiva, estritamente de-
crescente, satisfazendo
(i) f(0)=1e f(1) =0.
(ii) f®(0) = f®(1)=0, n=1,2...

(b) A idéia é construir uma funcao F' : [0,1] O—>[O, 1], satis-
fazendo
(i) F(0)=1,F(1) =0.
1
(ii) Vk € N*,¥n € N*, F(O (=) = 0.
n
(iii) Yk € N*, F®(0) = F® (1) = 0.
Sugestao: Considere a seqiiéncia {b,, n > 0} definida
por: by =0, b, =1—-—¢e™" n > 1. Tome g, :

1 1
[n gy ﬁ] — [bn, byt1] , definida por
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gn(x) = bn+(bn+1 —bn)f (1?71_—1{(/?7‘:——}—1)1)) . Final-

mente, verifique que F' pode ser definida por F'(0) =
1 1
1, F(x)=gn(z), Vze€ {—n—i-l’ﬁ .
(c) A idéia é construir uma fungao real suave F' definida em
R2, que toma o valor 1 num disco aberto de raio 1 centrado
na origem e vale 0 para todo ponto fora do disco de raio 2
centrado na origem.

Sugestao: Considere a funcao
alr) = eV 1 > 0,a(r) = 0, z < 0. Considere
1 x
h(z) = a(l—z)a(x .Considerefxz—/ h(t)dt.
(@) = a(1-2)a(v) = e ] MO
4 — 1.2 _ y2

Verifique que F(z,y) = f ( 3

priedade requerida.

(d) Para cada par de nimeros reais a < b considere a fungao
hap : [a,b] — RT, dada por

—1 -1
hay = e(a:— a)? _e(x— b)?

(i) Mostre que h,p ¢ uma funcao de classe C™ satis-
fazendo hl'y(a) = Al (b) =0, Vk € N. Além disso,
usando indugao, mostre que

-1 -1

)_e(x—a)Qe(:c—b)2 Vi € [a, b

> , satisfaz a pro-

1 1
r—a) (z—0)
onde P, € R[X,Y] é um polindémio real com coefi-

cientes inteiros que nao dependem nem de a nem de
b. Mostre também que

lim  sup{[h{)(x); @€ [a,b]} =0
. ,

la— b —

Vk € N.

W) =



