LISTA EXTRA B DE ANALISE REAL 2011

RICARDO SA EARP

Séries de poténcias, séries de Taylor e analiticidade

(1) Determine o raio de convergéncia das séries de poténcias, de-
terminando o disco de convergéncia. Calcule f(0). Determine
um dominio compacto em que a série converge normalmente.

«
(d Zlaa—i-l) (a+n)", aeC; Z—aa—l («

Sugestao: Considere o caso o € {O,:I:l,:l:2,:|:3, .o} ose-
paradamente.

(e) 3, (logn)*2™. Resposta: 1.

(1) St/ ()"
Sugestao: Considere a formula de Stirling n! = n"e "u,

com lim,,_,eo Un U _ . Resposta: e

(8) 22, 2% /(nh).

(2) Sejam a, b, c nimeros complexos. Suponha que ¢ nao é um
inteiro < 0. Mostre que o raio de convergéncia da série abaixo é
1, disco de convergéncia. Determine um dominio compacto em
que a série converge normalmente.

ab ala+1)-b(b+1) ,
” 2le(c+1) :
ala+1)...(a+n—-1)-b(b+1)...(b+n—1)

1+

n

nle(c+1)...(c+n—1)
(3) Mostre que as séries de niimeros complexas abaixo, convergem
nos conjuntos C dados
(@) Y>(z/(1+2)". € = {zRz > —1/2}. Determine um
dominio compacto em que a série converge normalmente.

leva o

Sugestao: Vocé terda que mostrar que z +— n
z

semi-plano {z; Rz > —1/2} no disco unitdrio centrado na
origem.
1

—n)z", a €C.
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(b) 222"/(1+2"). C={z]z| <1}.

—1\"
(c) Z (z+ 1) .C ={z, Rz > 0}. Sugestao: Veja a su-

gestao para o item a).

(d) Discuta a convergéncia normal das séries dos itens anteri-
ores.
. : . - n
(4) Seja R o raio de convergéncia da série ) -, a,2". Mostre que

o raio de convergéncia R da série

an, n
Zl+|an|z

n=0

¢ dado por R = max(R, 1)

(5) Determine os raios de convergéncia das séries. Calcule f((0).
Indique um dominio compacto no qual a série converge normal-
mente:

() Saso(—1)"2722+,
(b) Zn>0 210g n,n
(€) olsinm)=".

[e.e]
(6) Seja > a,z™ uma série que é absolutamente convergente no
n
disco |z| < R e é divergente para |z| > R.
(a) Deduza que se limsup |a,| < oo entao R > 1.
n—oo
(b) Deduza que se liminf|a,| > a > 0 e limsupla,| < oo
n—oo n—00
entao R = 1.
(7) Discuta sobre o raio de convergéncia das séries Z a,z", onde
os coeficientes a,, estao dados abaixo.
(a) Sejam {a,} e {(,} duas seqiiéncias de ntiimeros reais. Seja
§ > 0. Assuma que (sin oy + - - - sin o, ) *+(cos By + - - - 4 cos 3,)° >
0. Defina: a, := (sinoy + - - -sinay,)’+(cos By + - - - + cos 3,)7
onde os a; e os 3; sao reais. Sugestdo: Faca a comparacao
das médias geométricas e aritméticas de uma certa maneira
ou utilize a desigualdade de Cauchy, mostrando que (sin oy + - - - sin an)z—i—

(cos By + - - -+ cos 3,)* < n.

1* n* .
(b) Ay = 'rzk“——i—l +--- 4+ m, k > 0. Sugestao: Com-
pare com a soma de Riemann da fungdo f(x) = 2%,z €
[0, 1], observando que
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1%+ ... 4 nk 1%+ ... nk
T g SOS Ty
(8) Neste exercicio vocé precisara fazer uso de certas desigualdades
cldssicas. Sejam {a,} e {f,} duas seqiiéncia de nimeros reais
positivos satisfazendo certas condicoes. Considere a série de

poténcias
f(z) = Z anz"

Discuta o raio de convergéncia da série sabendo que a,,, a.,, O,
satisfazem as seguintes condigoes abaixo.

(a) a, = I onde

ap' B =0(2")  (n— o0)
Sugestao: Use a desigualdade de Young para estimar a,,.
(b> Api1 = anJrlﬁrTzLJrlu onde

Opt1 + NBni1
n+1

=0(@1)  (n—o0)

Qnt1 + 1Bni1

Aqui vocé precisa comparar as quantidades 1
n

€ Qpt1f0y4, via a desigualdade da média,

(9) Seja {a,, n=2,3,...} uma seqiiéncia de nimeros complexos
nao nulos satisfazendo

[e.o]

() Zn|an| <1

2

(a) Discuta sobre o disco de convergéncia da série

o0
() z+ Z ((n—=1))" (In2)as(In3)ag - - - (Inn)a,z"
2
Voceé precisa usar a desigualdade entre as médias aritmética
e geométrica, levando em conta ().
(b) Agora suponha Rea, > 0, n = 2,3,.... Discuta, com
todos os detalhes, o raio de convergéncia da série
o0 on
a n
Z n Zn2
5 1+na,
Aqui vocé tera que observar que a série apresenta “gaps”
e tome cuidado com potenciagao para aplicar o critério de
Cauchy (raiz).
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(c) Dé exemplos de tais a,, satisfazendo (%) e assim exemplos
de séries satisfazendo o item ).

(10) Seja {a,} uma seqiiéncia dada por a, = 1, se n = 2¥ k € N
e a, = 0,n # 2¥. Seja m > 0. Discuta com detalhes o raio de
convergéncia da série

o
Z an g Vg o
n=0
Novamente voce tera que observar que a série apresenta “gaps” e
tome cuidado com potenciagao para aplicar o critério de Cauchy
(raiz).
(11) Seja a = a+ i1, , 7 € R, 7 > 0. Considere a série

f(z) = Z logna™z"

Determine o raio de convergéncia e o disco de convergéncia.
Calcule f(™(0).
(12) Seja f(z) = 1/2(z — 1), z € C\ {0,1}. Obtenha o desen-

volvimento de f(z) em z = 2, usando a seguinte técnica
1 1 1

. 2>1+(1+(2—2))

=5+ (%—1) (=24 (5 (_2?” P2t
=3 (-1 (1 _ 27}“) (z—2)"

Qual é o raio de convergéncia da série acima ? Discuta isto!
(13) Considere a fungao

(+) 1(2) !

T 142422

Seja Z a,z" o desenvolvimento de Taylor de f(z) na origem.

(a) Mostre que os coeficientes a,, satisfazem uma relagdo de
recorréncia que da a seguinte equacgao de diferencas linear
de primeira ordem:

Ap1 + Qp + Gp1 =0, a=1a =-1
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(b) Calcule a,, mostrando que

Lo gmi(2n—1)/3 _ ¢ —mi(2n—1)/3
V3 V3

(¢) Calcule f™(0), a derivada de ordem n de f(z) na origem.
(d) Determine o desenvolvimento de Taylor de f na origem,
verificando que a fungao racional (%) acima da a forma
fechada de tal desenvolvimento, verificando o seu resultado.
(e) Calcule o raio de convergéncia da série de Taylor.
(f) Mostre que f(z) satisfaz uma equagao diferencial de se-
gunda ordem (envolvendo f(z), f'(2), f”(z)) nao linear.
(14) Sejam a, b, k constantes reais, com k # 0. Define-se uma seqiiéncia
{a,} pela relagdo de recorréncia (equagao de diferengas linear
de segunda ordem):

Ay =

ap=a, a =0b, kanio— (1+k*aps +ka, =0

Considere a série
o0 n
z
f(z) = § tn"
0

(a) Mostre que f(z) satisfaz a uma equagao diferencial lin-
ear de segunda ordem. Encontre uma expressao explicita
para f(z) e em seguida encontre uma expressao para os a,.
Analise os casos k = +1, separadamente.
(15) Responda verdadeiro ou falso. Caso verdadeiro esboce uma
deducao rigorosa. Caso falso esboce um contra-exemplo detal-

hadamente.
(a) Seja f: Q C C — C uma funcdo holomorfa definida num
dominio €2. Seja ¢,, n = 0,1,2..., uma seqiiéncia de

pontos de  com ¢, — ¢ (n — 00). Assuma que f(c,) =
0. Segue entao que f =0 em (2.

(b) Suponha que 0 € Q e que f(2) e g(z) sdao duas fungoes
holomorfas em €2 com f(z) ndo se anulando na sequéncia
2TL
an = — € g(z) nao se anulando em z = 0; entdo se f(z)
n!
Flan) _ g'lan).
fan) g9(an)’
relagao funcional simples entre f(z) e g(z). Determine tal
relacao.
(c) Seja f : Q@ C C — C uma fungao anti-holomorfa definida
num dominio 2. Seja ¢,, n = 0,1,2..., uma seqiiéncia

e g(z) satisfazem segue que existe uma
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de pontos de €2 que possui um ponto de acumulagao perten-
cendo ao dominio . Assuma que f(c,) = 0. Segue entao
que f =0 em Q.

(d) Existem fungoes holomorfas definidas num dominio con-

tendo a origem que satisfagam a condigao abaixo: f(

¢ V" onde n € N*.

(e) Se f e g sao duas fungoes holomorfas definidas em € satis-
fazendo f(z)g(z) = 0 para todo z € Q, entao f(z) =0 ou
g(z) =0 em Q.

(f) Seja {a,, n € N} uma sequéncia limitada. Segue entao que

—3)

o raio de convergéncia da série E an(z —c)" éigual a 1.
0

oo
(g) Se a série Z a,(z —¢)", tem raio de convergéncia R > 0 e
0

o0
a, — 0 (n — o00); entdo Z la,|R" < oo.
0

oo
(h) Se a série 5 an(z—c)" é uma série de raio de convergéncia

0
R, entao Se sup,, |a,| < oo, mas a, /4 0(n — o), entao

—T 241
5 .

sin(mz)/z(z + 1), com f(0) = 7.

1 1

—) = n=1,2,..., implica que f(z) = -
n

1

n



