2°¢ EXAME DE VARIAVEIS COMPLEXAS
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12 Questao (2.0 pts) :
Se f(z) é uma fungao meromorfa definida no disco unitério By (0)
?

satisfazendo |f(z)| = 1 para |z| = 1 o que vocé pode dizer sobre f(z)

22 Questao (2.0 pts):

Suponha que a funcdo meromorfa univalente F(z) leva o disco
unitario centrado na origem D sobre um certo dominio €2 da esfera de
Riemann C U {oc}. Assuma que F'(z) possua apenas um tunico pélo e

que tenha a expansao de Laurent da forma
1 2
F(z) = Z+ao+a1z—|—a2z + -

em {0 < |z| < 1}. Agora considere uma fungao holomorfa f(z) definida
no disco perfurado unitario D* = {0 < |z| < 1}. Assuma que f leva
leva o disco perfurado D* em (). Suponha ainda que admita expansao

de Laurent da forma

f(z):g+bo+b1z+b2z2+---

Que valores pode assumir a 7 Justifique cuidadosamente a sua res-
posta. Sugestao : Tente aplicar o lema de Schwarz, convenientemente.

32 Questao (Vitali) (2.0 pts):
Seja 2 um dominio de C e seja {f,}, n € IN, uma seqiiéncia de

funcoes que é localmente limitada em (). Seja ¢ € . Assuma que a
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seqiiéncia das derivadas { fék) (c)}, converge, k = 1,2,.... Mostre que
a seqiiéncia {f,} converge uniformemente em compactos de €2 a uma
funcao holomorfa f(z) em Q. Com a hipétese adicional que cada f,
é univalente satisfazendo f/(c) = 1, ¥n € IN o que vocé pode dizer
de f(z) 7 Neste caso, se 2 = C serd possivel que f(2) seja o plano
complexo C menos um ponto? No caso geral, que vocé pode dizer do
conjunto f(£2) ?

42 Questao (2.0) pts:
Considere a fungao (chamada fungdo Gamma)

I'(z) = /e_ttz_l dt
0

a) Mostre que I' é holomorfa no aberto fz > 0.

b) Mostre a equagao funcional
I'(z+1)=2I(2)

Conclua que I'(n + 1) =n!, n € IN.

Nota: (Prolongamento analitico da fun¢aoI') A funcao Gamma
possui um prolongamento analiticoem C\{0, —1, -2, —3,...},
sendo cada ponto —n um podlo simples com

1)
Res(I', —n) = ( ') : n €N
n!

52 Questao (2.0 pts):
Sejam f(z) e g(z) duas fungdes inteiras. O que vocé pode dizer

de f e g se satisfazem a relacao

fPrg=17



