32 EXAME DE VARIAVEIS COMPLEXAS

prof. Ricardo Sa Earp 15 de julho de 2003

FEscolha uma dentre as trés prorimas questoes abaixo

12 Questao (2.0 pts)
Seja f(z) uma fungdo meromorfa no disco unitario By (0). Assuma
que
fR) =1, se |z —1

Determine a forma mais geral de uma tal f(z).

12° Questio (2.0 pts):

Sejam f(z) e g(z) fungdes meromorfas em C, satisfazendo

fM+g" =1, n=273,...

a) Mostre que se n > 3, entdo ou bem f(z), g(z) sao constantes
ou bem f(z) e g(z) tem pdlos em comum.

b) Quando n = 2 serd que a proposicao do item a) ainda é
valida 7 Por queé 7

12”7 Questao (2.0 pts)

Suponha que a funcdo meromorfa univalente F(z) leva o disco
unitario centrado na origem D sobre um certo dominio {2 da esfera
de Riemann C U {co} que ndo contenha a origem. Assuma que F'(z2)
possua apenas um unico polo e que tenha a expansao de Laurent da

forma

1
F(z)=;+ao+alz—|—agz2—|—---
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em {0 < |z| < 1}. Agora considere uma fungao holomorfa f(z) definida
no disco perfurado unitario D* = {0 < |z| < 1}. Assuma que f leva
leva o disco perfurado D* em 2. Suponha ainda que admita expansao

de Laurent da forma

f(z):g+bo+b12+b222+---

Que valores pode assumir a 7 Justifique cuidadosamente a sua res-

posta. Sugestao : Tente aplicar o lema de Schwarz, convenientemente.
Escolha uma dentre as duas proximas questoes abaixo

22 Questao (3.0 pts):

™ : 0
sin n 46
_ . 1 —2asinf + a?

onden=1,2,...ea €, |a] #1.

Calcule

22" Questao (3.0 pts):
Calcule a integral abaixo via o método dos residuos

oo

/ 14+
(x2+x+1)2

0

Escolha uma dentre as duas proxrimas questoes abaixo

32 Questao (2.5 pts):
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0
Seja g a,z", uma série de poténcias convergente para |z| < 1 em
0

que os coeficientes estao dados pela féormula

0o
ap = /e_ntg(t) dt
0
em que voce claramente pode identificar a transformada de Laplace de
g em n. O chamado método dos momentos, diz que apds uma justificada

troca de ordem dos simbolos do somatério e integral obtém-se que

1) = 7et 9(t)

et —z

o que produz um prolongamento analitico a C \ [1,00) (Por qué 7).
Tal método pode ser aplicado em situagoes bem mais gerais em que
se considera séries de funcgoes holomorfas, em vez de apenas séries de

poténcias.

Agora considere a funcao Gamma dada por

possui uma extencao meromorfa a todo

I'(z) = /e_t t=~tdt, Rz>0
0
2)

Lembro do fato que I'(
plano complexo C, sendo que I'(z) os pdlos de I'(z) s@o exatamente
0,—1,—2,..., todos sao simples e de residuo em n € —IN dados por
(=D"

n!

a) Mostre que

nZ

1—\ o0
(2) _ /e—”t t*=tdt, Rz>0
0
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b) Use o método dos momentos para obter a férmula

1 [
) =15 / o1 4!
0

c¢) Dal considerando a identidade

1

1 tz—l * tz—l
0= 715 /et_ldt—l—/et_ldt
1

0

bem como as propriedades da funcao Gamma, obtenha um
prolongamento analitico de ((z) a C\ {1}, e mostre que 1 é
um polo simples de ((z) com residuo 1.

32 Questao (2.5 pts):
Sejan € IN" e a € IR com a > e. Mostre que a equacao
h(z) = az" — ¢
possui no disco aberto unitario By (0), n raizes simples.

FEscolha uma dentre as trés prorimas questoes abaixo

42 Questao (2.5 pts):

Seja u uma funcao harmonica definida no disco unitario perfurado
B1(0)*. Seja ¢ € IR. Assuma que a fungao u(z) — cIn|z| seja limitada

em Bj(0)*. Determine a forma mais geral de uma tal u
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42" Questao (2.5 pts):

Seja F'(z) holomorfa na vizinhanca perfurada Bj(a) do ponto a.
F'(z)
F(z)

Mostre que numa vizinhanga vizinhanca perfurada B(a) , F(z) se

Assuma que tenha exatamente um polo simples de residuo k € Z.

escreve
F(z) = c(z — a)k e

onde ¢ € C* e G(z) é holomorfa em B.(a). Discuta a natureza da
singularidade z = a de F(z2).

42" Questao (2.5 pts):

Calcule pelo método dos residuos.

27
/ (cos0)*" d6
0



