VCOMPLEXAS- MAIO DE 2003-Listal

Professor: Ricardo Sa Earp

PARTE A: A GEOMETRIA DOS NUMEROS COMPLEXOS

1) Mostre que a equagao geral de uma reta ou circulo no plano complexo é da

forma

azi+Bz+BZ4+v=0

onde a,y € R, B € C, 8> > an.

a)

b)

Dé condigoes sobre a para que a equacao represente ou bem uma reta ou
bem um circulo. No caso do circulo calcule o seu centro e o seu raio, em
funcao dos parametros «, (3, 7.

Mostre que a aplicagao f(z) =1 / z € uma aplicacao conforme que leva

circulos ou retas em circulos ou retasQ.

Mostre que a aplicagao ¢ : z —— —— +a, onde a € C,r > 0 deixa fixo

todos os pontos do circulo C, de rzaio?“ e centro a, e leva cada circulo C
ortogonal a (', em si mesmo.

No exercicio anterior mostre que quando a = —i e r = v/2, a aplicacdo ¢
composta com a conjugacao usual dos niimeros complexos, chamada de 1),
fornece uma equivaléncia conforme entre o semi-plano IH? = {Im z > 0} e
o disco unitério aberto D = {|z| < 1}. O que vocé pode dizer da imagem
por ¢ de cada semi-reta vertical em IH? e de cada semi-circulo em IH?

ortogonal a {Imz =0} 7

2) Considere £ a reta em C determinada pelo nimero complexo a e pelo vetor

diretor b € C,b # 0. Determine os seguintes conjuntos

a)
b)

c)

(sim(*57) -0)
(rim(*37) »0)
(sim(*;7) -0}

3) Considere quarto nimeros distintos 21, 22, 23, 24 do plano complexo.

a)

Mostre a seguinte desigualdade

|21 — 23|22 — 24| < |21 — 22||23 — 24| + |21 — 24|22 — 23]



b)
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Mostre que ha igualdade acima < os nmeros distintos z1, 22, 23, 24, nesta
ordem (ordem ciclica ) s@o cociclos (estdo num mesmo circulo) ou so col-
ineares (estao numa mesma reta). Mostre ainda que os nmeros distintos
21, 22, 23, 24, nesta ordem (ordem ciclica ) sao cociclos (estao num mesmo
circulo) ou sao colineares (estdo numa mesma reta) < a bi-razao definida

por (obedecendo a ordem)

Z1 —R3 R9 — 24

[Zla 22523, Z4] =
21 — R4 k2 — 23
¢ um numero real independente da ordem destes pontos (ou seja; indepen-
dente das 24 permutagoesque produzird apenas 6 nmeros reais distintos).
Mostre que se a ordem nao for respeitada a afirmacao é falsa.

Um teorema de Ptolomeu do IT século de nossa era mostra que se 21, 22, 23, 24

estiverem num circulo entao vale a igualdade na desigualdade acima. A
reciproca é verdadeira e foi demonstrada no século passado. A demon-

stracao deste fato estd baseada no estudo das aplicagoes de Mobius
az+b
[

e d ad — be # 0 que estudaremos posteriormente no curso.
cz

Seja f(z) = %, la| < 1. Mostre que |f(z)] < 1se |z| < 1e|f(2)| =
1 se |z] = 1. Conclua que f é uma transformagao conforme do disco
D = {|z| < 1} em si mesmo. Mostre que dados a,b € D existe uma
transformacao conforme de D em si mesmo levando a em b. Aplique este
conhecimento para determinar uma equivaléncia conforme entre o disco
aberto retirado o segmento [a, 1) com 0 < a < 1, e o disco aberto retirado
o segmento [0,1). Existem outras transformagoes conformes de D em D
(Nao se desespere se nao souber responder esta ultima pergunta agora)?
Estude a fungao e*, z = x + 1y quanto a conformidade; em particular
estude as imagens das linhas coordenadas x = const e y = const. O qué
mais vocé poderia dizer sobre esta aplicacao 7

Idem com respeito a aplicacio f(z) := u + iv = 22. Qual a imagem
inversa das retas u = const e v = const? Determine uma equivaléncia
conforme entre a bola aberta retirado o segmento [a,1) com 0 <a < 1e
a semi-bola aberta.



d)

e)
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Exiba uma transformacao conforme da bola aberta sobre o semi-plano
superior aberto.
O qué voceé sabe dizer sobre a aplicagao

z + tan(6/2)
1 — ztan(6/2)’

6 € IR?

Encontre uma equivaléncia conforme entre uma faixa arbitraria e o disco
unitario aberto.

Mostre que a aplicagdo w — (w — 1)/(w + 1) leva conformemente
o primeiro quadrante no semi-disco superior ( isto tem um significado
geométrico na geometria hiperbélica). Vocé poderia bolar uma trans-
formacao conforme entre este semi-disco e uma semi-faixa 7 E voceé fi-
nalmente saberia levar esta semi-faixa conformemente num semi-plano 7
Exiba novos exemplos de aplicagoes conformes.

Posteriormente, trataremos com mais detalhes outros exemplos de trans-

formacoes conformes.

Coloque sobre a forma z + iy as seguintes expressoes

a)
b)

a)
b)

(—=1/2 + i\/§/2)4.
(1 4+i) (i) neN.

Resolva as equacoes

23 = 1.
22 +/32iz — 6i = 0.

Determine o conjunto

1+t
E = {z;z=c+p<i>,t€ﬂ%}.
11—t

ceC,p>0.

Demonstrar que a equagao do circulo passando por trés pontos nao colineares

a,b,c é dada por

22 2z z 1
la*> a d 1 _ 0
b2 b b 1|
lc|*> ¢ ¢ 1
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9)
a) Mostre que se w™ = 1,w # 1,n > 2 entao

l+w4 ---+w" =0

27 s 27
- +zsmn

b) Seja w = cos . Mostre que para h # kn, k € Z, tem-se que
14+wh 4wV =,
Além disto verifique que
l4+z4- 42" =Cz-w(z—-w?) - (z—w"h).

10) Simplifique a expressao 1 + cos @ + cos2p + - - - 4 cos ny.
11) Mostre que
Ala|* + BaB + Bap + C|8)*> > 0

para toda escolha de o, € C &

A>0, C>0, |BP<AC

12) Utilize o exercicio anterior e o fato que Y ,_, |aay + Bbg|> > 0, para a, 8 € C
para estabelecer a desigualdade de Schwarz:

n 2 n n
Zakbk < Z|ak!22|bk!2-
k=1 k=1

k=1
13) (Propriedades elementares das fungées trigonométricas)

a) Mostre a férmula de adi¢ao : Para z, w € C,

cos(z + w) =cos z cosw — sin zsin w

sin(x 4+ w) =sin z cos w + cos z sinw

b) Mostre que para todo z € C

2

cos?z+sin?z=1
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c) Mostre que para todo z =z + iy € C

| cos z| = (cos® z + sinh? y)l/z, |sin z| = (sin® x + sinh? y)1/2

O qué vocé pode dizer do comportamento de sin z e cos z, quando |z| — c0?
d) Mostre que se 0 < a < 1, entédo

27Tiei7ra / (e2ﬂ'ai . 1) — d

sin am

e) Mostre que se ¢ = e, Im7 > 0 e se = e"™, entdo

sin(nr —u) -sinr(nr +u) _ (1= ¢"0~)(1— ¢*'6°)
sin?(7nT) N (1 — g2n)2

14) Mostre que

1—

, se zw # 1

2
smw P (1= o)A = |uf?)
1—zw

11— zw|?

PARTE B: DIFERENCIABILIDADE

1) Mostre a seguinte regra da cadeia: Seja A um conjunto aberto de C e seja
f € CY(A). Se B é um aberto de C tal que f(A) C B e g € C(B), entao
gofeCi(A)e

a)

0 ()0 )2+ (124112

WD (B o)L+ (e )%

0z 0z 0z 0z 0z
i) Calcule
0, 3 8 3-6
a(?)z —z"+1) ﬁ(z +22°2°)
0 (211Z7+28_’_223) 0° (21127+28+2E3)
023072 0x30y?
65 ((1311 7 +x8 +2 3) 85 (22626 —|—Z5 + 227)
02307 4 4 0x30y?
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8(10g |z|) 1 8(10g |z|) 1
S = ol VA St =l VA
b) Mostre que ~ P e e 57

c) Se A é o laplaciano usual entao

d) Se A\(z) =

T2 |z| < 1, entdo ds* = A\?|dz|? é a métrica hiperbdlica
-z

no disco unitério aberto D = {|z| < 1}. Mostre que a curvatura de Gauss

—Alog A
K dada por K(z) = Tog

e) Mostre rigorosamente que as fungoesf(z) e f(2) s@o simultaneamente

¢ identicamente igual a —1.

holomorfas.
f) Seja f uma funcao holomorfa num aberto U C C. Suponha que f néo se

anule. Mostre que

2

0
—f , para p > 0

AP =172

g) Mostre que se f é harmoénica tomando valores reais no aberto U, e se f

nao se anula, entao

A(fP) = plp - DIFP2|V 1, para p > 1

h) Mostre que o laplaciano em coordenadas polares é escrito da forma

L_lo( 0\ 15
ror r@r r2 062

i) Seja P : C — C um polinémio. Suponha que

32
g2l =0

para todo z € C. Mostre que

P(z,Z) =z-G(Z)+ H(Z)

para polinomios G e H que dependem apenas de Z.

2) Seja f uma fungao holomorfa definida num dominio €2 de C.
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a) Demonstre que f é constante se uma das condigdes seguintes sao verifi-
cadas:
(i) Ref é constante  (ii) Im f é constante  (iii) aRef +bIm f +¢ =0,
onde a,b,c € R,a? +b2 > 0.  (iv) |f] é constante.
b) Mostre que Vz € Q

A1) = 4lr =)

admitindo o fato de que f = u +iv,u,v € C?(Q).

3) Mostre que
T m\ /2 2/4
e*t e dtz(—) e® /%%, a>0
a

— 00
Nota: Na verdade, pode ser mostrado que a igualdade acima é valida

Vz € C ! Vocé saberia demonstrar isto 7 Fazendo z = —i, tem-se

oo 2 . 1/2 2
F(f):/ e o el ¢ = (g) e P /Ao peR,a>0

— 00

que é a chamada Transformada de Fourier de t — f(t) = e—at’

Para u € L'(IR), define-se a Transformada de Fourier por

1 <
F(u = — et () dt, eR
W© = o= [ e umar ¢
e sua Transformada de Fourier inversa

FU0O = g [ anan eem

Vamos lembrar um pouco de alguns fatos da teoria dos espacos LP . Dado
u € L? existe uma seqiiéncia de fungoes {u,} em L'(IR) N L?(IR) com

Up — u em L*(R)

Voce saberia demonstrar isto 7 Usando o fato acima e o teorema de Plancherel,
pode-se definir a transformada de Fourier de uma fungao em L?(IR). Para
u,v € L?>(IR), valem as seguintes propriedades (veja ref. 11)) :
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i) F(Du) = (i€)*F(u), para cada multiindice «, tal que D% € L*(IR).
i) Fluxv) = \/% (u)F(v).
i) u=F"HF(u)).
4) Calcule as transformadas de Fourier das fungoes indicadas abaixo.
a) u (x):{l se |z| < a, a>0‘
“ 0 selz|>a
2sin a&

Resposta:

&V

2
b) f(x) = e ®l 4 > 0. Resposta: a

(a2 +&2)V2r
e gsex>0
0 sex <0’

Resposta: ———.

(a + &)V 2m

4) Calcule a transformada de Fourier inversa de
1

TE) = e

oo

1
Sugestao: Considere a identidade e = /e_t(lﬂfz) dt e use o calculo

feito no exerc. 3) logo acima. Resposta:

_t_m
B(z) \[ / a7z t, relR
comumente chamado de Potencial de Bessel.

5) Usando o que foi feito acima resolva

—u"(z) +u(z) = f(z), reR

lz—y|2

onde f € L?(IR). Resposta: u(z) \/E/ / t1/24t (y)dydt.z € R,

PARTE C: FAMILIAS SOMAVEIS, CONVERGENCIA ABSOLUTA
(Leitura)

Somas positivas somaveis
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Seja T um conjunto nao vazio. Denotamos por a = {a; }+e7, ou simplesmente
{a:}, uma aplicagdo a : T — C, a; € C, chamada de familia complexa indexada
porT. Se os a}s € IR dizemos que a familia a é real, se a; > 0,Vt € T, dizemos que
a é positiva. Se a e b sao duas familias reais indexadas por T, escrevemos a < b,
sea; < by, VteT.

Dada a = {a;}+er positiva a soma ZteT a; esta definida como segue

ZteT as = sup {ZteF ar ; F CT, #F < oo}

Se E 0t < 00, dizemos que a familia a é somdvel. Que acontece quando
te
T =1IN?

Critério de somabilidade de familias positivas

Afirmamos o seguinte:
A familia positiva ), ., a; é somdvel <= existe uma seqiiéncia crescente de
subconjuntos finitos de T, F} C Fy C -+ -} U . F,=5 8S:={teT; a # 0},
nz

com sup E a; < 00; entao
" teF,

E ay = lim E Q¢
teT n— oo teF,

Em particular, se a > 0 o conjunto S := {t € T; a; # 0} é no maximo
enumeravel. S é chamado de suporte de a.

Dem: Pela definicao de ), a; temos uma seqiiéncia de conjuntos finitos B1, Bo, . . .

g a; = lim E ag
teT n— 00 teB,

Tomando F,, = B1{J...|J By, obtém-se uma seqiiéncia crescente de conjun-
tos finitos F; C Fy C ... tal que

a; = lim E a; = su E a
ZtET ¢ n— 00 teF, t np teFy, ¢

(=) Se a é somével |JF,, = S. Em caso contrdrio, 3t' € T, apy > 0 com ¢ ¢

em T, tal que

F,, Vn > 1. Coloquemos G,, = B, U {t'}. Inferimos dai que

lim g a; = E a; +ap > E n
n— 00 teGp teT teT
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o que produz uma contradicao .

(<) Por outro lado, se existe uma seqiiéncia {F;,} como no enunciado, entao para
todo subconjunto finito F' de T', tem-se um dado F), tal que

a; < g a
ZteF t= teF,

De fato basta tomar F;,, D F'N.S; de onde segue que
s%p ZteF ay < 00,
F varrendo todos os conjuntos finitos de T'; logo a é somavel. (]

Teorema da convergéncia monotona para somas positivas

Seja a(n) = {at(n)},cp, n=1,2... satisfazendo
0<a(l) <ae(2) <... t € T. Vale a seguinte afirmagao

Y

lim a;(n) =a; < 00

t—o0
3
i ) = Yo

(O que acontece se lim;_, o, a;(n) = oo, para algum ¢ ?)

Dem: Do fato que

Zat(n) < Zat(n—i— 1) < Zat

t
podemos deduzir que existe L, L = tlim Zat(n) e L < Zat. Se F' é um sub-
t t

conjunto finito de T" entao

Z ai(n) > Z at(n)

teT teF

= L > lim Zat(n) = Zat

teF
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éL}s%pZat:Zat

teF teT
= L= lim E ar(n) = E ay
n—oo
teT teT

Somas Complexas

Seja a = {a;} uma familia complexa. Dizemos que a é somdvel se E la:| < oo.

t

E claro que a é somével <= u = Rea e v = Ima sdo soméveis. Se b = {b:}

é uma familia real (ndo necessdriamente positiva) definimos b*,b~, como b =

max (b, 0) e b, = max(—b,0). Assim b serd somdvel < bT e b~ forem somdveis:

Se b é real e é somavel definimos Z by = Z b — Z b, . Portanto, se a = {a;}
t t t

¢ uma familia complexa somavel definimos

Zat = Zut+i20t
t t t

Como um exercicio livre, elabore um critério de somabilidade para somas com-
plexas analogo ao que foi estabelecido para somas positivas. Um outro exercicio
interessante consiste da formulacdo de um teorema de Fubini para somas (“séries

duplas”).
1) Seja {a¢(n)}ier,n =1,2,..., uma familia de niimeros complexos somavel.
a) Mostre que se os a(n) sao reais e a;(1) < a¢(2) < ...,t € T, com

supZat(n) < 00, entao a; = lim,_ oo ar(n),t € T é tal que {a;} é
n
t

somavel e
lim E ai(n) = 5 a

Sugestao: Observe que 0 < a4(2) —ar(1) < ai(3) —ar(1) < ..., t € T.
Procure aplicar o teorema da convergéncia monotona.
b) Mostre que se os a(n) sdo nimeros reais e a;(1) = a;(2) > ... > b, t € T,

onde b = {b;} é somavel, entdao a; = lim as(n) é tal que {a;} é somével

n—oo

nli_)n;o Z ai(n) = Z a
t t

(&
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Sugestio: Observe que |ai| < |ai(1)| + |b¢|,t € T e procure aplicar o
resultado precedente.

c) (Convergéncia dominada): Suponhamos que |a;(n)| < M;,t € T, onde

M = {M,;} é uma familia somavel. Suponhamos também que a;(n) —

a; quando n — 0o, entdo mostre a somabilidade de {a;} com
li =

Sugestao: Coloque by(n) = sup |a;(k) — a¢| e procure aplicar o resultado
k>n
precedente.

2) Demonstre rigorosamente os critérios de Cauchy e D’Alembert para con-
vergéncia de séries complexas absolutamente convergentes.

3) (Lema da soma parcial de Abel): Sejam {a,, }, {b,} duas seqiiéncias de niimeros
complexos, n € INg := INU {0}. Coloquemos A,, = ag + -+ an,n > 0; entao
paran > 0,k > 1, temos que

n+k n+k—1
Y asby= Y Aj(bj = bjs1) — Aubpgr + Apiboy
j=n+1 j=n+1

Deduza: Zn>0 a,b, converge se Zn20 Ay (b, —by 1) converge e lim,, o, Apby,
existe.

a) (Critério de Abel) Da férmula de Abel deduza que se ), -, an é conver-

=
gente e se {b,} é uma seqiiéncia monétona limitada; entdao >, - anbn
converge.

b) (Critério de Dirichlet) Mostre que se a seqiiéncia das somas parciais {A,, }
de )" a,é limitada e se a seqiiéncia {b, } é uma seqiiéncia real monétona
tendendo a zero, entao ), - anb, converge.

Dai deduza o critério de Leibniz: Seja {a,} uma seqiiéncia monétona de
. : ~ n N
nimeros reais tendendo a zero, entao »_ - ,(—1)"a, converge. Dé exemplos de
séries convergentes, mas nao absolutamente convergentes.
Também deduza o seguinte:Se Y [by, —byy1| < 00 ese ) a, converge entao
Y >0 @nbn converge.
4) Sejam {an},{bn},{cn} seqiiéncias de nimeros reais estritamente positivos

com

Yo Cn <00,y dy = 00.
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a) Mostre que se para algum N € IN

a c
n+1 < n—l—l? > N,
G Cn

entao Y a, < oo.
n
b) Mostre que se para algum N € IN
Ap+1 dni1

n—+ > n-+ , n 2 N,
aTL dTL

entdo Y a, = oo.

Sugestao: Para?t) item a) observe que a seqiiéncia {a,/c,} é uma seqiiéncia de-
crescente.
5) (Critério de Kummer): Sejam {an},{bn},{cn} seqiiéncias de niimeros reais
estritamente positivos com ) d,, = oo.
a) Mostre que se para algum N € IN e um nimero p > 0 temos que

An+1
b, — 2+

bny1 = p >0, n 2= N,

n
entao Y a, < oo.

n

b) Mostre que se para algum N € IN temos que

1 An+1 1
— . <0 n>N
dn an dn+1 S -

entdo ) a, = oo.
n

Sugestao: Para o item b) veja o exercicio anterior item b). Para o item a) observe
que Wy, = apbp — Gpt1bpi1 = app > 0,n > N. Também observe que ) wy, é
convergente.

6) (Critério de Raabe-Duhamel). Guardando as notagoesdo exercicio 5), tomando

b, =n — 1(n > 2) no exercicio 5 a) e d, = 1/(n — 1) no item b) obtém-se

an+1
Gnp

Zan<oo se, para alguma >1 eum N € IN, n<1—

n

>>oz,n€N

Zan:oo se, para algum N € IN, n(l— anH) <1l,neN
Gn
n
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Em particular, se lim n(l — %) = L entao ) a, < cose L > 1e
Yo, an = 00 se L n: o1O Mostre que se L = 1, todas as hipdteses podem
ocorrer.

7) (Critério de Gauss) Seja {a,} uma seqiiéncia de nimeros reais estritamente

positivos tais que, para algum N € IN

onde p > 1,a € R e sup,,» v [Bn] < 00
a) Mostre que > a, <oo,sea>1le ) a, =00, se o < 1.

n n
Sugestdo: Se « # 1 utilize o exercicio 6). Para o = 1 utilize o exercicio 5 b)

com 1/d,, = (n—1)log(n — 1), n > 3 verificando que

. 1 Ap+41 1
1 (- - : ) = —1.
1m dn

n—00 ap, n+1

U

b) Seja a € C. Seja z, = (Z), onde (g) =1, (‘1‘) = a,

<a):a(a—1)-~(a—n+1) .

n n! ’

Mostre que Y |z,| < oo se Rea>0oua=0e, ) |z,] =00 se Rea <0,
n

n
a # 0.
Sugestao: Considere

Tn =

zn+1‘_}a—n
Zn n+1

Quando Rea # 0 aplique o exercicio 6), verificando que

1—lal>+2n(1 +R
no. o +2n(1 + Rea) e lim n(l—r,)=1+Rea

1—ry) =
n( Tn) 1+, (n+1)2 N 60

Quando Rea =0,a # 0,a =it,t e R,t #0 e

n <1+ t2>1/2
rn_n+1 n?

verifica-se que
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O resultado agora segue do item a).

15

8) Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz mostre que se »_ |a,| < oo as

n

seguintes séries sao convergentes

|an|1/2

|a |1/2
Z [anan "2, Z nT’ Z nl/2+p’ p>0.
n

n>=1 n=1

Voce poderia dar uma demonstracao mais elementar ?

9) Mostre que

R sin(n 4+ 1/2)x
ATL = — e —
2" ; O = T Gn(x/2)

. _ cos(x/2) —cos(n +1/2)x
n = ; T 2sin(z/2)

se n € IN e x ¢ 277 utilizando as férmulas

2sin(1/2)z cos v = sin(v + %)x — sin(v — %)LB

2sin(1/2)z sinve = cos(v — %)x — cos(v + 5)1‘

Conclua que se x ¢ 27Z, n > 1 as séries

[oe) o0
g b, cos vz, E b, sinvz
v=1 v=1

sdo convergentes, desde que as seqiiéncia {b, },>1 seja mondtona tendendo a zero.

Dé exemplos particulares disto.

10) Mostre com todos os detalhes que se Z Qs Z b, sao duas séries que con-
vergem absolutamente entao o produto das séries converge absolutamente e

temos que

n

() (5] -

onde ¢,, = agb,, + a1bp—1 + -+ + anbg.
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a) Considerando a fungao exponencial €, mostre que

0 > 1 (_1>m—n
o -1/z _ - o
Z Z m! (m —n)!
n=—o00 \ m2=0
m>n
b) Mostre que a série abaixo converge para p > 0 e converge absolutamente

-y
Yo=Y

para p > 1.

i) Mostre que a série Z ¢n, diverge para 0 < p < 1/2, onde

Zakan k—Z((k-l—l)(n—k:—i—l))_p

k=0

O que isto significa para vocé conceitualmente ?

PARTE D: COMPLEMENTOS

1) Seja p um polindmio. Assuma que todo zero de p esteja contido no semi-plano
dado por Raz + b > 0. Mostre que todo zero da derivada p’ estd contido no

mesmo semi-plano (Teorema de localizagao de zeros de Gauss-Lucas).

2) Assuma que 0 < ag < a1 < -+ < a,. Mostre que todos os zeros do polinémio
p(z) =ag+aiz+---+a,2" estdo contidos na bola aberta de raio 1 centrada

na origem.

3) Sejs Q um dominio do plano complexo. Sejam f e g fun¢oes holomorfas em

f(2)

). Assuma que g nunca se anule em {2 e que ﬁ € IR, para todo z € Q2. O
g(z
que voce pode dizer da relacao entre f e g ?
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