VCOMPLEXAS- MAIO de 2003-Lista 3

Professor: Ricardo Sa Earp

PARTE A: TRANFORMACOES CONFORMES I

1) Seja Co := CU {o0}. Sejam z, 23, 24 pontos de Cy. Defina S : Coo — Cop

por

S(z) := [z, 22, 23, 24 = S — bi — razao, veja Lista 1
Z—Z4 RZ9 — X3
zZ — Z3

S(z) := |z, 22, 23, 24] := se 29 =0
Z — Z4
2 — %4

S(z) == |z, 22, 23, 24] 1= se 23 = 00
Z — Z4
Z — Z3

S(z) := [z, 22, 23, 24 = se  z4 =00
29 — 23

Observe que em qualquer caso S(z2) = 1,5(23) = 0,5(24) = 1. Se 21 € Co,

entao fica definida a bi-razao [z1, 22, 23, 24].

a)

Complete a demonstracao do resultado parcialmente demonstrado em
sala de aula que diz o seguinte: Se 29, 23, 24 sao pontos distintos de C,
e ws,ws,ws sao também pontos distintos de C,, entao existe uma e
somente uma transformagao de Mébius S levando zo, 23, 24 em wa, w3, Wy,
respectivamente.

Mostre que se z1, 22, 23, 24 20 pontos distintos de C, entao [z1, 22, 23, 24]
¢é real < todos os quatros pontos estiverem num mesmo circulo ou reta
( lembrando o que foi dito em sala de aula que uma reta, sob o ponto de
vista da geometria conforme, é um circulo em Cy,).

Encontre uma transformagao conforme 7" que leva conformemente a faixa
infinita F = {z;|Imz| < 7/2} no disco aberto unitério D. Mostre que
a equivaléncia conforme pode ser dada por uma funcao trigonométrica
complexa.

Sugestao: Procure primeiro uma transformagao de Mobius que

d4 uma equivaléncia conforme entre {z,Rez > 0} e D.
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2) Sejam D = {z,|z| < 1}, H = {2,Imz > 0}, H_ = {2,Imz < 0} e IR, =
IR U {oc}.

a)

Tl{lviv -

Determine explicitamente trés aplicagoes de Mobius 17,15, T3 tal que

i} =42,0,00}, To{c0,2,—1} = {1,0,00}, T3{i,1,—i} = {0,1—i,2(1—1i)}.

Sao unicas ?

b)

Verifique que Vo € IR* = IR\ {0},

Z— U

fz) =

2+«

determina uma transformacao conforme satisfazendo f(IR.,) = IR, de
maneira que f(H) =H,sea>0e f(H) =H_, se a <0.
Verifique que uma familia de transformagoes conformes do disco aberto
|z| < r1 sobre o disco aberto aberto |z| < ro é dada por

F(2) =y 2

r— Qz

onde |c| =1, |a] < 1. Existem outras equivaléncias conformes entre |z| <
rielz| <rg?
Com base no exercicio 4, Parte A da Lista 1, exiba uma familia de
aplicacoes de Mobius que sao transformacoes conformes de D sobre D.
Dai obtenha uma familia de equivaléncias conformes entre D e {z €
Cwo, |2| > 1}. Idem entre H e {z € C,|z| > 1}, levando em conta o
conhecimento dado em aula de uma equivaléncia conforme entre H e D.
Voce terd obtido em cada caso todas as transformacgoes conformes 7
Dé uma familia de transformagoes conformes do semi-plano Re z > 0 so-
bre si mesmo. Idem para transformacoes conformes de Re z > 0 sobre D.
Mostre que no primeiro problema basta conhecer uma familia de trans-
formacoes conformes de H sobre si mesmo. Quanto ao segundo problema,
que conhecimento adquirido em aula que é suficiente para resolvé-lo 7

3) Mostre que a transformagao f(z) = z/(z + 1) dd uma equivaléncia conforme

entre o primeiro quadrante Rez > 0,Im 2z > 0 e o semi-disco aberto
{w,Imw > 0,|w —1/2| < 1/2}.
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Sejam p, ¢ pontos no plano complexo p # ¢q. Considere

fz) =222 Fk:{z,’z_p‘:k:}, k>0

b
z—q z—

Fazendo desenhos responda as seguintes questoes:

a) Se Ty, = f(Ty), = Tp = {w, |w| =k}

b) A aplicagao inversa g de f é dada por g(w) = (qw — p)/(w — 1).

c) Como g(ka) = I'g, concluir que 'y, é um circulo se k # 1, e I'; é uma
reta.

d) Se A ’e um circulo passando por p e g, entdo A = f(A) é uma reta
passando por w = 0. A reta Ay passando por p e ¢ dd f(Ag) = IR.

e) Se k # 1, f~1(&k) = g(£k) determina um didmetro de I'y, dai deduza
que o centro zg de I'y, é dado por 1/2{g(k) + g(—k)} e seu raio R é dado
por 1/21g(k) — (k).

f) Verifique que I'; é uma reta de equacao paramétrica ]% + %it, t e IR,
calculando g(—1) e g(i).

g) Verifique que, se 0 < k < 1, 'y, é um circulo contendo p no interior do
disco que delimita e se k > 1, I'y, é um circulo contendo ¢ no interior do
disco que delimita. Sugestao: Mostre que em cada caso |p — zg| = kR e
lg — z0| = R/k, respectivamente.

Os circulos de equacao |(z —p)/(z — q)| = k sdo chamados

de circulos de Apollonius determinados por p e ¢q. Os

sistemas ortogonais de coordenadas determinados pelos circulos

ortogonais A e I' sao chamados de circulos de Steiner.

Por qué sao ortogonais 7
Mostre que o ramo principal do logaritmo z — w = log z d4 uma equivaléncia
conforme entre H := {z,Imz > 0} e a faixa {0 < Imz < 7}. Obtenha dai
uma equivaléncia conforme entre uma faixa qualquer F C C e o disco aberto
unitario D.
Mostre que a exponencial envia conformemente uma faixa (aberta) sobre um

setor.

Mostre que z +— z'/2 leva conformemente C \ IR~ U {0} sobre o semi-plano
Re z > 0, e leva conformemente o semi-plano superior (aberto) sobre o primeiro

quadrante .
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8) Considere a funcao w = u+1iv = cos z = cosx coshy—isin xsinhy, z = z+1y.

a) Mostre que a imagem das retas {y = yo # 0} e {x = xg, sinzy #

0, cosxzg # 0} dao elipses e hipérboles ortogonais e confocais, respec-

tivamente. Observando que cosZ = ¢osz, cos(—z) = cos(z), estude as
imagens das retas quando y >0,y =0,y <0e —m <z < 7.

b) Mostre que z — w = cos z leva conformemente a semi-faixa aberta {0 <

x <7,y > 0} sobre o semi-plano inferior {Im z < 0}. Mostre ainda que

z — w = cos z envia conformente a faixa 0 < x < 7 sobre o dominio
C=C\ ((—o0,—1]U[1,0)).

c) Considere g(w) = %log (w + zﬁ) . Mostre que 1 —w? <0 & w é
real e |w| > 1. Mostre que w +iv/1 — w? € C\ IR_ para w € C. Conclua
que w — w + iv/1 — w? é holomorfa para w € C. Mostre que arccosr =

g(z), Yz € (—1,1). Conclua finalmente que a inversa de z — cos z (ramo

principal de w = arccos z) é dada por arccosw = g(w), Yw € Ce que
d—(arccos w) =—(1-w?)""2 Yw e C.
w

9) Considere a aplicacao f dada por z — 22.

a) Seja H um semi-plano aberto determinado pela reta e IR, para 6 real
qualquer. Mostre que f(H) = C\ L, L=¢eIR, eque f: H—
f(H) é uma transformacao conforme. Determine a inversa.

b) Seja w = u +iv = 22

, 2z =+ 1y. Mostre que u = ug e v = vg determina
duas familias de hipérboles ortogonais. Também mostre que x = g e
y = yo determina duas familias de parabolas ortogonais.

¢) Mostre que a imagem por f do circulo S = {z, |z—1| = 1} é um cardiéide.
Mostre que f fornece uma equivaléncia conforme entre o dominio aberto
delimitado pelo cardidide e o disco aberto delimitado por S.

10) Considere a aplicacdo

()= (122)

a) Mostre que g d4 uma equivaléncia conforme entre o semi-disco aberto
aberto A = {z, Imz > 0, |z| < 1} e o semi-plano aberto A = {w, Imw >

0}.

11) Elabore um estudo da fungao f(w) = arcsin w definida em
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C=C)\ ((—oo, —1J U1, oo)), nos moldes que foi feito no exercicio 8) para

arccosw, onde f é a inversa da fungdo z +— sinz restrita & —7/2 < Rez < 7/2

(ramo principal de w = arcsin z). Mostre que arcsinw = — log(iw + v 1 — w?), Yw
i

d ~
e que %(arcsinw) =(1-w?)"Y2 vuweC.

12)

13)

Sugestao: sin z = cos (% — z) .

Mostre que z — w = tanz envia conformemente a faixa aberta {—7/2 <
Rez < m/2} sobre C\ L, onde £ = {it, t € Re, |t| > 1}. Mostre que
a funcdo inversa (ramo principal de w = arctanz) é dada por arctanw =

110 Lmw e edacta 1
— ue — arctanw = .
2i S \i+tw) "M dw 1+ w?
1 1
Estude amplamente a fungao de Zhukovsky dada por f(z) = 3 (z + —) ,
z

seguindo as seguintes linhas:

a) Mostre que nos abertos contendo +1 ou —1 f nao pode ser injetiva.

b) Mostre que o grau de f é 2. “Quais s@o os pontos de ramificagao de f?”

c) Mostre que f nado pode ser injetiva num dominio que contenha z e
1/z simultaneamente. Reciprocamente num dominio que contenha no
méximo um dos numeros z, 1/z (z € C\ {0}), mostre que f restrita a
este dominio injetiva. Mostre que f é injetiva nos seguintes dominios:
D\ {0} V = {z; |z| > 1} e H* (Lembremos que D é a bola unitéria
aberta e que IH? é o semi-plano superior).

d) Mostre que f : D\ {0} — C\ L, onde L = [—1,1], é uma equivaléncia
conforme . Idem para f : V — C\ L, onde L = [-1,1],
e) Mostre que f : H*\ {0} — C\ S, onde S =] — o0, —1] U [1,00][, é uma

equivaléncia conforme.

f) Considere A = {z; |z + zo| < 1+ x0}, B = {2; |z + x| > 1+ z0} €
C={z |z+ 29| =1+ 20}, onde 0 < xg < 1. Faga figuras !!

i) Seja C = f(C). Mostre que C' é uma curva simétrica com respeito ao
eixo real passando por 1 e cortando ortogonalmente a reta real no ponto
f(—=1—2x).

ii) Mostre que f é injetiva em C' e que a curva de Jordan C é regular, exceto
no ponto 1. Mostre que C' faz um angulo tipo “quina” em w = 1.

iii) Seja D7 o dominio limitado cuja fronteira é C' e Dy o dominio exterior C.

cC
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Mostre que f injetiva em V = f(B) C Dq, f(A\ D) C Dy, concluindo
assim que f(B) = Ds e f(A\ D) = D;. Sugestao: Use a férmula (de

maneira apropriada)

1 dw 1 (=)
Q—Mlyw—wo _Z_MLf(z)—wo dz

14) Mostre que existe uma funcio holomorfa f : IH*> — C levando o semi-plano

superior IH? no plano complexo sobrejetivamente.
15) Considere Q2 o dominio contido no disco de centro 1 e raio V2 satisfazendo
Rez < 0 (faga um desenho). O objetivo deste item é determinar a imagem

de €2 pela aplicagao

2z
g(Z) - 1 _ 22
Considere a aplicagao
1+2
f(Z) - 1 —

a) Estabeleca uma relacao funcional entre f(z), g(2) e a aplicagao de Cayley
zZ—1

2 -. Serd que ¢(z) tem alguma simetria ?
i

b) Mostre que g(z) dd uma equivaléncia conforme, levando 2 num certo
semi-disco, determinando tal disco.

c¢) Fazendo um célculo simples, independente do item (b) acima, determine o
efeito de g no ponto ¢ no que concerne o angulo, calculando explicitamente
o angulo da imagem de 02 na imagem de 3.

PARTE B: COMPLEMENTOS

1) Considere ¢(2) = u(z) +iv(z) uma fungao complexa de classe C! definida em

um dominio Q.

a) Mostre que 9 = <%>

2) Suponha agora que ¢ seja analitica em (). Suponha ainda que existe uma

dp

vizinhanga aberta V' C 2, tal que ¢(z) € Q, Vz € V. Mostre que w =
¢ (4(z)) é uma funcao holomorfa num aberto de 2. (Sugestdo: use o fato que

uma aplicagdo analitica é aberta e o item anterior). Considere o conjunto
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A ={z €V, 2= p(2)}. Suponha finalmente que a € A seja um ponto de
acumulacio de A. Mostre que z = ¢ ($(z)) em V. Conclua que |¢ (a)| = 1.

Dé um exemplo de uma funcao real suave, nao identicamente nula, definida
em toda reta que nao admite continuacao analitica & nenhuma vizinhanca
aberta de Re em C.

Seja f(z) uma fungao analitica definida numa vizinhanga da origem. Mostre

que se f(z) satisfaz
F(22) =2 (2) - f(2)

entdo f(z) é uma fungdo inteira. Dé exemplos de fungoes elementares que

satisfazem a igualdade acima.

Considere f(z) uma fungdo analitica e univalente no disco aberto unitério
D ={|z| < 1};istoé f(z1) # f(z2) sez1 # z2.8ejaD, = {|z| <r}, 0 <r < 1.

a) Calcule a drea A, da imagem por f do disco fechado D,..

b) Mostre que A, > 7r2|f (0)|?. Sugestio: Use coordenadas polares e aplique
a desigualdade de Cauchy-Schwarz para integrais. Vocé precisa usar que
uma funcao analitica tem a propriedade da “média”.

c) Dé condigao necesséria e suficiente para que a drea A da imagem de D
seja finita. Neste caso calcule esta drea. Resp: A=mY - nla,|?, onde
f(z) =32 yan,z"™ em D.

Considere f uma funcao holomorfa definida numa bola centrada na origem
de raio r suficientemente pequeno e que f(z) # 41 nesta bola. Assuma que
f(z) satisfaga
/ (22) = 2f(2) 2
1—(f(2))
a) Mostre que f se estende a uma fun¢ao meromorfa em todo o plano com-
plexo.

b) Dé um exemplo nao trivial de uma tal fungao meromorfa.

Mostre que a aplicacao de Koebe dada por f(z) = 5 leva conformente

z
(1-2)
1
a bola aberta unitaria (centrada na origem) sobre C\ (—oo, _Z] . Logo, note

que a imagem da bola unitdria contém uma bola de raio 1/4. Isto tem um

significado mais geral 7
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PARTE C: EXERCICIOS SUPLEMENTARES E DE PESQUISA

1) Para este exercicio vocé vai precisar utilizar o chamado teorema de con-
vergéncia de Weierstrass que diz o seguinte: Seja U um aberto (nao vazio) de
C, eseja{fn(z), z € U} uma seqiiéncia de fungoes holomorfas definidas em U.
Se {fn} converge uniformemente localmente em U a uma fungao f : U — C,
entao f(z) é holomorfa e

limg—o fi¥(2) = fP(2),  2€U

sendo a convergéncia uniforme em compactos de U. Para demonstrar este
resultado vocé terd que saber da teoria da integracao complexa, incluindo a
férmula de Cauchy e variantes. Assumindo isto demonstre o seguinte:

((z):= Z n-*

n>1

a) Mostre que a série

converge normalmente no semi-plano £z > a > 1, definindo uma funcgao
holomorfa ((z), chamada de fun¢do zeta de Riemann no semi-plano aberto
Rz > 1.

Nota: i) Existe uma relagao entre os nimeros de Bernouille (veja Lista 2,
parte B, exerc. 23)) e a fungao zeta de Riemann

(=1)"*1(2n)! ¢(2n)
22n—1ﬂ-2n

B2n =

ii) A fungao zeta de Riemann admite um prolongamento analitico a

C\ {1}, sendo z = 1 um pdlo simples de residuo 1.

iii) A hipotese de Riemann é um dos problemas do milénio que diz o
seguinte: “Os zeros de ((z) na faixa critica 0 < Rz < 1 estao todos na

reta 8z = — (ja se sabe que existem uma infinidade de tais zeros)”

iv) A funcao Gamma, denotada por I'(z), (veja Lista 5, parte D, exerc.
5 )d)) é uma fungao holomorfa em C\ {0,—1,—2,...}, sendo —n, n € IN
um poélo simples com residuo (—1)"/n!. A fungao I'(2) é a tnica limitada
na faixa 1 < Rz < 2 que satisfaz a seguinte relagao funcional

I(z+1) =z2I'(2), ra=1
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Note que a fungao I'(z) é a continuacdo analitica da funcao fatorial
I'(n) = (n—1)!
A relacao de Riemann relaciona as fungoes Zeta e Gamma:

sin(mz/2)

¢(z) = (2m)" (1 - 2) ¢(1—2)

b) Considere as chamadas séries de Dirichlet Zan e_’\”z, an, € C,\ <
Ao < -+ — 00. Dé condigoes suficientes sobre os coeficientes a,, e sobre
An para que a série convirja.

c) O qué vocé pode dizer sobre o dominio no qual as fungdes f(z) e g(z)

abaixo sdo holomorfas ?

i)

; n—1 _
=Y e (-2)
if)
, n—1

9(z) = ZL e > (Z - ezmm/n> B

onde o simblo Z significa soma quando (m,n) = 1, ou seja m,n sdo primos
entre si.
d) Sejam f(2) e g(z) duas fungoes inteiras. Mostre que existe uma seqiiéncia
hn(z) de fungoes holomorfas em C \ {|z| = 1} que converge uniformente
em compactos & f(z) para |z| < 1 e a g(z) para |z| > 1.

e) Mostre que
2'”.

o z z
Zn:Ol—Zszrl:l—Z7 |Z|<1

O qué acontece com a série acima para |z| > 1 7 E para |z| =17

f) O qué vocé pode dizer da convergéncia da série

> o
2 z—nlnn
entendendo que fixando um compacto K C C a convergéncia da série

acima, significa a convergéncia da série obtida omitindo-se os termos

com Inn € K.
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2) (singularidades de uma fun¢ao analitica) neste exercicio vocé deve estar fami-
liarizado com as nocgoes de pdlos, de fungoes meromorfas e de singularidades
essenciais.

a) Dé um exemplo de uma singularidade de uma fumcao analitica definida
num aberto do plano complexo que seja um ponto de acumulagao de
polos.

b) Idem para um ponto de acumulacdo de singularidades essenciais.

c) Dé um exemplo de fungdo meromorfa no plano complexo C que admita
pélos simples nos pontos In 2,1n 3, . . .. Idem para os pontos In(In 2),In(In 2), . ..

3) Considere a equagao de diferencas

Qp = Ap—1 + Anp—2, n =2

satisfazendo as condicoes iniciais ag = a; = 1. Esta é uma equacao linear de
diferencas de segunda ordem com coeficientes constantes. Vocé deveria saber
resolver isto com os métodos do Célculo IV! Vamos propor outra solucao via
a teoria das funcoes analiticas. A propésito: Tal seqiiéncia é chamada de
seqiiéncia de Fibonacci.

a) Mostre que A(z) := Z a,z" tem raio de convergéncia R > 0.

1
b) Mostre que A(z) = 1, 2 concluindo que A(z) tem raio de con-
—z—2z

v —1
—

vergéncia R =

c) Mostre que

/By ntl — /5y ntl
a”:%((lz 5) ) _<1 2 5) +>

14+v5
2

4) (continuacao analitica) Exercicio-pesquisa: Formule rigorosamente e demons-

O nimero =~ 1,618... é o nimero aureo dos gregos da antiguidade.

tre a chamada lei da permanéncia das equacoes funcionais

F(Z§ fl(Z),f2(Z), . fn(z)) =0

“Continuacoes analiticas de solucoes de uma equacao funcional sao solucoes
da continuacao analitica da equagao ”

Como aplicagoes demonstre o seguinte
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a) Enuncie e demonstre o seguinte fato: “A derivada da continuagao analitica
de uma funcgao é a continuacao analitica da derivada da funcao ”

b) Idem para o seguinte fato: “A inversa da continuagao analitica é a con-
tinuacao analitica da inversa”

5) (dominio de holomorfia). Para fazer este exerci cio vocé tem que estd con-
sciente do seguinte fato: Seja f(z) uma fungao holomorfa num aberto U e seja
¢ € U. Considere Br(c) um disco aberto inteiramente contido em U. Segue

F(e)

n!

o0
que a série de Taylor de f(z) em z = ¢, dada por Z (z—c)", converge

n=0
em todos os pontos de Br(c), ou seja o seu raio de convergéncia p, satisfaz

p = R. Além disso

0o
F(2) = HZO / (:!(C) (z—c)"  Vze Bg(o)
Voce também tera que conhecer as nogoes de dominio de holomorfia e dominio
maximo de existéncia.
Por definicao dizemos que um dominio €2 é o dominio de holomorfia de uma
funcao holomorfa f(z), se para todo ponto ¢ € €2, o disco de convergéncia da
séria de Taylor de f esta inteiramente contido em ). Por definicao dizemos
que () é o dominio maximo de existéncia de f, se f nao pode ser prolongada
analiticamente para além de €2; ou seja, se nao pode ser estendida a uma
vizinhanca de um ponto do bordo de 2. Dado uma fungao holomorfa f(z)
num dominio 2, dizemos que ¢ € 0f) é um ponto singular de f se f(z) nao
pode ser prolongada analiticamente a uma funcao holomorfa para além de (,
ou seja se nao pode ser prolongada analiticamente a uma vizinhanca de (.
a) Mostre que se 2 é o dominio de holomorfia de f entdao 2 é o dominio
maximo de existéncia de f.
b) Estude em todo o plano complexo C a convergéncia das sérias, os pontos
singulares e o dominio de holomorfia das fungées f(z) abaixo.

DIER=) 0 =1y <]
i) f(2) =) S =-In(l-2), [s]<1
3 =(1-2)(In(l-2)-1), [z/<1



12

c)

PROFESSOR RICARDO SA EARP

Estudando as fung¢oes multivalentes w = logz e w = /z mostre que
existem dominios ) que sao o dominio méximo de existéncia , mas que
nao sao o dominio de holomorfia. Verifique que tal conceito embute
idéias finas de continuagao analitica que levam naturalmente ao conceito
de superficies de Riemann.
Mostre que no bordo do disco de convergrncia de uma série de poténcias
Z an(z — ¢)", existe pelo menos um ponto singular.
Mostre que para € = Bpg(c) um disco aberto de raio R, os conceitos
de dominio de holomorfia e dominio maximo de existéncia coincidem.
Verifique que B;(0), é o dominio de holomorfia das fun¢oes holomorfas
F2) =32 e g(z) = 32
(construgao de Goursat). Seja dada uma seqiiéncia {a,, } de nimeros com-
plexos nao nulos tais que Z la,| < 00, e seja dada uma outra seqiiéncia
composta de nimeros dois a dois distintos b1,bs.... Seja K o fecho em
C do conjunto {by,bs,...}.

i) Mostre que a série

f(z)= 2:;1 p; inbn

converge normalmente em C \ K.

ii) Seja B um disco inteiramante contido em C\ K tal que um elemento
b da seqiiéncia {b,} entd em OB. Mostre que lim,,_, f(w) = oo,
quando w se aproxima de b; radialmente

iii) Seja @ um ndmero complexo |a| > 1. Seja w € IR\ Q. Mostre que
o dominio de holomorfia da série

—n

10)=3 oo

¢ o disco B1(0).
iv) Mostre que o dominio de holomorfia de

n

) =3 am

é o disco Bi(0). Sugestdo : Considere a série de Taylor da “série de

Goursat” E an/(z — b,), em torno de z = 0, com b, = €" ¢ a, =
_e—n—i—in
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g) Seja Z anz", uma série de poténcias que tem raio de convergéncia p > 0.
Assuma que todos, exceto possivelmente finitos coeficientes al, s sao reais
nao negativos. Mostre que z = p é um ponto singular de f(z). Sugestdao:
Considere a série de Taylor centrada em z = 1/2, e mostre que se, por
absurdo z = p nao é ponto singular, entao a série de Taylor centrada em
z = 1/2 terd raio de convergéncia estritamente > 1/2, o que levara a uma
contradi¢ao com o resultado obtido no item d).

Para fazer o proximo exercicio, vocé vai ter que saber do teorema de “gap”de
Hadamard sobre as séries lacunarias de Hadamard:

h) Exercicio pesquisa (Remmert). Estude a série
fl)=1+2:+Y 2772, |2 <1

6) Considere dois discos abertos D1 = B,.(a) e Dy = Bg(c). Suponha que ten-
ham intersecao nao vazia, i.e Q := D1 N Dy # (). Exiba explicitamente uma
equivaléncia conforme entre 2 e o disco aberto B;(0) de raio 1.

7) Reveja o conceito de derivada Schwarziana definido la lista 2, parte C) item
2). Vamos agora abordar o importante conceito da teoria de aplicagoes uni-
valentes: A transformacao de Koebe h. Seja f uma funcao holomorfa e uni-
valente definida no disco unitéario aberto D = {|z| < 1}. Seja 2y € D, entao h
esta definida por

f<z+zo>—f(zo)

1+ 25z
(1= [=0[?) f"(20)

h(z) = =2+ (1 (1—|20/?) f(z0) _z—0>z2+...

2 f'(20)

Note que f pertence a classe S (schlicht functions) consistindo das fungoes

analiticas e univalentes em D da forma
f(2) =24 a2® +asz® + - -

Lembremos ainda a conjectura de Bieberbach demonstrada por de Branges

em 1985 que diz o seguinte

(B) lan| <n para feS, n=123,...
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a) Mostre que se f leva conformemente D em C entao

f"(2)
f'(z)

A classe ¥ consiste das fungbes g(z) definidas no disco perfurado D* satis-

(*) (1= 2

—22‘<4, para z €D

fazendo
g(Q) =CH+bo+ b1+ (¢ > 1)

b) Mostre que a igualdade em (B) vale para a fungao de Koebe fy(z) =

ﬁ. Estude a fungao de Koebe f; mostrando que a imagem por fj
de D contém a bola aberta B de raio 1/4 centrada na origem (que vocé ja
deveria ter feito antes no exercicio 7) da parte B) desta lista. Esta é uma
propriedade satisfeita por todas as funcgoes schlicht. No caso da funcao
de Koebe fy(z) tal bola B é extremal 7

c) Mostre que se f € S entdao g(¢) := 1/f(¢1)satisfaz

9(¢Q) =¢—az+ (a3 —az)¢"" +--- (<] > 1)

concluindo que g pertence a X e que omite 0. Reciprocamente, mostre
que se g € 3 e g(¢) # 0 para ¢ € D*, entao

f(2) =1/g(z"") =2 —bo2® + (b —b1) 2° + - (|2| < 1)

pertence a S.
d) Mostre o teorema da drea

dist (C \ g(D*)) = 7T(1 — Zn!bn|2) para g € ¥
n=1
inferindo -
|bl|<2n|bn|2<1 para g € ¥
n=1

Nota : Segue do teorema da area o caso particular do teorema de de
Branges |az| < 2.

e) Mostre que se f é uma funcdo schlicht entdo |a3 — az| < 1. Deduza daf
que se f leva conformemente D em C, entao a derivada Schwarziana S
de f satisfaz

S <6(1—2)
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onde (repetimos) Sf(z) := d_dz ];,((ZZ)) - %(JJCC’((5)>> .

Nota: O critério de univaléncia de Nehari diz o seguinte

Seja f uma fungao meromorfa e localmente univalente em By (0). Se

157(2)] < ﬁ vz € By(0)

entdo f ¢é univalente em B;(0). A constante 2 é a melhor posivel (exemplo de
Hille). Se f(0) € C, e f”(0) =0, entao f nao tem pdlos.

Nota: O teorema de distorcao de Koebe diz o seguinte: Seja f : D — C uma
aplicagao conforme que leva D no plano complexo C. Para z € D valem as
seguinte desigualdades

, |Z| / |7Z’
(2) |f (())]( T+ 12])? <|f(z) = FO) < [f (0)‘(1 —|2])2
. 1—|z| oy Ll
() Ol Gz SW @IS OlG e

Nota Dada uma fungao holomorfa p(z), a fungao geral f(z) com derivada
Schwarziana S¢(z) = 2p(z) tem a forma

N 91(2)
f(Z) - g2(z)

onde g1 e go sao solugoes linearmente independentes da equacao diferencial

ordinaria linear de segunda ordem

9"(2) +p(2)g(z) =0

e isto é um pouco surpreendente ja que a equacgao da derivada Scwarziana
é uma equacao nao linear de terceira ordem. Vocé saberia demonstrar a

afirmacao acima que liga a derivada Scwarziana a uma equagao linear 7
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