VCOMPLEXAS- JULHO de 2003-Lista 4

Professor: Ricardo Sa Earp

PARTE A: INTEGRACAO COMPLEXA

1) Calcular

ez
—=d
/7 z2(1—2)3 :

quando v é um circulo orientado positivamente (e simplesmente) dado por
a) |z| = 1/2. Resp:2mi
b) |z — 1| =1/2. Resp:—ime
c) |z| = 2. Dé uma férmula que relacione a integral do item c) com as
integrais dos itens a) e b). Justifique sua resposta tanto geometricamente
como analiticamente. Resp:im(2 — e)
d) 2(cos®)"” +i2(sen )", 0<0<2r, nelN.
Suponha que f(z) seja analitica num aberto contendo a curva fechada ~.
Mostre que

| f@f @
v
¢ um numero imaginario puro.

Suponha que f(z) seja analitica e que satisfaca |f(z) — 1| < 1 em um dominio

A é((j)) dz=0,

para toda curva fechada, seccionalmente C', em €.

). Mostre que

Se P(z) é um polinémio e C denota o circulo |z — a| = R, calcule [, P(z)dZ.
Resp:—2inR2P’ (a).

Seja v uma curva C! por partes e seja 7 sua imagem obtida pela aplicacao
z — Z. Suponha que f(z) seja uma fungao continua sobre ~.

a) Mostre que z — f(2) é continua sobre v e tem-se que

/Wf(z)dz:/ﬁfadz:/yfmdz
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Se v é uma curva simples fechada contida no disco aberto unitario D
e f(z) é uma fungao analitica em D, o que voce pode dizer da integral
do meio 7 Sempre se anula ? A fungaoz — f@ é holomorfa em D?
Compare com o exercicio 1)d) Parte B, Lista 1!

b) Em particular, se v é o circulo unitario positivamente orientado, mostre

/|Z|_1f(2)dz - _/|Z_1 IOk

Cuidado com a orientagao ? Nas duas férmulas acima o circulo v estd positiva-

que

mente orientado!!

6) Considere a série dada por

f(z) = Z l—ZzW = an(z)

a) Mostre que f(z) determina uma fungao holomorfa definida no disco unitario
B1(0) mostrando que a série converge normalmente em compactos de
B1(0).

b) Mostre que f(z) = . i ~

c) Determine a classe de curvas fechadas v tais que o valor da integral

f7 fn(z) dz é nao nulo.

7) Seja f uma fungao continua num dominio €. Seja v uma curva regular (por
partes) parametrizada pelo comprimento de arco s, cujo traco esteja contido
em (). Seja T o vetor velocidade de v e seja m um dado campo de vetores
normal unitdrio ao longo de . Dizemos que o fluro ou campo dado por

z+— f(z) é nulo (f é entdao chamado de fluzless) se

/f-nds:O

para toda curva simples (C! por partes) e fechada v em €. Dizemos que o campo

que z — f(z) é conservativo (ou irrotational) se

/f-Tds:O
gl
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para toda curva simples (C! por partes) e fechada v em €. Mostre que se um fluxo
(ou campo) z — f(z) em um dominio 2 é simultaneamente fluzrless e conservativo
entdo f(z) é uma funcao anti-holomorfa em ().

8) Seja f(z) uma fungao holomorfa em |z| < R, R > 1. Calcule de duas maneiras

distintas as integrais
1
/ﬁ P:t(z+——)]f@)d4
|z|=1 z o

obtendo as seguintes igualdades

) 27 ) 0 ,
— f(e%) cos? 3 do =2f(0)+ f (0)

T Jo

A Y !

— [ f(e")sin® 5 d6 =2f(0) — f (0)

T Jo 2

9) Mostre que se f(z) é holomorfa em um aberto que contenha o disco fechado
|z| <1 entdo vale

1 f) . {f(O) se Ja] < 1,
2mi Jp)=1 2 — @ F(0) = f(1/d) sela| > 1,
Sugestao: Use o exercicio 5 b) e a férmula de Cauchy.

10) Verifique que

/ U iflog(x — ib) — log(» — ia)}

z —1t

onde —oo < a < b < oo, Nz > 0. Conclua que

/@ zdt y—a y—b
- — arctan — arctan .
o 4 (y—1)? z v
11) Calcular

a) [ zdz
b) f,y zZd z
c) J,Rzdz onde v é o caminho poligonal 0 — (1 +14) — 2.

12) Calcule a integral / 2%dz, a € C, nos seguintes casos:
gl
a) 7 ¢ o semi-circulo indo de 1 & —1 no semi-plano superior (ou Im z > 0).
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b) 7 é o semi-circulo indo de 1 & —1 no semi-plano inferior.

c) v é o circulo de centro 0 e raio 1. Resp: sin(a + 1)m, se a # —1,

i
) a+1
27i, se a = —1. Para qual ramo de z® vale esta resposta ? Para que
valores de a temos o valor 0 ?

13) Mostre com todos os detalhes que

/ dz | _ 2nR
L2 +1 TR -1

onde v é o circulo |z| = R, R > 1.

dz
14) Sabendo-se que / — = 2mi, se v é uma curva simples fechada positivamente
z
¥
orientada ( e portanto de indice 1) verifique as seguintes férmulas

) /2” dt o
a = —,
o a2cos2t+b2sin®t  ab
onde o traco de v é a elipse de equacao z2/a? + y2/b* = 1.

/27r sin’ t cos? 2T
b
0

——dt = —
cosb t + sin® ¢ 3
onde v descreve o astréide dado por t — cos®t +isin®¢, 0 <t < 2m.

15) Calcule

1 dz

=i o oy 27O L

Use o resultado acima para calcular

1 [ dt
2 J, 1 —2acost+ a?’

16) Seja f(z) uma fung@o holomorfa definida num disco de raio R, R > 0 centrado
na origem. Suponha que f(0) seja real. Mostre que para 0 <r < Re |z| <7

tem-se que

f(Z) i/OQﬂ—%f(reit)reit‘FZ dt

T o rét—z
a) Conclua que se ¢ = Rf entao vale a férmula de Poisson

o(2) / oréy T g
0

~or Ir et —2z|2



b)

ii)

iii)
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Escreva a funcao g do item a) como soma de uma fungao holomorfa e de
uma fungao anti-holomorfa e re-obtenha que g é harmoénica para |z| < 7.

Sugestao : Escreva

r2 — |z|2 B ret re it

-1

lreft —z|2  ret—z  reit—%

(Desigualdade de Harnack) Seja g(z) uma funcao harmonica nao negativa
definida num disco de raio R, R > 0 centrado na origem. Mostre que
para 0 < r < R e |z| < r tem-se que

r+ ||
r—|z|

r— 2]
r+ |z|

g(0) < g(2) <

-9(0)

(Principio de Harnack) Aplique a desigualdade de Harnack para demons-
trar o principio de Harnack: Seja u; < ug < --- uma seqiiéncia crescente
de fungoes harmonicas definidas num dominio 2. Mostre que ou bem
Up, — 00 (n — 00) uniformemente em compactos, ou bem existe uma
funcao harmonica u em €2 tal que u,, — u (n — o0) uniformemente em
compactos de ().

Uma funcao real continua f num aberto U C C é chamada de sub-
harmonica se satisfaz a desiguladade da média, i. e se o fecho de um
disco de raio R e centro p estd inteiramente contido em U, entao

27

f0) < 5 [ Fo+ o)t

0

Nota: Uma funcao f de classe C? é sub-harménica, sse Af > 0.

Mostre que se g : U — C é harménica, entdao f := |g| é sub-harmonica.
Serd |g| harmonica ?

Mostre que se f : U — IR é harmonica e se ¢ : IR — IR é uma func¢ao nao
decrescente e convexa entao ¢ o f é sub-harmonica. Sugestdo : Aplique
a desigualdade de Jensen (veja Rudin, ref. 20). Conclua que ¢ é sub-
harménica e f2? é sub-harmoénica de f é nao negativa em U.

Mostre que se f é holomorfa em U e p > 0 entao |f|P é sub-harmonica.
Agora suponha que f seja harmoénica. Mostre que | f|P é sub-harménica
quando p > 1.
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o

17) Seja f(z) = Zanz" uma série cujo raio de convergéncia é 1. Suponha que
0

|f(2)[(1 — |z|) < 1 para todo z tal que |z| < 1. Mostre que para todo inteiro

positivo tem-se que
1 n
|an’<(1+ﬁ) (n+1)<e(n+1)

18) Seja D a bola unitaria aberta de raio 1 centrada na origem. Sejam f(z) =
oo anz™ e g(z) = 3.5 bpz™ duas fungoes holomorfas definidas em D, satis-
fazendo f(0) = ¢g(0) = 0.

a) Mostre que as séries

F(z) =Y aug(z") ()= baf(z")

sao normalmente convergentes em qualquer subconjunto compacto de D.
Estalelega o desenvolvimento de F' e G na origem e conclua que F'(z) =
G(z) para todo z € D.

b) Seja log a determinagao principal do logaritmo. Estabeleca que

Zlog(1+z") = Z (_12&”

—1 n o n

YR S
1—2zn’ 1—2zn — 142"

1

1
19) Mostre que I(z) = / T d( satisfaz

|(—z0|=R

ol ol
5(2) = &(z) =0

concluindo que I(z) nao depende de z e que I(z) = 2mi.

20) Seja f uma funcdo continua no circulo S* = {|z| = 1}. Defina

f(z) se |z[ =1,
F(z) = %ﬂ,/%d( se |z| <1

|z|=1
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Serd F' continua em {|z| <1} 7
21) Neste exercicio vocé vai trabalhar com ramos de fungdes multivalentes e inte-
gracao complexa.

a) Considere a funcao multivalente

1

f(Z):m

i) Mostre que pode-se definir um ramo de f(z) no dominio C\ [0, 1].
ii) Usando um resultado dado em sala de aula, calcule a integral

|Z|Z2 \/z(zl— Tk

1
V2122 - 102+ 1

Para atingir o rigor matematico vocé precisard aplicar a

b) Idem para f(z) , € 0 contorno |z| = 1.

férmula de Newton -Abel, convenientemente. No mesmo espirito, calcule

| ==

|z|=R

para a,b € C e R suficientemente grande.
22)
a) Encontre os desenvolvimentos de Laurent e os residuos das fungoes abaixo,
numa vizinhanca perfurada de cada singularidade.
i z) = ———.
) 1(2) 1 —-cosz
.. 2+ 32
i) = .
1—¢
iii)

z—1
25 —1
eiaz

44 227

V) (neste exemplo restrinja-se as singularidades contidas no semi-plano superior)

N2
<logz —log2 — %)

4 + 22

iv)
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onde o ramo do logaritmo estd tomado retirando-se o semi-eixo imaginario nega-
tivo, com o argumento variando entre —m/2 e 37 /2.

Vl) (neste exemplo restrinja-se as singularidades contidas no semi-plano superior)

log z —log2 —im/2
(22 +4)°

onde tomamos o mesmo ramo do exemplo anterior.

b) Para cada um dos exemplos dado nos itens i) a vi) do item a) acima,

calcule )
z

dz
., 2003

onde v é uma curva simples fechada positivamente orientada, em torno
de uma singularidade de f(z), sem passar por uma singularidade de f(z),
com v bordando um dominio €2, de maneira que Q contém apenas uma
unica singularidade de f(z).

23) Considere a fungao

fle) = -

a) Obtenha o desenvolvimento de Laurent de f(z) no anel |z| > 1.
b) Obtenha o desenvolvimento de Laurent de f(z) no anel 0 < |z| < 1.
Calcule o residuo, e em seguida avalie a integral

(2)
~a008 4%
I2]=1/2

24) Escreva o desenvolvimento de Laurent de

fl) =

para |z| > 1. Em seguida calcule

e1/(z71)d
—dz
|z|=1110'° z11

el/(z=1) 94,
|z|=111010

Idem para
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25) Escreva o desenvolvimento de Laurent de

f(z) = (longl>2

para |z| > 1. Em seguida calcule

PARTE B: FORMULA DE CAUCHY LOCAL - CONSEQUENCIAS

1) Verifique (ou obtenha) os desenvolvimentos de Taylor das fungoes abaixo , jus-
tificando a convergéncia ( raio e disco de convergéncia) em cada caso. Discuta

convergéncia normal.

a) (1+2)* = Z (a) 2", |z| <1 ( esta é a chamada série binomial ),
n
n>0
— e (= 1
onde (g) =1le (a) = a(a ) '(a nt ) Obtenha os desenvolvimentos,
n n!

em particular, para « = —1,£1/2, { = —=z.
b) Seja f(z) = 1/z(z — 1), z € C\ {0,1}. Obtenha o desenvolvimento
de f(z) em z = 2, como segue

Qual é o raio de convergéncia da série acima ? Discuta isto!
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o0

1

) g = LMD <t
n=0
mol_ = (n+1)-(ngm)
d) (1-2) :Z o 2", |z| <1, m e IN.
n=0 '
. B 00 n a2n 1 — c
e) sin (az) = ,;)(_ ) @nt 1) 1)!2 , 2 eC.
f 2 N Ly 2 .
) cosz nz;;( ) O 2 cC
: 0
1 o (—1)"sin(n + 1)1 §
&) z2+1:nZ:O (v2)n+1 (z=1)", 2 — 1] < V2.
1 O o(n+1)i0 _ o—(n+1)i0
h = ) ; n) < 1
) 1 —2zcosf + 22 Zo: @b _ i z ]
i) Exiba as séries abaixo escrevendo uma expressao numa “forma fechada”
(s e R)

E 2" cosns

n>0

E Z" sinns

n>0

j) Exiba o desenvolvimento de Taylor na origem das fungdes f(z) abaixo,

determinando o raio de convergéncia das respectivas séries

f(2)=In(1+z+22+23+2%
f(2) =In(1 + 22 + 22% + 22° + 2%)

k) Escreva a série abaixo como soma de duas funcoes elementares (“closed

form”)
4n
z

20: (4n)!

i) Para cada fungao f(z) dada nos itens de a) a k) acima calcule

/ f(::') 4

|2]=1/2
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2) Lema de Schwarz Seja f(z) uma fungdo holomorfa no disco |z| < 1. Supon-
hamos que
f(0) =0, 1f(z) <1 para |z] < 1.
Mostre que

i) [f(2)| < z] para |2] < 1.

ii) Se vale a igualdade |f(z0)| = |z0|, para algum zy, # 0, entao f(z) =
Az, Vz, |z] < 1e |\ = 1. O que vocé pode dizer sobre a derivada de f(z)
em z = 07.

a) Mostre que uma equivaléncia conforme do disco aberto unitario D sobre
si mesmo que deixa fixa a origem é uma rotacao . Quais destas trans-
formagoes satisfaz f(a) = 0, para |a| < 1?7 Mostre que o conjunto de
todas as equivaléncias conformes de D ¢é igual ao conjunto de todas as
aplicacoes de Mdobius que preservam D. O qué sao estas ( veja exercicio
2) ¢), Lista 3) ?

b) Mostre que o conjunto de todas as equivaléncias conforme do semi-plano
superior aberto H = {Imz > 0} que deixa fixo o ponto i é dado pela

familia a 1-parametro

t —
z+ an2

z —

1 —ztan -

2
que dependem do parametro real 6. Este é na linguagem da teoria dos gru-
pos o sub-grupo de isotropia do ponto z = ¢ do grupo das transformacoes

de Mobius que preservam H.

c) Problemas de extremo: Sejam a e b nimeros complexos tais que |a| < 1 e
b| < 1. Quéo grande |f (a)| pode ser se f esté sujeita as condicdes f(z)

/ 1— [b?
é holomorfa, ||f|lc < 1 e f(a) = b7 Resp :|f (a)] < 1

W. Quando é
— la

que vale a igualdade 7

1
Suponha também que f (5) = 0. Maximize

3
f (Z) ' . Para quais fungoes
f o méaximo é atingido ? Resp :—. Agora dentre todas as funcoes holomorfas e
(1
(5)

1
quando f (g) = 0. Para que fungoes este maximo é assumido?

limitadas por 1 no disco unitario aberto D, mostre que max ¢é assumido
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3) Seja A um conjunto aberto em C e seja 7 uma curva seccionalmente C! em
C. Suponha que ¢ : [7] x A — C é continua e defina g : A — C por

Mostre que

a) g é continua.

b) Se 8_90 existe para cada (w, z) € [7] X A e é continua, entdo g é analitica
z
/ 8%0
= [ —d
9 (2) L 5, W

c) Suponha que ¢ é continua em [y]. Use o exercicio anterior para mostrar

g(z):[y:j(iu)zdw

¢ analitica em C\ [y] e que

e

que

(M) (5) = p(w) w
9" (2) !/Y(w_z)n—i-ld

4) Seja

oo

f(2) =) calz—a)"

n=0
uma série de raio de convergéncia R > 0. Mostre a identidade de Parseval: Se
0 <7 < R entao

o0 e

1 .
Z |cn|27°2" = %/ |f(a+ re19)|2d9

n=0 -7

Demonstre o teorema de Liouville, o principio do maximo e as estimativas de
Cauchy, via a identidade de Parseval. Demonstre o teorema fundamental da
algebra aplicando o principio do méaximo.
5) A idéia inicial é demonstrar o Teorema de Weierstrass refinado.
Suponha que f; — f converge uniformemente em conjuntos compactos de (2.

Mostre que f(z) é holomorfa em 2 e que f; — ' uniformemente em conjuntos
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compactos de €. O que vocé pode dizer quanto a convergéncia das outras derivadas

?

Agora suponha que (2 é limitado e suponha que f;(z) seja uma seqiiéncia de

funcoes holomorfas em €2 e continuas em 2. Assuma que f; |spn converge uniforme-

mente em 0f). Mostre que a seqiiéncia { f,,} converge uniformemente em €2 & uma

funcao limite f que é continua em ) e holomorfa em ().

Sugestao: Aplique o teorema de Cauchy e o teorema de Morera. Em seguida

aplique as estimativas de Cauchy (por qué f é continua ?7) Enuncie um resultado

analogo para séries E fn normalmente localmente convergentes.

n

6) Caracterizagoes das fungdes racionais

a)

Seja f uma funcdo inteira tal que para r > 0, « € (0,1) e para b € R™,
apropriados tem-se que

[fl < a+blz],  selz[ >

Mostre que f é uma constante
Seja f uma funcao inteira tal que Rf > 0. Mostre que f é uma funcao
constante.
Seja f uma funcao inteira. Suponha que existe M > 0, a > 0, r > 0,
tais que

()] < Mz, z[>7

Mostre que f é um polinomio de grau N < «.

(Fazer apos o estudo das singularidades isoladas de uma fungdo holo-

morfa) Seja f uma funcdo inteira; se | l|im |f(z)] = L existe (finito ou

Z|— 00

infinito), mostre que f é um polinémio.

(Fazer apds o estudo das singularidades isoladas de uma fun¢do holo-

morfa) Seja f uma fungdo meromorfa em C tendo um ndmero finito de

polos. Se | 1|irn |f(2)| = L existe (finito ou infinito), entdo f(z) é uma
Z|— 00

fungao racional de z (isto é quociente de dois polindmios). Sugestao:

Considerar os casos 0 < L < oo e L = 0, separadamente.

7) Seja f uma funcao inteira, verificar

F(z) — F(0) = = / wfﬂdw se |2| < R

T omi (w—z)
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onde Yr(t) = Re, 0 <t < 27w e R > 0. Deduzir que, para |z| < R,

e R
F2) = FO) < gmp o [ R

Concluir que se

27
sup/ |f(Re™)|dt < oo
Rr>0.Jo

entdo f é uma constante. ( Note que isto generaliza o teorema de Liouville;
este raciocinio é devido a Cauchy e é anterior ao enunciado do teorema de

Liouville).

8) Continuando o exercicio precedente mostre que se f é uma funcao inteira e se

1 27 '
Jim _/ F(Rei")|dt = 0
0

entdo f é uma constante. O mesmo se

1 27 )
lim sup E/ |f(Re™)| dt < oo
0

R—o0

mostrar que f(z) é da forma a + bz, onde a, b sdo constantes complexas.

9) Seja f uma fungao inteira; se

I://IRQ|f(x+iy)\dxdy<oo

mostrar que f = 0, utilizando os seguintes raciocinios:

a) [[ge |f(z +iy)|dady = 27 [;° r My(r)dr onde

27
M) = 5= [ Irtetat

b) Se infy [re® — 2| > 1, |z| < 7, 7 > 1 entdo obtém-se |f(z)| < r Mi(r),

escrevendo . F(w)
flz) = o / wzdw
Vr

w —

onde 7,.(t) = re't, 0 <t < 2m.



10)

11)

12)

13)

14)

15)

16)
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¢) Do item b) deduzir que se liminf, ., r M1(r) = 0 entdo f = 0.
d) Do item a) deduzir que lim, o, r M7(r) =0 se I < oc.

Seja f uma funcao holomorfa definida num dominio €2 que contém o disco
unitario fechado, isto é, {|z| < 1} C Q. O que vocé pode dizer de f se f
satisfaz: |f(z)] = 1, se |z| = 1?7 (Observagdo : Nao darei sugestoes neste
exercicio de propdsito para vocé testar a sua forgal).

Seja f(z) = z(z — 1)(z — 2). Mostre que o maximo de f em |z| < 1 é atingido
no circulo |z| =1 e vale 6.

Mostre que sup {|sin z|; |Rz| < 7, |Imz| < 7} = 1+ sinh® 7. Em que pon-
tos este maximo é atingido?

Seja f uma fung@o holomorfa nao constante definida em |z| < R; coloquemos
M(r) = sup |f(2)] com 0 < r < R. Mostre que M : [0,R) — [0,00) é

|z|=r

estritamente crescente.

Seja f uma fungao holomorfa nao constante definida que estd para |z| >
R (R > 0) tal que ¢ = lim|,|_ | f(2)| existe; para r > R define-de M(r)
como no exercicio precedente. Mostre que

M(r) = sup |f(2)|

|z| >

e M :[R,00) — [0,00) é estritamente decrescente.

Seja f um polinémio de grau n; seja M (r) como no exercicio 13). Mostre que
para 0 <r <s

sendo que a igualdade vale < f(z) é da forma az". Sugestdo: Aplique o
exercicio anterior na funcdo g dada por g(z) = f(z)/z".

oo

Seja f(z) = > cn2™, |z| < R. Coloquemos u = Rf, v = Im f. Mostre que
n=0

para0<r< R, n=1,2,...

27 27

€ = —— /u(r ett)e~int qt = v u(rett)e= it dt,
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17)
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Deduzir que se f é real sobre o circulo |z| = r, 0 < r < R, entdo f é uma

constante real em |z| < R. Observa¢do : Para ser lida apos o principio de

reflexao de Schwarz. Tente dar outra demonstragao mais elegante utilizando

o principio de reflexao de Schwarz, combinado com o teorema de Liouville ou

o principio do maximo!!

(Generalizag¢do do Teorema de Liouville.) Continuagao do exercicio anterior:
Seja A(r) = sup, i, {Rf(2)}.

a)

Estabeleca que

27
Reop = L u(re™)dt
2 ’
0
deduza do exercicio anterior que paran =1,2,...,0 <r < R,

27
len|r™ 4+ 2Rey < l / {‘u(reit)| +u(7‘eit)} dt.
T
0

Conclua que paran=1,2,...,0<r < R,
len|r™ < max{4A(r),0} — 2R f(0).

Use o que foi feito antes para mostrar o seguinte: se f é uma funcgao
inteira e se A(r) < Mr®, parar > R e M,a > 0 dados entdo f é um
polinémio de grau n < a. Em particular, mostre que se A(r) é limitada
superiormente entao f é constante (Veja o ex. 6) ).
(Fungaoes inteiras de ordem finita). Seja f(z) uma fungao inteira. Dize-
mos que f(z) tem ordem finita se existe R > 0 e algum inteiro positivo k
tal que |f(2)| < el#l® vz satisfazendo |z| > R.

i) Mostre que se f(z) é uma fungao inteira sem zeros de ordem finita,

entao

f(z) = @

onde p(z) é um polinémio.
ii) nas mesmas hipdteses acima, exceto que f(z) tem finitos zeros, mostre
que

f(z) = q(z) &
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onde ¢(z) e p(z) sao polin;?mios.

iii) Mostre que f(z) =e* — Z—, n € IN e a > e tem infinitos zeros em C
mas nao tem nenhum zerCcL) no disco unitério B;(0).

iv) Mostre que f(z) = € —az", n € IN e a > e tem infinitos zeros
em C mas tem exatamente n zeros simples no disco unitario By (0).
Sugestao: Para a ultima conclusao vocé vai precisar do teorema de
Rouché.

v) Mostre que €** —p(z), onde p(z) é um polinémio e a € C tem infinitos

zeros em C.

Seja X um conjunto do plano complexo C. Seja f,, uma seqiiéncia de fungoes
complexas definidas em X que converge uniformemente em X a uma funcao

f + X — C. Suponha que
inf{|fn(2)[; n € N} > 0.

Mostre que a seqiiéncia {1/ f,} converge uniformemente em X a 1/f.

Seja K um conjunto compacto de C, seja {f,} uma seqiiéncia de fungoes
complexas continuas definidas em K que converge uniformemente em K a
uma funcao continua f : K — C. Suponha que f,(z) # 0 e que f(z) # 0,
Vz € K, n € IN. Mostre que inf{|f,(z)], n € IN, z € K} > 0. Agora com
a ajuda do exercicio anterior deduza que {1/f,} converge uniformemente em
K all/f.

Seja f uma fungao holomorfa na bola aberta Br(0) de raio R. Suponha que
f(2) — g(2) (n — o0), uniformemente, localmente em z € Br(0). Mostre
com todos os detalhes, refazendo todos os teoremas necessdrios para o estab-
elecimento do fato que g(z) = ce®, onde ¢ é uma contante.

Seja

00 n
n=0

Suponha que a série f(0) +f (0)+- - - converge. Mostre com todos os detalhes,
refazendo todos os teoremas envolvidos que
a) A fungao f é uma funcao inteira (isto é, analitica em todo o plano com-

plexo).
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b) A série 32, o f (")(2) converge uniformemente, localmente em C.

) Sejag(z) =3 .50 M (2), z € C. Mostre que ¢ (2) = g(z) — f(z), z € C.
Conclua que g(z) = €*(g(0) — ¢(z)), z € C, onde ¢ é uma primitiva em
C da funcao z — e *f(z), tal que ¢(0) = 0. Justifique rigorosamente
todos os passos do seu raciocinio, inclusive a existéncia de tal primitiva

em todo o plano complexo.

Seja s = o +it, 0 = RNs,t = Ims. Demonstre que a série Zn>1 n~%, con-

verge no semi-plano o > oy, para cada oy > 1. Conclua que a funcao
((s) = >,51n ° define uma funcdo holomorfa (fungao zeta de Riemann)
no semi-plano aberto ¢ > 1. O que vocé pode dizer das séries de Dirichlet

Yapn=5, (a, €C, n>1, s€C)?
n>1

Seja U um aberto de C e seja K um subconjunto compacto de U. Mostre que
existe uma constante C' dependendo apenas de K e de U tal que se f é uma
funcao holomorfa em U, entao

1/2
sup|f] < € ( / |f(w7y)l2d:rdy>
K U

Sugestao : Use Parseval.

(Estimativas de Cauchy para derivadas em conjuntos compactos) Seja {2 um
dominio de C, K C © um compacto contido em (2, e K uma vizinhanca
compacta de K em (2. Mostre que para todo £ € IN existe uma constante
positiva Mj,, dependendo apenas de , K, K tal que

Sup |F P (2)] < My, sup | f(2)], Vf holomorfa em ()
K

Considere U um aberto do plano complexo. Fixe um ponto p € U. Seja
F uma familia de fungoes holomorfas definidas em U cujas imagens estao
contidas no disco unitario D, levando p em 0. Mostre que existe uma seqiiéncia
{fn}, fn € F que convergem uniformente em compactos de U & uma fungao
holomorfa g : U — D satisfazendo

19" ®)| = | (p)|

para toda f € F. Sugestao : Aplique a estimativa de Cauchy, o teorema de
Montel e o principio do maximo.
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26) O seguinte problema para equagoes diferenciais ordinarias holomorfas de primeira
ordem ¢é fundamental
Considere f(z,w) uma fun¢ao holomorfa nas varidveis z, w, para z numa vizin-
hanca de a e w numa vizinhanca de b. Considere o seguinte problema com condicao

inicial
(*)

O seguinte resultado é fundamental: O problema acima (*) possui uma e
apenas uma solucao.
O mesmo resultado vale para equacoes diferenciais ordinarias holomorfas de

ordem superior:

e fz,w,w', ..., w™ )
w(a) =b
w'(a) = bl (**)
w” (a) = by
L w("_l)(a) =bp_1

Quando a equacao € linear um pouco mais pode ser dito: Considere

w” +p(2)w’ + q(z)w =0 (x)

onde p(z) e q(z) sao holomorfas para |z —a| < R, R > 0. Segue entao
que a solucao geral de (xx) é combinagao linear de duas solugbes linearmente
independentes holomorfas para |z — a| < R. Veja refs. 1), 3), 5) e 8).

a) Considere a equagao diferencial abaixo
w'(2) + 2zw(z) = 2* (%)

i) Mostre que toda solucao de (x) é inteira e que sempre existe tal
solucao.
ii) Sejaw(z) = Z a,z", uma solucao de (x). Mostre que os coeficientes

a, satisfazem uma equacao de diferencas linear de sequnda ordem,
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usualmente chamada de relacao de recorréncia. Resolva esta equacao
calculando os coeficientes. Determine a solucao geral da equacao.

Considere a equacao diferencial

Assuma que existe uma solucao de (x) da forma

w(z) = —z +agz® + -

numa vizinhanca de 0. Mostre que as

—1 / 2, as
os coeficientes a,, satisfazem a seguinte relacao de recorréncia para

n>4:

1/6 e que

n—2

—na, + Z(k‘ + 1 ap_rars1 =0
k=1

c) Considere a equacao diferencial

i)

ii)

iii)

iv)

v)

( dEw dw
2 J— J— —_— —_ — pr—
(22 —2z—3) 2 +3(z—1) P +w =0
w(l) =4 (%)
w'(1) =1

\

Dé uma argumento, sem fazer conta, que (*) possui uma solugao que
¢ dada por uma série de poténcias f(z) = Z an(z —1)", de raio de
convergéncia R igual a 2.

Encontre a equacao de diferencas satisfeita pelos coeficientes a,,
referidos no item 7).

Encontre uma férmula para os coeficientes a,, em funcao de n.
Fazendo obrigatoriamente dois célculos distintos, calcule de duas

maneiras distintas explicitamente o raio de convergéncia da série.

Calcule f(2003)(1).
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[ i

I¢—=1[=1

vi) Calcule a integral

vii) Encontre a soluc¢do da equagao diferencial

( & w dw
2 - - v . hatad _ 2
(22 — 22 3)dz2+3(z 1)dZ—|—w l+z+2
w(l) =4
| w'(1) =1

27) (Equagées singulares regulares de segunda ordem)
Vamos fazer uma incursao na teoria das equacoes diferenciais complexas li-
neares de segunda ordem singulares regulares. Vamos considerar uma equacao da

forma
w”(2) + a(z)w'(z) + b(z)w(z) =0 (%)

onde a(z), b(z) sao fungdes holomorfas num disco perfurado 0 < |z—zg| < . Se
pelo menos uma das fungdes a(z),b(z), ndo é holomorfa numa vizinhanga de
20, dizemos que 2o é um ponto singular de (x). Caso contrario, dizemos que z
é um ponto regular. Neste caso, o teoria geral de sistemas holomorfos pode ser
aplicada para garantir a existéncia de duas solugoes holomorfas linearmente
independentes wq(z) e wa(z) que geram o espago de solugoes de (x). Uma
demonstracao usando a teoria de séries majorantes pode ser encontrada na
ref. 11). Vamos nos interessar doravante no caso singular.

Caso zgp nao seja um ponto regular e a(z) tenha no méaximo um pdlo de
primeira ordem (em zp) e b(z) tenha no méximo um pdlo de segunda ordem,
dizemos que zy é um ponto singular regular. Um ponto singular que nao é
um ponto singular regular é chamado de ponto irregular.

A definicao para z = oo é feita de maneira andloga fazendo a substituicao

( = —. Com efeito: O resultado desta mudanga de variaveis é a seguinte

T (2 L)+ 2o (P ro=0 e

equacao
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onde v(¢) := w(1/z). O ponto z = co é chamado de regular ou singular regular
consoante que o ponto ( = 0 é um ponto regular ou singular regular para a
equagao ().

a) Sejam a(z) e b(z) fungoes holomorfas para |z| > r. Mostre que o ponto
z = oo é um ponto singular regular de (x), se e somente se a(z) tem um
zero e b(z) tem um zero miltiplo em z = oo (ou equivalentemente, za(z)
e 2%a(z) tem limites finitos em z = oo). Em particular, conclua que o
ponto é regular, se e somente se o coeficiente a_; da série de Laurent de
a(z) em |z| > r é a_1 = 2, e os coeficientes b_s,b_3 da série de Laurent
de b(z) sdo nulos.

Suponha que z = 0 é um ponto singular da equacao (*) e considere os desen-

volvimentos de Laurent em z = 0
1 — 1 —
k k
a(z) = - b(z) == b 0
(2) ZZakz, (2) Zgzkz, <zl <€
0 0
Considere a chamada equacao indicial

p(p—1) +app+by =0 (1)

b) Sabendo que z = 0 é uma singularidade regular da equagao (*) mostre que
sempre existe uma solucdo u(z) de (x) da forma (método de Frobenius)

u(z) = 2" <1 + Z an(r)z”)

onde r é uma raiz da equagao indicial (1), e os coeficientes o, (r) sdo obtidos
por uma certa relacao de recorréncia que vocé deve explicitar; sendo a série a
esquerda da igualdade acima convergente numa vizinhancga da origem.
Sejam r1 e ro as raizes da equacao indicial, com Rrq > Rrs.

c) Mostre que quando r; — ro ndo é um inteiro podemos encontrar uma
solugoes u1(z) e uz(z) linearmente independentes de (%) pelo método do
item b).

d) Mostre que quando as raizes da equagao indicial sao iguais a r = r1, obte-
mos uma segunda soluc¢ao v(z) independente da solugao u(z) encontrada
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no item b) pela férmula

v(z) = u(z)log z + 2™ (Z Cmgi?(fl)z”)

onde os coeficientes o, sdo obtidos no item b) e a série a esquerda da igualdade

converge numa vizinhanca da origem.

Sugestao : Olhe como ¢ feita a demonstracao da obtengao das solugoes fun-
damentais da Equacao de Euler : z?w” + azw’ + bw = 0,a,b € C, no caso que as
raizes sao iguais.

e) Considere o caso que r; — 19 = N > 0, é um inteiro. Mostre que uma

segunda solugao v(z) independente de u(z) pode ser obtida pela férmula

v(z) = cu(z)log z + 2" Z dir ((r —ro)an(r)) 2"

n=0 r=ra
onde ¢ = lim (r — ry)an(r).

T—T2
e) Considere a equagao de Bessel de ordem «

22w (2) + 2w’ (2) + (2° — a®)w(z) =0

onde o € C é uma constante com Ra > 0.
i) Mostre que z = 0 é um ponto singular regular e z = co é um ponto
irregular para a equacao de Bessel.
ii) Mostre que as raizes da equagao indicial sdo p=a e p = —a.

Considere as funcoes de Bessel

LOEDY n!r(y(;rlgjL 1) (%)Mﬁ

n=0

onde I' é a funcao Gamma. Para o # —1,—2,..., sao chamadas funcoes de
Bessel de primeiro tipo e indice n (quando o =n € IN).
Considere as fungoes de Bessel

2. 2 1% (=1)™ (n—1)! Z\2m-n
Yn(z) - —;log §Jn(z)_;mzzo ml (1 — n) T (1 T ntm— 1) (5)
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para n = 0,1,2,..., sao chamadas de funcoes de Bessel de segundo tipo e

indice n .

iii) Mostre que quando « néo é um inteiro tem-se que J,(2) e J_o(2)
sao solugoes linearmente independentes da equacgao de Bessel.

iv) Mostre que quando o« = n € IN, um par de solugdes independentes é
dado por J,(2) e Y, (2).

iv) Encontre as solugoes explicitas da equacao de Bessel de ordem zero,
mostrando que Jy(z) é inteira e estude o comportamento da solucao
geral quando z — 0.

v) Estude a equagao de Bessel de ordem meio e mostre explicitamente
que a segunda solugao nao possui termo logaritmico embora a diferenca
das raizes seja um inteiro.

vi) Encontre as solugoes explicitas da equacao de Bessel de ordem um,
mostrando que J;(z) é inteira e estude o comportamento da solucao
geral quando z — 0.

vii) Exercicio-pesquisa: Mostre que as fungoes de Bessel J,(z) tem um
nimero infinito de zeros na semi-reta real positiva. Mostre também

que as fungdes de Bessel Y,,(2) sao ilimitadas na origem.

Dizemos que a equacao (x) é Fuchsiana, se esta possui um nimero finito de

singularidades em C U {o0}, sendo todas as singularidades regulares.

e) Considere a equacao de Legendre

(2% — Dw"(2) + 220/ (2) — a(a+ Dw(z) =0, aecC

i) Mostre que a equagao de Legendre é Fuchsiana.

ii) Mostre que quando @ = n € IN, existe um polinémio P,(z) que é
solugao da equagao de Legendre. Mostre que P,(1) =1, P,(—z2) =
(—1)"P,(z). Além disso, mostre a formula de Rodrigues

1 Ja

Po(2) = oo (2 = 1)"

calculando Py(z), Py(z), P2(z), P3(z).
f) Estude a série hipergeométrica

2(1=2)w"(z)+ (y—(a+ B8+ 1)2)w'(z) — afw(z) =0
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Nota: A teoria das equagOes singulares regulares de segunda ordem,
aparece em varias areas da Matematica Pura e Aplicada:

- Teoria das Transformacoes Conformes. A série hipergeométrica aparece
na construcao de uma transformacao conforme explicita do disco
unitario aberto |z| < 1 sobre o interior de um triangulo geodésico A
no disco hiperbdlico.

- Na Analise Harmonica ( andlise de Fourier, séries de Fourier-Bessel,
problemas de Sturm-Liouville singular).

- na Fisica Matematica e Mecanica (eq. da membrana oscilante, tem-
peratura de um cilindro longo).

- Equagoes Diferenciais Parciais (problemas de Dirichlet em regides
esféricas)

- Teoria das superficies de curvatura média 1 no espaco hiperbdlico
(que sdo “primas ” das minimas de IR?).

g) Faga o exercicio 4) da parte C da lista 2.
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