VCOMPLEXAS-JULHO de 2003-Lista 5

Professor: Ricardo Sa Earp

PARTE A: FORMULA DE CAUCHY - CONSEQUENCIAS II

1) Considere uma funcao holomorfa f(z) numa vizinhanga da origem que satisfaz
f(2z) = f(z) sobre um intervalo do eixo real. O que vocé pode dizer sobre

f 7 Sugestao: Mostre primeiramente que f(z) é inteira. Em seguida aplique o
principio do maximo ou o teorema de Liouville para completar a demonstracao .

Vocé saberia dar uma outra dedugao baseada em continuacao analitica ?

2) Mostre a seguinte versao do teorema de Cauchy: Seja f(z) uma fungao
continua definida em um aberto A C C e holomorfa em todo ponto de A.
exceto quica em pontos de uma reta L paralela ao eixo real. Mostre que a
forma f(z)dz é localmente exata, isto é, f(z) admite localmente uma prim-
itiva. Conclua que f(z) é holomorfa em todos os pontos de A, sem excegao
. Em particular, conclua que se f(z) é holomorfa em todos os pontos de A
exceto, possivelmente, em pontos isolados, entdo f(z) é holomorfa em A.
Sugestao: Mostre que a integral f7 f(2)dz é nula para o bordo v de todo

retangulo R contido em A. Os dois casos nao evidentes sao quando um dos lados
do retangulo se apoia sobre L, ou quando quando L corta R. Use a continuidade

da integral acima para perfazer os detalhes.

3) (Principio de reflexao de Schwarz) O principio de reflexdo de Schwarz tem
muitas aplicagoes na teoria das transformacoes conformes, como por exemplo
na formula de Schwarz- Christoffel. Demonstre com todos os detalhes a versao
do principio de reflexao de Schwarz quando o circulo |z| = 1 substitue Re.
Faca o mesmo para circulos quaisquer. Sugestao: Use uma transformacao de
Mobius conveniente.

a) Mostre que se f(z) é inteira e real no eixo real, imaginrio puro no eixo
imagindrio, entdo f(z) é impar.

b) Se f(z) é inteira e satisfaz |f(z)| = 1, para |z| = 1, o que vocé pode dizer
sobre f 7 Por outro lado, se f leva o disc unitario B;(0) em si mesmo e
satisfaz |f(z)| = 1, para |z| = 1, o que vocé pode dizer sobre f ?
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c) Mostre que uma transformagao conforme w = f(z) que leva o disco
unitario By (0) sobre a esfera de Riemann C U {oo}, cortada ao longo

do raio —oo < w < R pode ser estendida para além do circulo |z] = 1,
satisfazendo a relagao

além disso, mostre que w = f(z) leva a esfera de Riemann sobre a esfera de
Riemann recoberta duas vezes (de grau 2); logo conclua que deve ser uma
funcao racional com dois pélos. Com a normalizagao f(0) = 0 e f'(0) > 0,

(1-2)?

d) Mostre que uma fungao holomorfa w = f(z) que leva a bola |z| < 1, sobre

mostre que f(z) = é a fungao de Koebe.

a bola |w| < 1, recoberta n vezes tem que ser uma fungao racional com
n polos.
Seja f e g duas funcoes holomorfas em um dominio €2 do plano complexo que
nao se anulam em nenhum ponto de 2. Suponha que existe uma seqiiéncia
{a,} de pontos de Q, tais que lima,, = a, sen — 00, a € Qea, # a, Vn € IN.
Suponha ainda que

£(an) _ g'(an)
flan) g(an)

O que voceé pode dizer de f(z) e g(z) ?

, Vn € IN.

Seja f uma funcao holomorfa em um aberto A e seja g definida em A x A por

o - fw)
9(z,w) = S
f(2) se w = z.

Mostre que g é continua em A x A. Sugestado: E claro que os tnicos pontos que
podem gerar davidas estao na diagonal z = w. Fixe a € A. Seja B(a,r) um
disco aberto de centro a e raio r inteiramente contido em A, r suficientemente
pequeno. Se z,w estdo em B(a,r) e se y(t) = (1 — t)z + tw, , entdo ~(t) €
B(a,r), 0 <t < 1. Mostre que vale
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Use a continuidade de f'(z) para concluir o argumento.

Suponha que {2 seja um dominio e que f(z) seja uma fungao holomorfa em €,
univalente, isto é um a um. Mostre que f(z) d4 uma equivaléncia conforme
entre € e sua imagem.

Mostre que et = e*e® usando um argumento baseado em prolongamento

analitico.

Usando a férmula de Cauchy local calcule diretamente as seguintes integrais:

a) [T22dz, () =€, 0<t<2m.
2
v
1 )
b) [ (;izdz, y(t) =1+1/2e", 0<t<2m,n>0.
! ef —e* .
c) [ —dz, (t) = 10719 73% 0 <t < 271, n > 0.
z
v
dz
d , t) = 2¢"
NS UR

2
1
Calcule a integral A{ Z(ZZQ—_:—ZL)

valores possiveis de r, 0 <r <2e2 <r < oo.

dz onde v(t) = re®, 0 < t < 2, para todos os

Seja 2 um dominio simplesmente conexo e seja f : 2 — C uma funcao
analitica tal que f(z) # 0 para todo z em 2. Mostre que existe uma funcao
analitica g : Q — C tal que f(z) =e9®). Se zy € Qe e = f(z), pode-se
escolher g tal que g(zp) = wp.

Dé um exemplo de uma curva em C\ {a,b}, a # b tal que 7y seja “homologi-
camente”trivial (i.e winding number n(vy,a) = n(vy,b) = 0), mas que nao seja
homotopicamente trivial em C\ {a, b}.

z —z

Calcule [ ©
5

Neste exercicio vamos fazer algumas aplicagoes do teorema de convergéncia

+— dz para uma curva que faz “n” voltas em torno da origem.
z

de Weierstrass.
a) (Teorema da série dupla de Weierstrass) Seja f(z) = Z fn(z), onde cada
funcao é holomorfa no disco |z —a| < R, e a série converge uniformemente

para |z — a|] < pR, para cada p, com 0 < p < 1. Além disso suponha que
fn(2) = ag.n(z — a)*. Mostre que

Zak,n 2:Ak;, ]{ZZO,...
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converge, e , para |z —a| < R,

:ZAk(z—a)k
ouseJaZZaknz—a) Z Zakn z—a)k.

n=0 k=0 k=0 \n=0
i) Obtenha o desenvolvimento de Taylor da série de fungoes holomor-

fas abaixo na origem, justificando rigorosamente os detalhes de seu

argumento:
e n

z

b) (Forma fraca do teorema de Mittag-Leffler) O teorema de Mittag-Leffler
¢ um dos mais profundos e importantes teoremas da Analise complexa.
Se {c1,c2 ...}, é uma seqiiéncia localmente finita de pontos num dominio
Q, que estd de algum modo associada uma “parte principal 7 pg(z) :=
kal arj(z — cx) ™7 # 0; entdo é possivel encontrar uma fungao mero-
morfa em €2 cujos pdlos sao exatamente os pontos ci,cs ... e cuja parte
principal é exatamente py(z). Vamos demonstrar diretamente algumas
versoes fracas deste resultado.
Considere {a, }, uma seqiiéncia de nimeros complexos nao nulos, dois a
dois distintos que nao possue ponto de acumulagao em C. Suponha que

{b,} seja uma seqiiéncia de nimeros complexos nao nulos.

n ~ ’ ’ . .

i) Mostre que se E || ||2 < 00, entao é possivel encontrar imediata-
TL

mente uma funcao meromorfa em C, possuindo apenas pélos simples,

tal que os a, sdo exatamente os pélos de f(z) (com residuo by,).
ii) Mostre que em geral é possivel encontrar uma fung¢do meromorfa em

C, cujos tnicos pdlos s@o os a, que sao pélos simples (com residuo

by, 2" .
bn). Sugestao : Considere E —), e encontre condicoes su-
(z —anp

ficientes sobre r,, para que a série convirja uniformemente em com-
pactos de C no sentido de séries de fungoes meromorfas.
iii) Suponha que

1 1
Z|an|k:(}0 e Zlan|—k+1<00, k>0(n21)
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Mostre que

o0

L
f(z):1+z< Loy by 247 1)

zZ—a, an, a zk

n=1

¢ uma fungao meromorfa em C cujos pélos sao os pontos a, (ag := 0) todos

sendo polos simples. Mostre que quando os a, sao dois a dois distintos em
cada polo o residuo é 1.

iv) (Fungoes elipticas). Fungoes elipticas s@o fung¢oes meromorfas du-

pamente periddicas e estao sempre associadas a um reticulado I’

de C. Considere o reticulado standard I' determinado pelo conjunto

I' = {m +in, m,n € IN}. Considere wy,, = m + in. Mostre que

1 1
Z <ooparaa>2,ez = oo para a = 2. Con-

« (0% o
|‘*’mn‘ |wmn’
clua do exercicio anterior que a funcao zeta de Riemann dada por

1 1 1
<<Z>:z+2<z—wm* mi)

wmn

é uma funcao meromorfa em C. A funcao

o)== 5+ Y (oo )

¢ a famosa funcao o de Weiestrass. Mostre que p é uma funcao eliptica de

grau 2 cujos pélos (duplos) sdo exatamente os pontos do reticulado. Vocé

agora esta convidado a fazer um estudo de fungoes elipticas por exemplo nas
refs. 4), 5), 9) ou 10).

(Teorema de Montel e teorema de Vitali) O Teorema de Montel é um teorema
fundamental da Anédlise Complexa que tem véarias aplicacbes importantes:
Pode-se mostrar, por exemplo, o grande teorema de Picard, usando a versao
do teorema de Montel para funcoes meromorfas que diz que uma familia de
fungoes meromorfas omitindo trés pontos fixados da esfera de Riemann

CU {00} é normal, veja ref. 4), 9), ou 12).

a) Discuta amplamente o conceito de familia normal das Varidveis Com-
plexas, relacionando com o teorema de Arzela- Ascoli e com o teorema
de Montel para funcées meromorfas. Discuta o principio de Bolzano-
Weierstrass neste contexto. Além disso, discuta como o principio de
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compacidade interfere na demonstracao do teorema de uniformizacao de
Riemann.

Seja F a familia de fungoes holomorfas {f : B1(0) C C — C}, definidas
no disco unitario satisfazendo

co|2|

NS ——=
LIRS e

co >0

Mostre que toda seqiiéncia {f,} de fungdes em F, contém uma sub-
seqiiéncia {fy,} uniformemente convergente em todo compacto K C
B;1(0), & uma fungao f € F. Agora suponha que os elementos f € F
da familia F sejam fungdes univalentes no disco, satisfazendo f'(0) = 1.
Serd que F é compacta ?

Seja u, uma seqiiéncia de fungoes harmonicas definidas num dominio €.
Assuma que em todo compacto K C €2, u,, é uma seqiiéncia de funcoes
uniformemente limitada. Assuma que as derivadas parciais de cada u,
dependem em todo ponto p € €2- em valor absoluto- apenas da limitacao
da altura de cada u,, e da distancia de p ao bordo de 2. Mostre que existe
uma subseqiiéncia u,; que é uniformemente em todo compacto K C €1,
convergindo a uma funcao harmoénicas u em (2.

Sabe-se que se f(z) #Z 0 é uma funcao holomorfa limitada definida no
disco unitario aberto B1(0), e se a1, aq, ... é a seqiiéncia de zeros de f(z)
entao tal seqliéncia satisfaz a condicao de Blaschke

3 (1 fan]) < oo

Tal resultado pode ser demonstrado a partir da formula de Jensen, veja o

exercicio 15) c) logo adiante eveja também lista 6. Usando este fato e o

teorema de Montel, mostre o seguinte: Seja {f,} uma seqiiéncia de fungoes

holomorfas limitadas definidas em B;(0). Seja A = {a1, as, ...}, um conjunto

enumeravel em Bj(0), satisfazendo

Z(l — |lan]) = oo, tal que nli_)ngo fn(a;), existe para todo a; € A. Entdo a

seqiiéncia {f,,} converge uniformemente em compactos de Bj(0).

)

Considere Fys a familia de fungées holomorfas f(z) = > a, 2", definidas
em Bj(0) satisfazendo |a,| < M, para alguma constante M > 0. Mostre
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que Fys é normal. Mostre que F&, = {f*)(2); f € Fpr} também é uma
familia normal.
f) Considere o conjunto (“espago de Bergman”) H (£2) de fun¢oes holomorfas

num dominio €2 que satisfazem

/]f(z)|2dx dy < oo
Q

Tal conjunto tem uma estrutura natural de espaco de Hilbert e é um subespaco
de L?(2). Mostre que a bola B de raio r, dada por

B={fe H(Q); / |f(2)]*dz dy < 7} é uma familia normal.

Q
g) Seja © um aberto nao vazio de C, I = [a,b] um intervalo qualquer de

Re. Seja v : [a,b] — Q C C uma curva C' ( [y] := ~([a,b] C Q).
Seja g(z,¢) : Q x [y] — C uma fungao continua, tal que z — g(z,() é
holomorfa em (2 para cada ¢ € [y]. Mostre, usando o teorema de Vitali

que a funcao f definida por

f6) = [o=0de, zeq (%)
¥
¢ holomorfa em (2; além disto mostre que
7= [ Bega veen (14
5 02

sendo a existéncia da integral a esquerda da igualdade acima parte da pergunta
a ser respondida.

Nota: O resultado acima pode, por exemplo, ser aplicado para mostrar a
existéncia da fungdo Gamma, na sua representacao integral, veja na parte D)

desta lista.

15) (O lema de Schwarz) O lema de Schwarz tem muitas aplica¢oes na teoria de
aplicagoes conformes. Também tem aplicagoes na moderna teoria da Dinamica
Complexa, veja ref. 23).

a) Seja f(z) uma funcdo holomorfa no disco aberto B (0), satisfazendo
Rf(z) >0, e f(0) =1. Mostre que
1—|z| 1+ |z

<UEI< Ty
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Dé exemplos explicitos de tais f(z). O que vocé pode dizer da familia F de
funcoes que satisfazem as hipdteses acima, F é normal 7 O que acontece se
relaxamos nas hipéteses acima, colocando Rf(z) >0 7

b) Seja f(z) uma fungao limitada no disco B;(0). Suponha que
|f(2)] <1, Vz € B1(0). Mostre que

£(2) 1
T—1f(2)F S1—[P

c) Seja f(z) uma fungao limitada no disco B;(0). Suponha que
|f(z)] < 1, Yz € By(0). Suponha que aj,as,...,a,, sejam zeros de f(z).
Mostre que

Nota: Usando a teoria de produtos infinitos (veja na lista 6)) é possivel
mostrar a partir da desigualdade acima que se f(z) # 0 é uma fung@o holo-
morfa limitada definida no disco unitario aberto B1(0), e se aj,ag,... é a
seqiiéncia de zeros de f(z) entao tal seqiiéncia satisfaz a condicao de Blaschke

3 (1~ fan]) < oo

d) (Principio de subordinagao ). Mostre as seguintes aplicac¢oes do principio
de subordinacao que, essencialmente, é uma forma do Lema de Schwarz
(assim, se vocé conhece bem o Lema de Schwarz, deverd poder fazer os
exercicios abaixo).

i) Mostre que se f(z) é holomorfa no disco aberto By(0), e satisfaz
—1 < Re f(z) < 1, entao se f(0) =0, segue que f(z) satisfaz

, 4

FOl< >
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4

sendo a igualdade satisfeita apenas pela fungdo — arctan(Az), onde |\| = 1.
7r

Além disso, mostre que

2 1+7r
<_1 9
() < 2 log

lz| =r <1

ii) Seja F(z) uma func¢do meromorfa univalente no disco B;(0), com

seguinte expansao
1
F(z)= ;—I—ao—f—alz—I—---

em B;(0). Suponha que F(z) leva B1(0) num certo dominio 2. Seja f(z) uma
fungao holomorfa no disco perfurado B;(0) \ {0}, com expansao

f(z):%+bo+b1z+---

em B1(0) \ {0}.
Mostre que se f(z) leva B1(0) em €, entdo |af > 1.
iii) Seja f(z) uma fungdo holomorfa no disco perfurado B;(0)\ {0}, com
expansao
(2) =%+bo+b1z+---

Mostre que se f(z) leva B1(0) em C\ (a,b), (com a,b reais e a < b) entéo

—a ~ A ‘ ~ .
|| > 7 Sugestao : Voceé terd que encontrar uma fungao meromorfa uni-

valente que leva o disco B1(0) conformemente sobre a esfera de Riemann
CuU{oo} cortada ao longo do segmento [a, b|.

PARTE B: DESENVOLVIMENTO DE LAURENT, SINGULARIDADES

1) Expanda as fungbes abaixo em suas séries de Laurent, justificando todos os

passos.
1 N 1 /
a) e=1 para |z| > 1. Sugestao: Escreva ( fazendo — = z)
z
’ 0o 0o
1 z__ Z / Cn
ez—1 —el—2 — an — R
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onde

n n—1
o3 D

k=1

b) /(2 —1)(z — 2), para |z| > 2. Onde o ramo da raiz quadrada estd escol-
hido de forma que seja positivo para z = x real x > 2. Resp.:

C2 C3
CoZ—C1+———2+"' ,
z z

Onde ( colocando a = 1/2)

=)0 00 6) e ()

Sugestao: Use o desenvolvimento binomial.

(z—a)(z—0)

, para 0 < |a| < |z| < |b]. Resp. :

1 1 +a2+a+1+1+z+z2+
(z—a)(z—b) a—0b 23 22z bbb

d) A mesma fungao para |z| > b.

(z—a)(z—=b) b—a

1 1 b—a b —a®> b—-0d3
- - +oe

eZ

(1-

Laurent (Taylor) da funcao dada (por qué 7). Use a férmula de multi-

, para [z < 1. Sugestio: Seja ), ~qanz" o desenvolvimento de

plicacao de séries para calcular a,, mostre que

1
an:<1+---+ﬁ), nz=1,aq =1

a1 para 0 < |z — i| < 2. Resp.

e (5) e



PROFESSOR RICARDO SA EARP 11

g) Considere a fungao

fe) = el

C1—2z

i) Escreva o desenvolvimento de Laurent de f(z) em {|z| > 1}, justi-

ficando cada passo de seus cdlculos. Encontre o residuo de f(z) no
0.

ii) Idem para o desenvolvimento de Laurent de f(z) no anel {0 < |z| <
1}.

h) Para cada uma das fungbes f(z) dada nos itens a) a g) acima calcule
I
(z —a)"
v

onde a é uma singularidade isolada de f(z) e 7 é uma curva simples

fechada envolvendo tal singularidade de f(z) ( e nao envolvendo outra
singularidade de f(z))

2) ‘
: e'” : , ~
a) Seja f(z) = m Justifique o fato que f é uma funcao meromorfa
z(z
e que tem polo duplo em z = i. Escreva o desenvolvimento de Laurent
-3

de f numa vizinhanga de z = i. Mostre que Res(f,i) = I
e

b) Calcule os residuos de f(z) = em cada um de seus polos.

26 +1
3) Seja A € C e mostre que

1 1 = 1
exp{§)\ <z+;)}:ao+2an (z"+z—n)

n=1

para 0 < |z| < oo, onde paran >0

ap =

3=

™
/ e st cogmit dt.
0

4) Dizemos que uma fungao f(z) definida no anel |z| > r, r > 0 é “holomorfa no
infinito”se, fazendo uma mudancga de varidveis z = 1/ 2 a funcao se expressa

~ / / .
como uma fun¢@o holomorfa em z para |z | < 1/r. Da mesma maneira uma
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funcao f(z) serd meromorfa no infinito se esta pode se expressar como uma
funcao meromorfa de Z numa vizinhanga de z = 0. Finalmente uma funcao
holomorfa para |z| > 7, r > 0 admite o ponto do infinito como singularidade
essencial se a funcao f(1/ zl) tem uma singularidade essencial na origem.

Determine o tipo de singularidade das fungoes abaixo e escreva o desenvolvi-

mento de Laurent em torno de cada singularidade.

a) G j4, em z = 0o0. Resp. Singularidade essencial.

b) /(2 —1)(z —2), em z = co. Resp. Os dois ramos tém um polo simples.

c) cosz —sinz, em z = 0.

d) sin L ,em z = 00. Resp. A funcao é regular e tem um zero simples l4.

e) Dé ex::mplos de fungdes meromorfas em {|z| > r, » > 0} que possuem o
infinito como ponto limite (de acumulagao ) de polos simples.

f) sin T emz= 1. Resp. Singularidade essencial.

g) ] _182, em z = 27i. Resp. Polo simples com residuo —1.

h) m em z = % Resp. Polo simples com residuo %\/5

5) Suponha que no ponto zg, a fun¢do f1(z) tem um zero de ordem a, e que a
funcdo f1(z) tem um polo de ordem S« > 0,5 > 0). Que tipo de ponto é z
para

a) fix fo
b) f1- fe

6) Determine os residuos das fungdes abaixo e encontre a parte principal da série

de Laurent em torno de cada singularidade.
emz=Fkr, k=0+1£2,.... Resp. (—1)F

a) sin z

b) (z—1)(z—2)?

c)

emz = +1eem z = +2. Resp. Res(f,1) =1, Res(f,2) =

(z—2 )’i(z ) em zj e 22, 21 # 22 (a # 0, m € IN) Resp. Res(f,z1) =
— _

—a a
———— Res(f,z9) = ————.
(22 —z1)™ (£;2) (22 — z1)™
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d) (1—-e*)"", em z=0.
1+=2
7) Suponha que f(z) tenha uma singularidade isolada em z = a e suponha que
f(2) # 0. Suponha que exista s € Re tal que uma das seguintes equagoes vale

lim |2 — al*|f(2)[ =0

lim |z — al*|f(z)] =00

a) Mostre que existe um inteiro m tal que a primeira equagao vale se s > m,
e a segunda equacao vale se s < m.

b) m =0, se z = a é uma singularidade artificial e f(a) # 0.

c) m <0, se z=a é uma singularidade artificial e f tem um zero em z = a
de ordem —m.

d) m >0, se z=a é um polo de f de ordem m.

e) Se z = a é uma singularidade essencial de f entdo nenhuma das equagoes

acima vale para algum s € Re.

8) Seja f uma funcao holomorfa definida em um dominio perfurado (“punc-
tured”) Q* := Q\ {p}, onde Q é um dominio e p € Q. A finalidade deste

exercicio é mostrar que se
() [15P drdy < oc
Q*

entao f se estende holomorficamente a todo ).
a) Mostre de duas maneiras distintas que, supondo p = 0 (sem perda de
generalidade), se g é holomorfa em 2 e B,, a bola de raio r e centro 0,
satisfaz B, C €, entdo

1

0> < —
19(0)] )

[P dzay
B
Sugestao : A primeira maneira de demonstrar a desigualdade acima é aplicar
diretamente a identidade de Parseval (veja Listad, Parte B, exerc. 4) ). A segunda
maneira usa apenas a férmula de Cauchy aplicada & fungio g?(z).
b) Use a estrutura da demonstragao do item a) para mostrar que f no enun-
ciado, i. e satisfazendo (*) nao tem singularidade essencial na origem.
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¢) Mostre que [ |f(z)|?*dzdy = oo, se f tem um pdlo na origem.
Q*

9) Seja f uma funcdo holomorfa no disco perfurado D* = {|z| < 1}\ {0}. Mostre

que a funcao

27
1 .
M(r) ::%/f(re’t)dt 0<r<l1
0

¢ uma constante que nao depende de 7. Sugestao : Use o desenvolvimento de
Laurent na origem.
10) O que vocé pode dizer de uma fungao holomorfa f(z) num perfurado centrado

na origem e que satisfaz uma das condicoes abaixo.
a/lz|
€
a) [f(2)] = e—-
|f|
< —=.
b) ‘f(Z)’ ~ |Z‘7/2

11) Considere a funcao

,meN,c>0,a >0

1
f(z) = (1 —az)(1—0b2)(1 —cz)

onde a, a, c sao nimeros reais distintos e nao nulos. Usando obrigatoriamente

o teorema dos residuos calcule o desenvolvimento em somas parciais de f.
Em seguida calcule o desenvolvimento de Taylor na origem de f. Calcule
o desenvolvimento de Taylor, por outro método efetuando logo o produto.
Compare os resultados e obtenha uma férmula algébrica.

12) Considere

1 n nn—1)  nm-1)(n-2)
J&) = = s T+ et et )+ 243
(=) nn—-1)(n—2)---(n—k) - (—1)™n!
2(z+1)(z+2)(2+3)--- (2 +k+1) (z(z+1)(z+2)---(2+n)

a) Calcule os residuos de f(z).
b) Encontre o desenvolvimento de Laurent, sem usar decomposi¢ao em fragoes
parciais. Conferir usando tal decomposigdo. Reveja o exec. B 29) da
lista 2.
13) Sejam f(z) e g(z) fung¢oes meromorfas em C. Suponha que tanto f como g
admitem polos simples nos inteiros, com mesmo residuo (e nao possuem outros

pélos). Suponha ainda que lim (f(z) — g(z)) = 0. O qué vocé pode dizer 7
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14) Escreva os desenvolvimentos de Laurent das fungoes abaixo para {|z| > 0},

verificando o grande teorema de Picard.

a) f(2) = cos (v/az) cos (\%) a,b £ 0,

b) f(z) =€/ @)+bz  q p£0.
1
¢) f(z) = cosh (z + —) :
z
15) O que vocé pode dizer sobre uma fungao harmoénica u definida num disco
perfurado D* 7
Em particular, discuta detalhadamente o caso em que u estd limitada em D*.

16) Considere
1
f(z) = m

a) Calcule os residuos de f(z) nas singularidades.
b) Seja v uma curva simples fechada contida no exterior do disco fechado

de raio 1, i.e [y] € C\ B1(0). Mostre que

Lf(z)dz:o

Deduza a integrabilidade de f(z) no dominio C \ B;(0). Deduza uma
outra alternativa demonstracao deste fato.

c) Seja h(z) uma fungdo inteira. Calcule

|z—z1 | =€

onde z; é uma singularidade de f(z) e € é tomado suficientemente pequeno.
d) Escreva a série de Taylor de f(z) em z = 0.
e) Escreva a série de Laurent de f(z) em z = 1.
sin(7z) €%
72(1—2)1—2/2)---(1—2/n)’
a) Mostre que existe um bem definido ramo de 3/ f(z) na faixa
—l1<Rz<n+1

17) Considere a funcao f(z) =

b) Calcule os residuos da fungao — /() na faixa dada no item a).
sin(7z)
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PARTE C: PRINCIPIO DO ARGUMENTO E TEOREMA DE ROUCHE

(Interpretagao geométrica do principio do argumento). Seja f uma fungao
meromorfa em um aberto A. Seja v uma curva fechada C! por partes que nao
paasa pelos zeros ou polos de f. O principio do argumento sugere que fazendo
z percorrer v, log f(z) muda por um multiplo de 27iK, onde K é um inteiro
que mede o “numero de voltas”que a imagem de 7 faz em torno da origem, ou
equivalentemente, 27K mede a “Varia(;éo’, de arg f(z) quando z percorre . A
dificuldade com este raciocinio é que nao se pode definir sempre log f(z) ( caso
isto seja possivel f7 fl /f = 0). Mas, esta discussao pode ser colocada em bases
rigorosas da seguinte maneira:

Como nenhum zero ou polo de f esta em v existe um disco aberto B(a,r) para
cada a € [v], tal que um ramo de log f(z) pode ser definido. Usando o lema de
Lebesgue existe um nimero positivo € > 0 tal que para todo a € [y] pode-se definir
um ramo de log f(z) em B(a, €). Usando continuidade uniforme de v (suponhamos
que 7y estd definida em [0, 1] ) existe uma partigdo 0 = tg < t; < --- < tx = 1 tal
que Y(t) € B(v(tj_1,€) paratj_1 <t <tjel < j <k (por qué?). Seja f; o ramo
de log f definida em B(vy(t;-1),€) para 1 < j < k. Como tanto o j-ésimo disco
quanto o j + 1-ésimo disco contém v(t;) podemos escolher ¢4, ...,/ de forma que
Li(v(t1)) = lL(v(t1)), l2(v(t2)) = I3(v(t2)), - - -, L1 (V(Ek—1)) = le(¥(tk-1))- Se v;
é a restricao da curva «y ao intervalo [t;_1,%;] como {; = f'/f, temos que

f/
[ 5 =t0wn-6oea)
7
para 1 < j < k. Somando ambos os lados desta equacao obtém-se
r_
F=bh (v(1)) — & (7(0)) -
v

Mas, v é fechada, i.e a := (1) = v(0). Logo, ¢x(a) — ¢1(a) = 2miK onde K é um
inteiro (ja que sao determinagoes do logaritmo). Isto conclui nossa interpretagao
de que quando z percorre 7, arg f(z) muda por 27K
1) Mostre que o nimero de zeros de de P(z) = 2* + 23 + 522 + 22 + 4 no
primeiro quadrante é zero. E no quarto quadrante ? Isto pode ser deduzido
imediatamente do resultado no primeiro quadrante por simetria ?
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i) Mostre que em Im z = 0,0 < Rz < R, a variacdo do argumento arg P(z),
x = Rz, é evidentemente nula ji que P(x) > 0.
ii) Fazendo z = Re?, 0 < # < 7/2 e R grande tem-se que a variagdao do

argumento é da ordem
arg P(Re') = 27 46

onde 6 — 0, quando R — oo.

ii) Analise a variagdo do argumento quando z =0 e 0 < y < R, analisando
os zeros e o sinal das partes reais e imaginarias do polinomio P(iy) no
intervalo considerado. Conclua que a variacao de arg P(iy) é —2m + &
onde §; — 0 quando R — oo. Finalmente, infira a nulidade da variacao
total do argumento ao longo de C, ja que C' é fechada e o argumento
deve ser um inteiro.

2) Pela mesma técnica do exercicio anterior mostre que as seguintes equagoes

tém apenas um zero no primeiro quadrante:
22— 2242=0, 2P+ 22 =226, 22423 =222 22— 4,

3) Mostre que e* = —2z + 1 tem exatamente um zero em |z| < 1. Sugestao:
Considere f(z) = —2z, g(z) =e* — 1= [] e d¢. Mostre que pela tltima
expressao obtém-se a estimativa: |g(z)| < 2, se |z| < 1. Aplique o teorema de
Rouché.

4) Considere a equagao 2z° + 82 — 1 = 0.

a) Mostre que a equagdo nao tem zeros em |z| > 2, por um raciocino el-
ementar direto (64 > 17). Confirme isto mostrando via o teorema de
Rouché que existem 5 zeros em |z| < 2.

b) Mostre que a equagao tem exatamente um zero em |z| < 1 e que este zero
é real e positivo.

c) Mostre que a equacao nao tem zeros em |z| = 1; logo conclua que tem

exatamente 4 zeros no anel 1 < |z| < 2.

5) Considere a equacao

com Ra > 1.
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a) Usando o principio do argumento, nos moldes do exerc. 1) acima, mostre
que a equagao possui uma e apenas uma solugao no semi-plano Rz > 0.
b) Usando o teorema de Rouché, mostre que a equagdo tem apenas uma
solugao para Rz > 0.
6) A finalidade deste exercicio é “localizar” os zeros da equacao

tanz = a(z — «)

onde a # 0 e o sao nimeros complexos.
a) Pretende-se sugerir uma “comparagao’ com os zeros da equagao

a(z — ) cos z = 0.

Estes sao conhecidos: z = « e(2n + 1)1 /2.
a) Considere o retangulo cujo bordo v positivamente orientado é dado pela
justaposicao de quatro caminhos (faga uma figura):

Y1t — nw 4+, —nm <t<nw
Yo 1t — nam —t, —nr <t nr
Y3 1t — —nm — it —nr <t<nr
Yq it — —nam + t, —nr <t<nw
Mostre que para n suficientemente grande, m ¢é arbitrariamente pequeno

sobre []. Considerando a periodicidade da fungaotan z e das escolhas dos caminhos

Y1 € 73, mostre que tanz é limitada por wm nimero independente de n em [v]-
1e?* —1 2
ie2z 41 14 e2iz

¢ limitada no semi-plano Im z > 4.

Sugestao: Use a formula tan z = — 1, e mostre que para todo

6 > 0, a funcao .
S 1 +e
Aplique o teorema de Rouché para mostrar que a equacao tem exatamente

2n + 1 zeros tais que |Rz| < n e [Imz| < n, desde que n seja suficientemente
grande. Agora considere um quadrado @, de lados paralelos aos eixos e iguais
a um numero arbitrario d tal que 0 < § < g, com centro (2n + 1)% Mostre
que sobre o perimetro deste quadrado o méaximo M () dos valores de |tanz| é
independente de n, por periodicidade. Mostre que para n suficientemente grande

M(9)
lal (12 + 1|m/2 — |af)

< 1.
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Conclua que a equagao tem exatamente um zero em @,,.

7)
8)

10)

11)

12)

Deduza o teorema fundamental da dlgebra aplicando o teorema de Rouché.

Suponha que f(z) é analitica em um dominio contendo o disco unitério fechado
centrado na origem. Se |f(z)| < 1 para |z| = 1, mostre que existe apenas um
unico z com |z| < 1 satisfazendo f(z) = z. Se |f(z)| < 1 para |z| = 1, o que
voceé pode dizer ?

Suponha que a,b, ¢ sejam ntmeros complexos tais que |b| — |¢| > |a| > 0;
mostre que para todo n € IN a equagao

az"” +bz+c=0

possui exatamente um zero em |z| < 1.

Mostre que para todo nimero complexo a e todo inteiro n > 2, a equacao
az” + z + 1 = 0 possui ao menos um zero em |z| < 2. Sugestdo: Mostre que
se |a] < 27" ha exatamente um zero pelo teorema de Rouché. Se |a| > 277,
entdo o resultado é uma conseqiiéncia do fato que |z - -- z,| = |1/a|, onde as

z; sao os zeros da equacao , com multiplicidades. Por qué ?

Mostre que para A real, A > 1 e n € IN, a equacdo z"e "% = 1, possui n zeros
(contando as multiplicidades) em |z| < 1.

Os zeros de um polinémio variam continuamente com os coeficientes do polinémio.
Sejam 21, 29, . . ., zx 0 conjuntos dos zeros do polindémio P(z) = 2" +a;2" 1 +
-+ ap, z; sendo um zero de ordem m;; seja p = rgél? |zi — z;|. Mostre que

para todo € € (0, p) existe um § > 0 tal que todo polindémio
q(z) = 2" +b2" 4 4 by
com max |b; —a;| < 6 possui exatamente m; zeros ( contando as multiplici-

1<i<n

dades) no disco aberto B(z;,€), j =1,2,..., k. Sugestdo: Sabe-se que
P(z) = (z—2z1)™ - (2 — 2)™

Mostre que sobre o circulo de equagao |z — z;| = €, tem-se que |[P(z)| >
€™i(p —€)""™i. Mostre que

lq(2) — 52\Z|t Z (1] + )"

t=0
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13)

14)

15)

16)
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Logo considerando

m; _ n—m;
<0< 1r<m£k anfp 6)
I t
2 (2] +¢)

conclua o resultado, aplicando o teorema de Rouché.

Mostre que a equagao z(e* —1) = w para |w| < 1/6 tem exatamente duas
solugoes na bola aberta de raio R = 1/2 centrada na origem. Sugestao:
Mostre que se |z| = r < 1 entao

7,,2

K [Zr 2—r

Encontre o nimero de zeros do polinémio p(z) = 27 — 523 + 12 contidos
dentro da bola unitaria aberta de raio 1 centrada na origem. Idem para o
anel {1 < |z| < 2}. Sugestao: Mostre usando o algoritmo de Euclides que p e
p’ sao primos entre si, concluindo que todas os zeros de p sdao simples.

) 2 . .o .
Seja w € C tal que |w| < —=. Mostre que existe um tnico nimero complexo

3V3

1
z = f(w) tal que |z| < 7 com 23 + z = w. Mostre que f(w) é holomorfa e

infira a seguinte férmula

1 2(322 +1)
— 29 T2 g
f(w) 21 |2l=% 2 +z—w :
3

a) Escreva o desenvolvimento de Taylor de f(w) em w = 0, explicitando os

coeficientes do desenvolvimento e determinando o raio de convergéncia

da série.
Sejam ai,...,a, e b nimeros complexos de mdédulo inferior que 1, e sejam
ki,...,k, nimeros inteiros positivos. Mostre que a equagao

ﬁ (Z — ) Yy
\2a — 1
possui k := ki + - - - + k,, solugoes na bola unitaria aberta de raio 1 centrada

na origem.
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17) Mostrando que tan z — z tem apenas zeros reais, calcule os residuos da funcao

) 2
sin” z tan” z
f(z) =

22(tanz — z)

18) Calcule
dz

/ 27 (1+€"°%(1 + cos z)7)2 (sin z 4 cos 2)
(sinz/3)7(sin z — cos 2)
|z|=T7

19) Considere polinémio f(z) dado por

2 4 o 52
Z::___+"'_1n -
1)=1 (-1
Mostre que existe N € IN tal que se n > N entao f(z) tem exatamente um

zero simples no disco |z| < 2.
20) (Funcgoes inversas) Suponha que f seja meromorfa num aberto que contenha
um dominio €2 cujo bordo é uma curva simples fechada positivamente ori-

entada v, que nao contém nem zeros nem poélos de f. Sejam aq,as,...,a, €
b1, ba, ..., by, respectivamente, os zeros e os pélos de f. Mostre que
1 f'(2) - S
— z dz = a;) — b
o = —

onde cada zero e cada pdélo sao contados de acordo com sua multiplicidade.
Deduza os seguintes resultados
a) Seja f(z) uma funcdo holomorfa numa bola B.(0) centrada na origem
de raio €, tal que f(0) = 0, f’(0) # 0. Suponha que f(z) # 0 para

0 < |z| < e. Seja C,. o circulo de raio r centrado na origem com 7 < e.

1[G
o(w) = 5 C/ htac

define uma fungao holomorfa para |w| < main |f(r?)|. Para tais valores

Mostre que

de w, z = g(w) é a Unica solugao da equagao

f(z) =w
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que tende a zero quando w tende a zero. Além disso mostre que
— 1 / ¢f'(©) n
g(w) = — —————d( w
) =2 55 Jo, Tl

sendo que a série converge uniformemente com respeito a ( e w, desde
que t percorra Cy. e |w| < ¢ < mein |f(re?)].
i) Considere F(a,b,c, z) a série hipergeométrica (veja por exemplo, ref.
1). Mostre que a raiz da equacao

B432—w=0

que tende a zero quando w — 0 é dada por uma série hipergeométrica.
Com as mesmas condigoes do item a) anterior mostre que se h é uma

func@o holomorfa num aberto contendo a bola B.(0), entao

L )| e

_l n—1
n! dz o

h(g(w)) = h(0) +

onde ¥(z) =

z
m. As séries obtidas nos itens a) e b) obtidas sdo chamadas
z
de séries de Lagrange.
i) Escreva enunciados analogos aos dos itens a) e b) relativos a inversa
da equacao

w = f(z)

num ponto wy = f(zp) (note que em a) e b) zg = wy = 0)
ii) Escreva as expansoes de Lagrange do item b) quando f(z) = é, e
g(z) = .
Seja

oo

F(z,w) = Z Zamnzmw”, app =0 e ap; # 0

m=0 n=0
sendo que a série dupla é absolutamente convergente para |z| < rp e
|lw| < re. Mostre que existe uma tnica fungdo holomorfa f(z) numa
vizinhanga da origem, com f(0) =0 e

F(z, f(2)) =0
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nesta vizinhanca. Além disso f pode ser representada por

f(2) = 1 Fy(z,w)

- d
271 Cw F(z,w) v

onde C' é um circulo de raio r para r < ro.

Sabe-se da algebra que qualquer funcao simétrica das raizes de uma equagao
algébrica é expressa de maneira tinica como um polinémio nas somas das poténcias
destas raizes. Use isto para mostrar o seguinte

d) Se f é uma func@o holomorfa na bola B.(0) e se 0 é um zero de ordem k

de f em 0, entdo para valores pequenos de |w|, a equagao

f(z) =w

tem k raizes z1(w), ..., zx(w), que tendem a zero, quando w — 0. Além

disso, estas raizes satisfazem uma equacao algébrica de grau k
2 g(w) 4+ ge(w) =0

cujos coeficientes sao fungoes holomorfas que tendem a zero quando
w — 0. Aproveite o momento para enunciar e demonstrar o teorema
de preparacao de Weierstrass e o teorema das fungoes implicitas para
funcoes analiticas de duas varidveis complexas.

e) Nas hipéteses do item d) acima, mostre que existe uma fungao h((),
holomorfa para |{| suficientemente pequeno, tal que para cada valor pe-
queno fixado de w, as k determinacdes de h(w'/™) representam as rafzes
z1(w), ..., zk(w), em alguma ordem. Quando w percorre um circuito
fechado em torno da origem, as raizes sao permutadas ciclicamente. Além
disso, a generalizacao das séries de Lagrange no caso que 0 é um zero de
ordem k, toma a seguinte forma (f(z) = w)

n! dzn—1

= ) = b =3 = L]

z

PARTE D: PROLONGAMENTO ANALITICO II

onde ¥(z) =
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1) Seja f uma funcao holomorfa num dominio 2 de C. Diz-se que 2 é o dominio
de holomortfia de f se f nao possui nenhum prolongamento a um dominio O
contendo  com # (). Pode-se mostrar que para todo dominio €2 de C,
existe uma funcao holomorfa f definida em () para a qual €2 é seu dominio de
holomorfia. Neste caso o bordo 02 de 2 é chamado de fronteira natural de
holomorfia de f e os pontos de 0f2 sao chamados de pontos singulares de f,
ou seja, f nao admite prolongamento analitico a nenhum aberto ¢/ contendo
um ponto ¢ qualquer de 0f2.

a) Mostre que todos os pontos do bordo do disco de convergéncia da séria
abaixo sao pontos singulares, i.e o circulo S = 99 é a fronteira natural
de f e o disco de convergéncia é o dominio de holomorfia de f:

f(z):z+z2+z4+---:Zz2”.
n=0

Sugestao: Mostre que o limite radial quando o raio tende a 1 é co. Mais precisa-

mente, mostre primeiramente que
lim | f(re)| = oo
t—1

quando cada t é da forma 27k/2¢, k € Z, ¢ € IN. Em seguida mostre que isto é
suficiente para mostrar que um ponto ¢ qualquer de 9€) é um ponto singular de f.
b) Dé outras fungoes analiticas definidas no disco unitario aberto de maneira

que o circulo S! seja a fronteira natural de f.

c) Exiba uma série de poténcias cujo raio de convergéncia é 1 e que possui
apenas 1 ponto singular no bordo de seu disco de convergéncia. Mostre
que sempre tem um ponto singular no bordo do disco de convergéncia de
uma fungao analitica.

d) Exiba também um exemplo de série de poténcias que possui apenas 1
ponto nao singular no bordo de seu disco de convergéncia.

2) Seja R, 0 < R < oo o raio de convergéncia de série

oo

Z cn(z—a)”

n=0
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O teorema de Abel diz o seguinte: Se ¢ é um ponto da fronteira do disco de
convergéncia |z — a| < R, se a série converge para z = (, entao o limite radial

existe em z = (, isto é ( mas, o limite, em geral nao existe !)

lim f(a+t(C—a) =) enlC—a) ()
n=0

o<t<1

Mostre usando o teorema de Abel que

-1 n—1
log 2 = lim log(1 + 1) = Z %

0<1 nz=1
Conclua que, de fato, tem-se que

(-1t

log2:;1_>rrﬁlog(1+z): Z -

n>1

Mostre que o limite do primeiro termo de (x) pode existir sem que a série do

segundo termo convirja.

Seja
3 5 2n+1
25z z
—, 4 = —-1" , <1
R -
n>0
: : L (o ' 1
verificar que o raio de convergéncia da série é 1 e que f (2) = i) |z| < 1.
z

Deduzir que para t real em (—1,1), f(t) = arctant. Pelo teorema de Abel
conclua que ( série de Gregory e Leibniz)

s (—1) 1 1
o 2{: =1 -4+ ...
4 = 2n+1 3 5
Seja Ra < 0, demonstrar que a série é divergente
>-u(?)
n>=0

Sugestdo: Considere a série de Taylor de (1 — 2)“.
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3) Mostrar que
1+ 2
log ( 7— ) =log(l +2) —log(1—2)  sez¢ E={teRe; [t|>1}
—z

Sugestao: Verifique que as duas fungoes sao holomorfas em C \ E e que a

igualdade é verificada para z € Re e |z| < 1.

4) Seja
1 1+iz

Verificar que f é holomorfa em C \ F, onde F' = {it, t € Re, |t| > 1}. De

acordo com o item anterior conclua que

1
f(z) = % log(1 +iz) — log(1 — iz) sez ¢ F
i
Concluir que f(z) é um prolongamento analitico da fungao f dada no item 2)
c¢). Conclua que tan (f(z)) =z, z € C\ F (cf. exercicio 12 Parte A, Lista 3).

f é o ramo principal de arctan z.

5) (Representacao de fungoes holomorfas por integrais): Para estudar a rep-
resentacao por integrais é preciso do seguinte resultado basico. Seja 2 um
aberto nao vazio de C, I um intervalo qualquer de Re e g : {0 x I — C uma
fungao continua ( na verdade basta “mensurdvel” ) tal que:

i) z+— g(z,t) é holomorfa em ) para cadat € I
ii) Existe uma fun¢ao nao negativa M : I — Re™ Uoo (“integrdvel”) tal que
lg(z,t)] < M(t), t € I, para todo z € Q) com

zM@&<m

Entao a funcao f definida por

é holomorfa em §; além disto

f(k)(z) = /g(k)(z,t) dt Vz e (xx)
I
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k
onde g\¥)(z,t) é igual & 8—‘2(2,1&), k=1,2,... Sev é uma curva C' por
z

/Vf(z)dz:/l{/vg(z,t)dz} dt (55 %)

A demonstragao do resultado acima é classica. Depende da aplicagao su-

partes em §2, entao

cessiva dos seguintes teoremas: Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue

(para mostrar que f(z) é continua em ) , teorema de Fubini (para mostrar que

as integrais iteradas no segundo membro de (* % %) nado dependem da ordem da

integragao , mostrando assim a igualdade em (x % %)), teorema de Morera (que

depende de (x * x)) e férmula de Cauchy local (para mostrar (xx)).

a)

Mostre o seguinte corolario do resultado acima, usando o fato que holomorfia
é uma propriedade local: Seja ) um aberto nao vazio de C, I um intervalo
compacto de Re e g : Q x I — C uma fungao continua tal que z — g(z,t) é
holomorfa em ) para cada t € I; entao f definida por (x) é holomorfa em ()
e (%), (x % %) sao verificadas.

Mostre a igualdade
2m

/ dt B 2
1+ zsint V1 — 22

0

seze€N=C\ ((—oo, —-1)U[1, oo)> Sugestdo: Mostre que se f(z) é o termo
a esquerda e h(z) o termo a direita entdao ambas as fungoes sao holomorfas

em €2 ( use o resultado no item a) para mostrar que f é holomorfa em ).

Mostre que
7 1/2
/ exp(zt — at?)dt = (E) o= /4e 2€C,a>0
«
—00

Deduza a seguinte bem conhecida férmula:

oo

/ e ¥ du = VT

— 00
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at2

Em particular, obtenha a transformada de Fourier de t — e~

oo

/ efatz efipt dt = (z)l/Q e*p2/4a
(0%

— 00

Sugestdo: Seja f(z) o membro a esquerda da igualdade acima. Mostre que

para Rz < a tem-se que

|exp(zt — at?)| < exp(at — at?), t € Re
e
o0
/ exp(at — at?) dt < oo
—o0

para a € Re, a > 0. Aplique o resultado no item a) para mostrar que f(z)
¢ uma fungao holomorfa no semi-plano aberto Rz < a, dai conclua que f(z)
¢ uma funcao inteira. Mostre a igualdade desejada para z real fazendo a

seguinte integracao elementar:

f(z) = 7eXp({—a (t— %)2 + %})dt

d) (Fun¢ao Gamma) Considere a fungao (chamada fungado Gamma)

oo

I'(z) = /e_ttz_l dt

0

i) Mostre que I é holomorfa no aberto %z > 0, t*71 = exp {(z — 1) logt},
0 <t < c0. Sugestao: Mostre que para 0 < a < Rz < b, entao

et < e tth—1 get>1
S et se0<t<1

ii) Mostre a equagao funcional

(z+1) =2I'(2)
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iv)
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Conclua que I'(n 4+ 1) = n!, n € IN. Sugestdo: Verifique a equacdo acima
para z real e z > 0, fazendo uma integracao por partes.
(Prolongamento analitico da fung¢ao I') Mostre que a fungdo gamma pos-
sui um prolongamento analitico em C\ {0,—1,—2,-3,...}, sendo cada
ponto —n um polo simples com

(=1

Res(T', —n) = ) nelN
n!

Sugestao: Considere I'(z) = ¢(2) + 1¥(2), onde

o0

e ttFhdt,  Y(t) :/e_ttz_ldt, Nz >0
1

p(z) =

o

Mostre com um raciocinio similar ao exercicio precedente que 1 é uma
funcao inteira. Em seguida verifique que utilizando o teorema da con-
vergéncia dominada de Lebesgue tem-se que para Rz > € > 0

(D"

Mostre que a série acima é holomorfa em C\ {0,—1,—2,...}, observando
que se D é um disco aberto tal que D N {0, —1,-2,...} = 0, entdo

inf{|[z+mnl|; neN, 2D} =c>0

isto é a série acima é normalmente convergente em D. Mostre que lim,_, _,, I'(z) =
(=1)™/ml.
Mostre que

on!
T(n+1/2) = n'zn\/%, nelN

Foi mostrado usando teoria dos residuos que

i 1 T

——dz = 0<A<1
/xk(l-i-m) T S (0<A<l)
0

usando o calculo acima mostre a formula de suplemento de Euler

F(2)T(1—2) = 2e€C\Z

sinmz’
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Procure extrair consequéncias disto (veja Remmert, 1998, pg 40).
Nota: Uma outra férmula importante é a formula de duplicacdo de Gauss-
Legendre:

Val(22) = 22277 (2) T (z + %) 2z C\ —-IN

vi) Demostre a seguinte regra da transformada de Laplace L, usando con-

tinuagao analitica

INa+1)

o a>—1, Res>0
s

L(t) =

Calcule

L(1//t)

e) Dizemos que uma série
oo
E anz” "
0

é uma série assimptética para uma fungao f(z) para certos valores de arg z,
se para cada inteiro k > 0, tem-se que

lim 2%(f(z) — Zanz*”) =0,
0

z—00

para arg z no dominio determinado. Neste caso escreve-se
oo
f(z) ~ E anz "
0

i) Considere a fungao

f(z)—/t+zdt, Rz >0
0

O que vocé pode dizer sobre a holomorfia de f(z) ? Serd f(z) holomorfa

para |arg z| < m 7 Mostre que

e~y (_1)71—25” — 1)l
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Sera que o desenvolvimento assimptoético é valido para |argz| < a,0 < a < 77
6) (desenvolvimento assimptdtico)
a) Considere f(z) = logze= 987 para |z| >> 1. Mostre que

4 3
f(z):z+(logz)2+(l()2g—zz)+o<(lozg—:)> 2] — o0

b) Obtenha o desenvolvimento assimptético de f(z) = z—z1/® (1 — z*4/5)2/5 :
quando |z| — oo.
¢) Idem para f(z) = elog=tlog(logztloglog2) " qyando |z| — oo.

d) A férmula de Stirling dé o comportamento assimptdético da fungao Gamma:
D(z) ~ V212272 &2, quando |z| — oo

para os valores z no setor |arg z| < m — 4, onde § > 0. Ou seja

r

lim (2) =1
z]—00 2w 2F1/2 o2

| arg z|<m—4d

i) Mostre que
n!l = V2rptt1/2 g ntan

onde a,, — 0, quando n — oo.
e) A férmula de Euler- Gauss diz que

T(z) = lim (n = Din* »€C\-NN
n—oo z(z4+1)(z4+2)---(z+n—-1)
Ou seja .
(z(z+1)---(z—l—n)w%

i) Deduza da férmula de Euler- Gauss e da férmula de Stirling que para

a > 0 vale

v 2T _
nn+a—|—1/2 e "

ala+1)---(a+n)~ Ta)

Use a relacgao funcional da fungdo Gamma (veja 5)d)ii) acima) para deduzir
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'n+a+1) ala+1)---(a+n)

p— F
I'(n+1) n! (a)
Dai
r
(nta)
I'(n)
ii) Deduza do que foi estabelecido acima que fixado k& > 1
kn k k" "
n 2r(k — )n \ (k — 1)k—1
Dai

2n 22n
n VTN
PARTE E: TRANSFORMACOES CONFORMES II

Transformacoes de Schwarz Christoffel

1) Mostre que

z
1
w = / e d¢
Ve —¢?)
0
leva o semi-plano superior injetiva e conformemente sobre o interior de um

1 2
S T/,

quadrado de lados
2) Mostre que

[
v [
J —¢
leva o disco unitério |z| < 1 injetiva e conformente sobre o interior do quadrado

1 2
N

de diagonal
3) Mostre que

z

1
w = /—(1 —en dz

0
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leva injetiva e conformemente o disco unitario sobre o poligono regular de n
lados cujo comprimento dos lados é

4 F2<l_l)
1 1-— 2 n
-2 n—2
n

4) Considere a linha poligonal L formada pelo semi-eixo real negativo, pelo seg-
mento do eixo imaginério puro ligando 0 & ¢a, a > 0, e o semi eixo paralelo ao
semi-eixo real positivo ligando ia ao co. Considere a regiao ilimitada £2 cujo
bordo é L contendo o ponto 2ia, a > 0. Mostre que

_ 2ia

w=f(z)= — (arcsinzl/2 +2172(1 — 2)1/2>

leva injetiva e conformemente o semi-plano superior sobre (2,
levando a reta real sobre L, satisfazendo f(0) = 0 e f(1) = ia. Vocé poderia
obter agora uma equivaléncia conforme explicita entre o plano complexo com um
semi-eixo removido e o exterior de uma semi-faixa infinita ?
5) Descubra um mapeamento conforme do semi-plano superior e o semi-plano

superior removido o eixo {t +ia, t<0},a> 0.
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