VCOMPLEXAS- MAIO de 2003-Lista 6

prof: Ricardo Sa Earp

PARTE A: CALCULO DE INTEGRAIS VIA RESIDUOS
1) Verificar

2m
d 2
/ x_ = T , a>b>0
a+bsinz a? — b2
0
Fazendo a substituigdo t = tan(z/2) encontre uma primitiva F(z) para
f((l?) = m, r € IR. R@Sp.
2 atan(m/?)-l—b)
F(xr) = ————arctan , - <z<T,
(5) = gy avctan ( “ 52
com
F(r) = - fom) = = Flo+2m) = (@), 2cR
T) = ——, —T) = ——, r+2m) = f(z), =«
N N
2) Calcule

OO a—1

/x dr=——  O<a<l
1+« sin am

0

considerando a fungao f(z) = e** / (1 +¢*) e o o lago retangular formado
pelos segmentos [R, R+ 27i|, [R+ 2wi, —R+ 2mi|, [-R+ 2ni,—R] e [-R, R].
Sugestao: Faca a transformacao x = e! transformando a integral acima em

ffooo f(t)dt. Vocé saberia calcular usando um outro contorno ?
Nota: Observemos que

onde I'(z) é a funcdo Gamma.

3) Verificar

T

/ dzx T

= , a>1
o+ coszx o2 —1
0
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2
/de:2aﬂ(L—l), a>1
a +cosx a?—1
0
5) Verificar
o r? ™
dr = =
/_ o (@127 T 2
6) Verificar
T x? ™
d —
/ @2+ o) (2 + 1) T= a>b>0
7) Verificar
o a\ /2 ,1:-3---(2n—-3)
/ w2 (3)" @) oo en=23
(a+bx2)n ) _T_ sen—1
— 00 \/%
coma>0eb>0.
8) Verificar
/OO (:1:+1)sin2xd 7 Cos 2
—_— x f—
oo X2 H2x 42 e?
9) Verificar
7 xsinx o
e
0
10) Verificar
T cosaz e~ (1 + ab)
/(L‘2—|—b2 :T7 Cl>0,b>0
0
11) Estabelega que
a)
7 A . m/4 l<a<3
1+24 " sin((a+ 1)r/4) “

0
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Sugestio: Integre f(z) = z%(1 + z%)~! sobre 71727374 onde v; é o seg-
mento real [r, R] (0 < r < R), 72 é o quarto de circulo (centrado em zero)
de R & iR, v3 é o segmento [iR,ir| e 4 é o quarto de circulo (centrado em
zero) de ir a r (sendo z* a determinagao principal). Se I; = f,yj f(z)dz,
mostre que I, — 0 quando R — oo e I — 0 quando r — 0. Além disto

mostre que Is = —i*t1I;. Deduza que
¢ /3
dx = >0, - l<a<p-1
/1+mﬁ Ry [ s 1 R a<p
0

fazendo a substituicio y = %/%. Conclua que

Vi 1

/ do= """ L _o34..
1+ xn sin (7 /n)

0

b) Usando um novo contorno contido num setor de angulo 277y /n apropri-

ado, mostre novamente que

o1
/ dx:& n=2234,...
0

142 sin (7 /n)

c) Fazendo uma ligeira variacdo do método do item b) acima, conclua que
se n é um inteiro e se a é um numero real tal que n > a+ 1 > 0, entao

/ x® do— w/n
1+2zm . (a+ D)
, e n

d) Quando n = 2p é par use obrigatoriamente um contorno retangular no

semi-plano superior para calcular

oo

[ e
1+ a2?p

0
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12) Verificar por dois métodos distintos que que

2ma™
- cosmf T2 ¢ la] <1
I, = / a9 =
. 1 —2acosf+ a? 2ra"
m se |CL| > 1
onde n =0,1,2,...,a € R. Sugestdo (método nao cldssico) : Observe que

1 —2acosf+a® = (a—e?)(a—e )

e que
™

In= / (a — e"';)}i(rj— e—10) 0= / (a— Z)?:— z~1) ?—j

—T ~

onde v(0) = e, —1 < 6 < 7. Utilizar em seguida a férmula de Cauchy.
13) Vamos considerar agora integrais do tipo

/R(x) Inzdz
0

(%)

onde R(z) é uma fungao racional sem polos sobre o semi-eixo real {IRz > 0},

satisfazendo lim zR(x) = 0.

a) Mostre que a condigao logo acima garante a convergéncia da integral (x).

A idéia ¢ integrar a funcdo R(z) (logz)”, no contorno apropriado, obtendo

pelo teorema dos residuos

/R (log(z))*d a:—/ R(z) (log(z) + 2mi)* d x = 2mi Z Res (R(z) (log z)2>

b) Dé uma demonstragao rigorosa da equagao logo acima. Mostre também

que quando R(z) for real, isto é, quando z = x € IR = R(x) é real, se
o0

oo

pode calcular simultaneamente as integrais / R(z)d x,e / R(z) Inzd «x,

0 0
c) Calcule

/ Inzx
1—|—:L"
0
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d) Mostre que

o0

12Inx
""" dr=—7?
/x4—|—x2+1 v m
0

e) Mostre que

T 1
16Inx
/ 5 de = —n?
(x+1)(x2+1)
0
14) Vocé pode ser inspirar nos exercicios acima para calcular as seguintes integrais

a)

2v/21
_2V2he

Va (1+2?)

0

oo
/ —m/2 d 9
—————dzr=-n
vV (1+2?)
0
15) Resuma o estudo de exercicios precedentes, verificando que
oo

log x 72 cos AT
I=| ——de=—— 0<A<1
/ 221+ x) v (sin A7r)?2

integrando f(z) = logz/ (2*(1+ z)) ao longo do contorno apropriado, com
as seguintes determinagdes : se z = |z|e?, 0 < 0 < 2,

log z = log |z| 4 i6, 2 = exp(Alog 2)

Note que esta nao é a determinacao principal, mas da para z =z > 0 o valor

7971 =exp((a —1)log ). Seja In z a determinacao principal do logaritmo:

i) Mostre que

(z +ie)*t = exp{(a — 1) In(z + i)}
(x —ie)* ' = exp{(a — 1) In(x + ie) + 2mi}

Conclua que
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ii) liI% (z + i)t = 2271 lim (z — ie)?! = 2971 e?™, Mostre que a
e— e—

e>0 e>0
convergéncia é uniforme em todo intervalo compacto [b,¢c], 0 < b < c.

16) Mostre que

s 1
/ bx4+2ax2+1) B 2V2 /o + Vb
0
17) Mostre que a expansao de Taylor de h(z) = v/a++/1+ z, para z numa
vizinhanca da origem é dada por
hz) = Vita+ — i = N(ark —1)2
2 )
onde N(a;k —1) /
xt + 2a:v2 + 1)k
0
18)
a) Generalize certo procedimento usado acima para calcular
/x“_lq(x) dz, 0<Ra<1
0

onde ¢(z) é uma funcao racional que nao tem pélos sobre o eixo real posi-
tivo, incluindo a origem; assumindo que o grau do denominador de ¢ é maior
que o grau do numerador. Vocé saberia de outro método para calcular tais
integrais ?

19) Mostre que

<. 4

/(smx) dr = 1/3
T

0

Sugestdo : Verifique a relacio de Euler: sin®z = sin(4z)/8 — 3cos(2z)/16.
Utilize um contorno no semi-plano superior delimitando um semi-anel. Tente

obter o mesmo resultado, aplicando integracao por partes e usando o resultado

/ sin @ dz =m/2
0

conhecido




PROFESSOR RICARDO SA EARP 7

PARTE B: TRANSFORMADA DE LAPLACE

1) Calcule as transformadas de Laplace.

a)
r (QCOS(at) ; 2cos(bt)) | abeR

Conclua que

72 cos(at) — 2cos(bt) .
/ : dt = 21n(b/a)
0

b) Utilizando o desenvolvimento em série, e justificando rigorosamente a
troca de ordem do somatério e da integral, e usando a férmula de du-
plicagdo da fungao Gamma para calcular T'(n + 1/2), mostre que

) PR

Deduza que
r SlIl(2\/&) _ e_a/s 5_3/2
vra
c) Use a tabela das transformadas de Laplace “shift theorem”) para calcular

a transformada da retificacdo de meia onda

sin(rt/a), 2na <t< (2n+1)a

0, 2n+1l)a<t<(2n+2)a, n=0

Ta
Resposta: E(f) = (a232 + 7r)(1 — e*as)'

d) Faga uma pesquisa e calcule as ttransformadas das seguintes fungoes

i) Funcao de onda quadrada
ii) Funcao unitaria liga-desliga

)

iii) Funcao de onda triangular

iv)
)

iv) Funcao dente-de-serra
v) Funcao retificagao de onda cheia de sin kt

2) Calcule as transformadas de Laplace inversas das fungoes F(s).

a)

st 4452+ 3 2

1 1
£t (;> = —cost — 3 cos(v/3t)
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Calcule

1
e
<s4 + 452 —|—3)

Este ultimo calculo facilitaria o calculo logo acima e vice-versa ?

L (34 i 81) - 5—Z(sinh(3t) — sin(3t))

3) Use a férmula da transformada de Laplace inversa e técnicas de calculo de
integrais via residuos para calcular as transformadas inversas das seguintes
funcoes

a)

L1 L = Ecos(m‘) + 1 sin(at) a>0
( 2 2a ’

L1 (e‘ ) = u,(t), a>0

Confira os dois ultimos cédlculos com uma tabela qualquer de transformadas.
d)
1/2
1 e*CLS B
1

onde I(a) satisfaz a equagao diferencial I'(a) = 2—?I(a), 1(0) = N2
T

Diferenciando com respeito a a, (e justificando por qué isto é permitido)

mostre que

E_l (e—asl/2> _ a e—a2/4t
2t\/tm

Da mesma forma calcule também

Efl (e—a51/2> X /ae_u2/4t 1 . f( a ) . ( /2\/%)
— — u = — er —_— = ericla
S vt 2/t

0
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e) Usando o resultado sobre a transformada da convolugao mostre que

< () =

A partir daf calcule
i)

1
1
£ (81/2(81/2 +b)>

(@)

£t <ln(sl/2 + a))

ii)

iii)

4) Vamos estudar neste exercicio a equagao de de Abel que aparece no estudo
da importante equagao de Carleman (veja ref.[16], Volume 2). Seja g(z) uma
funcao holomorfa num aberto que contém {Rz > 0}. Asssuma que g leva os
reais positivos nos reais e que g(0) = 0. Seja o € C, 0 < Ra < 1. Mostre

com detalhes que a solucao da equagao

esta dada por

PARTE C: SUPLEMENTO DE RESIDUOS

1) Suponha que uma fungdo meromorfa f definida numa vizinhanca V' de um
ponto a € C tenha em V um tnico pdlo (a) de ordem n, ou seja f pode ser

escrita como

fz2)= —— o B g(z)
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onde a; € C, j =1,...n e g ¢ holomorfa em V. Faga ( = 2 — a e mostre que o
residuo de f em a é igual ao coeficiente de ("' da série de Taylor na origem da
funcao holomorfa ¢" f(a + ().

a Use o que foi feito acima para calcular os residuos da funcao

1
f(@—m

Resp.: Res(f,a) = —w, onde a =¥/ k=0...n—1.
b) Idem para f(z) =3z+2/(1 —cos(z —a)).

2) Nas condigoes do item 1) mostre que se b € V, b # a, entdao tem-se que

o () = et

8(z) > _ g%V (z0)
(z — z0)k" " (k — 1)!

Sugestao: Use a férmula Res ( onde g é holomorfa

numa vizinhanca de z.
3)

a) Seja f uma func¢ao holomorfa num dominio que contém a origem. Suponha
que f(0) = f'(0) = --- = fE=D(0) =0, f*)(0) # 0. Mostre (novamente
se vocé ja demonstrou anteriormente) que para valores “pequenos”de w a
equagao f(z) = w tem exatamente k zeros dentro de uma “pequena’bola
centrada na origem. Os zeros sao distintos 7 Denotando os zeros por
z1(w), ..., zx(w) mostre que a soma zj(w) + - - - zx(w) pode ser represen-
tada numa forma integral que é simples. Mostre o mesmo para qualquer
soma de uma poténcia inteira positiva dos zeros.

b) Conclua do item anterior o seguinte resultado: Se f(z) é holomorfa no
disco aberto |z| < R e vale que f(0) = f/(0) = --- = f*=1(0) =
0, f*)(0) # 0, entdo para valores pequenos de |w| a equacio f(z) =
w tem k zeros z1(w),...,zx(w) que tendem a zero com w. Estes zeros

também satisfazem uma equagao algébrica de grau k
g () gF(w) =0

onde os coeficientes sao funcoes holomorfas de w que tendem a zero com

w.
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Enuncie e demonstre o teorema das fungoes implicitas (F'(z,w) = 0).

Sejam C; = {|z| > 1} e C3 = {0 < |z] < 1}. Calcule os desenvolvimentos de
Laurent tanto em C; quanto em Cy da seguinte funcao :

fz) =

PARTE D: SUPLEMENTO DE FUNCOES MEROMORFAS

(Revisoes de defini¢oes basicas)
a) Defina fun¢do meromorfa, convergéncia uniforme e convergéncia normal
de uma série ¥, f, de funcoes meromorfas.
b) Enuncie um teorema de convergéncia para séries de fungoes meromorfas.

Idem para as séries das derivadas.

Mostre que as quatro séries
> 1 1 > 1 1
Z s4v v’ Z z—y+;
1 1
oo k o0 k
1 1
N ETRINET

0

para k > 2 sao normalmente convergentes em compactos de C a fungoes mero-

o
o 2z
morfas. Conclua que a série E -5
z
1

5 ¢ também normalmente convergente
—v

em compactos de C.

Considere a série

Z 1
I SN Al O
a) Mostre que a série converge normalmente em compactos do plano com-
plexo.
b) Mostre que a fungdo f(z) dada pela série é uma fun¢ao meromorfa em C
com periodo 1.
c) Mostre que
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Sugestao: Mostre que a fungao g(z) definida pelo lado direito da igualdade acima
¢ meromorfa em C, possui periodo 1, tem podlos duplos nos pontos z =n, n € Z

e g(z) tende a zero quando |y| — oo, uniformemente com respeito a x.

(sinwwz)Q N z% =2 ﬁ

Conclua a relacao de Euler

i)

d) Mostre que

n>1
e) Mostre que

1 1 1 ™

\F-noon anmz
Conclua
i)

1 2z ™

;+222—n2 " tanmz
n>1

PARTE E: PRODUTOS INFINITOS

Diz-se que um produto infinito
oo
[T +ay)

J=1

é convergente se
*) apenas um numero finito a;,, ..., a;, dos a;-S sao iguais a 1
xx) se No > 0 é suficientemente grande tal que a; # 0 para j > No, entao

N
nll—{%o H (1+ay )
j=No+1

existe e é nao nulo.
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13
o0
Quando [] (1 + a;) converge, fica definido o seu valor por
j=1
No N
(H(l + aj)> : nli_)n;o H (1+a;)-
Jj=1 No+1
M
Nota: Se [] (1 + a;) converge, entao é possivel mostrar que lim [] (1 + a;)
/=1 NoX =N
existe e é igual a 1.

1) Mostre que se a; € C, |a;| < 1, entdo o produto parcial Py para [ (14 |a;]|)
i=1
satisfaz

o Z 1) < P exp(z o)

Sugestao Use o fato que 1 + z < €* < 14 2z, para 0 < z < 1. Conclua

a) Se Z la;| < oo entao
j=1

H (1 +ajl)
=1

converge

e + |a converge, entao
b) S _H(l |aj]) ge, enta
J_

o0
> lajl
j=1

o0 [ee]
converge. Nota Se [] (1 + |a;|) converge, entdo [] (1 + a;) converge.
=1 =1
=1 . j
Conseqiientemente, se Y |a;| < oo entao [] (1 + a;) converge.
j=1

j=1
Nota: Vale o seguinte teorema: Seja U um aberto do plano complexo. Suponha

que existam fungoes holomorfas f; : U — C tal que Z |fj| converge uniforme-

j=1
mente em compactos de U. Entao a seqiiéncia de somas parciais

N

Fy = [+ £i(2))

j=1
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converge uniformemente em compactos. Em particular, o limite dos produtos

parciais determinam uma funcao holomorfa F' em U. A funcao F se anula num

ponto zy € U, sse f;(z9) = —1 para algum j. A multiplicidade de um zero em z; é

iguala soma das multiplicidades dos zeros das fungoes 1 + f; em zy.

Os fators elementares de Weierstrass sao definidos como segue

Eo(z)=1—=2

e parap > 1, p € IN seja

c)

22 P
Ep(Z):(1—z)exp(z+?+...+?)

Mostre que, se |z| < 1, entao

1= Ey(2)] < [P

oo
Sugestdo : Suponha que p > 1. Mostre que escrevendo, E, = 1+ ) b,2",

n=1
tem-se que by = by =---b, =0 e b, <0 paran > p. Em seguida mostre
oo
que > |by| =1.
n=p+1

Mostre o seguinte teorema: Seja {a;} uma seqiiéncia de nimeros com-

plexos nao nulos sem ponto de acumulagao em C. Seja {p;} inteiros po-

()
S ()
|an |

n=1

sitivos satisfazendo

para cada r > 0. Entao o produto infinito

> z
EE%(&)

converge uniformemente em compactos de C a uma funcao inteira F. Os
zeros de F' sao precisamente os pontos a;, contados com multiplicidades.
Sugestao : Fixe r > 0. Use a estimativa anterior no disco fechado de raio

r convenientemente.

Conclua:
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i) Seja {a,} uma seqiiéncia qualquer no plano complexo sem pontos
de acumulagao em C. Mostre que existe uma funcao inteira f cujos
zeros sao precisamente os pontos a;, contados com multiplicidades.

ii) (Teorema de fatoracao de Weierstrass) Seja f uma fungao inteira.
Suponha que f se anula em 0 com ordem m, m > 0. Seja {a,} a
seqliéncia de zeros ( diferentes de 0) listadas com multiplicidades.
Entao existe uma funcao inteira g tal que

1) =m0 [ Eea(2)
n=1 n

Nota: O teorema demonstrado no item i) vale ndo tao somente para
o plano complexo, mas também para qualquer aberto U C C e qual-
quer seqiiéncia {a,} sem pontos de acumulacao em U (Teorema de
Weierstrass). Veja as refs 6, 18.
Use o teorema de Weiestrass mencionado logo acima para demonstrar o seguinte
resultado
e) Seja U um aberto do plano complexo. Seja f(z) uma fungdo meromorfa
em U. Mostre que existem fungoes holomorfas h,g em U tal que

Nota: Dado um aberto U % C, existe um conjunto enumeravel A em U

tal que
(¥) A nao tem acumulacao em U.
(%) Cada ponto p € OU é um ponto de acumulacdo de A .
Use isto para demonstrar o seguinte:

f) Dado um aberto U do plano complexo, U # C existe uma fungao holo-
morfa em U tal que nenhum ponto p € U é um ponto regular de f, i. e
dado p € OU nao existe uma vizinhanga V, de p e uma fungao holomorfa
g definida em V), coincidindo com f em U NV,. Dizemos que neste caso
U é uma fronteira natural para f.

2) Verificar a convergéncia dos produtos infinitos abaixo, estabelecendo os valores

dos respectivos produtos no caso de convergéncia.
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n=2
) H ZS 1 =3 Sugestao : Observe que

-1 _ (=D +n+1)
= 12_ 1 1 = 2 1
n+1 (m+1)(n2-n+1) e (n+1)"=(n+1)+ n°+n+

- n 1
c) H(l +22) = 1= se |z| < 1. Sugestao Usar a identidade
0

(1—Z)(1+Z)(l+z2)...(1+Z2N) :1_Z2N+1

(o @) [o@)
d) Mostre que se g |2,|? < 00, 2, € C, n > 1, entdo H cos z, é conver-
n=1 n=1

gente. Sugestio : Mostre que |cosz — 1| < |2]? para z suficientemente
pequeno. Aplique este resultado para mostrar que

[ee) .
z sin 2
i) H cos(Q—n> é convergente e igual a ——, z € C. Sugestao : Mostre
z
n=1

por recurréncia que

N
sinz 2\ sin(z/2) z \ sin 227V
z _COS<2> z/2 —nl:[lcos<2n) 22N

Colocando z = 7/2 na férmula acima obtenha

- Tl (575) = 11 1 (1 i), 2
- = COS = Ay, ay = ——, Ay = - an—-1), N =
+1

T n=1 2n n=1 \/§ 2

A férmula acima foi obtida por Viete em 1570 e pode ser re-escrita

como
™

2 2 2
2 /2
V224 \/2+\/2+¢§
e) Mostre que se {z,} é uma seqiiéncia de numeros complexos tal que
Zzn, Z |2,|? sdo séries convergentes, entdo o produto H(l + 2n)
n n n
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converge. Sugestio : Mostre que log(1+2) = z +¢€(2)z?, onde |e(z)] < 1
se |z| < 4, § > 0, apropriado. Em seguida mostre um resultado que
diz que se a série Zlog(l + z,) converge entao o produto H(l + zn)

converge (veja Ahlfors ref. 13)

Seja {a,} uma seqiiéncia de nimeros reais tais que g a, ¢ uma série
n

convergente; entao mostre que o produto | |(1 + a,) é convergente se
n
2 Sy 2 L .
g a, < oo e é divergente se E a, = 00. Sugestao : Seguir o modelo

n n
anterior, considerando que para x € IR, x — log(1 + x) = e(x)z?, com

1/4 < e(x) < 1se |x| < para 6 > 0 conveniente. Aplique este resultado
para mostrar que (1 —1/2)(141/3)(1 —1/4)--- é convergente e calcule
o produto mostrando que é igual a 1/2. Mostre também que o produto
(1—1/v2)(1 +1/v/3)(1 — 1//4) --- é divergente e que diverge & zero.

3) Mostre que

Sinwz:wzH 1——2
n

n=1

Sugestao : Mostre primeiramente que o produto em questao converge uni-
formemente em compactos de C e representa uma funcao inteira. Aplique em
seguida o exercicio 3) e)i) da Parte C e use derivagao logaritmica mostrando
que o produto f(z) a esquerda da igualdade acima é f(z) = csinmz. Ato
continuo calcule o limite ll_r)% (f(2)/2z) em 0 mostrando que ¢ = 1.

Mostre que

. oo .

sin 2 2 ( 1)n nsinn

sintz Z 22 —n?
+1

Conclua que

o .
St _ 1
— n 2

A férmula acima pode ser recuperada via a teoria das séries de Fourier. De
fato, Dada f(x) = sinz, —7 < x < 7 estenda esta funcao a todo IR por

periodicidade (periodo 27). A série de Fourier converge para f para 0 < x <
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7. Logo, temos

oo

sinnx
Z ) [ — para 0 <z < 7

e o resultado segue da equagao acima fazendo = = 1.

I(2)’

5) Represente a fungao como um produto infinito (produto canénico de

Weierstrass).

PARTE F: FORMULA DE POISSON-JENSEN E PRODUTOS DE BLASCHKE

1) (Férmula de Poisson-Jensen) Seja f(z) uma fungdo meromorfa no disco fechado
|zl < R (0 < R < ); ou seja f é meromorfa num aberto de C que contém
este disco fechado. Sejam a, (u=1,...,M) os zerosde feb, (v=1,...,N)
os pélos de f em |z| < R, contados com multiplicidades. Mostre que se
z=re? (0<r<R),ese f(z) # 0,00, entio tem-se que

27

1 .
%/1og|f(ReW>|

+Zlog Zl 'RQ—bz)

Sugestio : (1) Considere primeiramente o caso que f(¢) é holomorfa e

R2 _ 7“2
R2 —2rRcos(0 — ¢) + 12

log|f(2)| = d o+

2__
R a2

nao tem zeros em |(| < R. Mostre que a férmula de Poisson-Jensen em
z = 0 segue da férmula de Cauchy. Para o caso geral considere uma
equvaléncia conforme do disco aberto |(| < R e e o disco aberto unitéario
|lw| < 1, que leva um ponto { = z no ponto w = 0.

(2) Considere o caso que f(¢) tem um nimero finito de zeros e pdlos
em |¢| = R e ndo tem outros zeros e pdlos no disco aberto |(| < R. Neste
caso considere o contorno dD(9), onde D(J) é o dominio aberto obtido
de || < R, removendo-se um pequeno disco de raio ¢ centrado nos zeros
e polos de f(¢) : Mostre que se z € D(§) C {|z| < R}, entao

RZ _ |Z|2
R? —Z() (¢ = 2)

o8 () = 5= [ loa Q) ¢ ac

dD(8)
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além disso mostre que o integrando é O (log 1/9) uniformemente nas indentagoes
que sao arcos de circulo de raio ¢, mostrando que a contribuicao da integral
nas indentagoes vai para zero quando & — 0.

(3) Para o caso geral considere

N R(C—by)

C)II[(R —b,() /H RQ—a(

Nota: A férmula de Poisson-Jensem é crucial na teoria moderna das fungoes
meromorfas creada por Nevanlinna (veja refs. 6, 24 ) ).

a) Conclua a (Formula de Jensen): Seja f uma fungado holomorfa numa
vizinhanca da bola fechada D centrada na origem de raio R. Suponha
que f(0) # 0. Sejam aq, ..., ay os zeros de f em Dg, contados com suas
respectivas multiplicidades. Assuma que |aj| < R, para j =1,2,...k.
Mostre que

log | f(0) |+Zlog

‘ 7log}f(R )| do

Sugestao . Se vocé quer deduzir diretamente a féormula de Jensen, siga
por exemplo, as seguintes sugestoes : Considere o fator de Blaschke
zZ—a

B, = = onde 0< |a| <1
az — 1

Mostre que a funcao

k
H BCLj/R
j=1

é holomorfa numa vizinhanca de Dr e nao se anula nesta vizinhanca.
Mostre que log |g| satisfaz a propriedade da média numa vizinhanga de
Dpg, concluindo que

27

1 .
log [9(0)] = oy /log g (Re’e)‘dﬁ
0
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Dai faga uma analise direta, para chegar ao resultado. Infira:
b) Se f é como no teorema do item a) acima, mostre que

27

log [ f(0)] < %/log’(Rew)}dG

0

logt t>1
ogt set = Chama-se N a
0 set<1

classe (de Nevanlinna) de fungées holomorfas em D tal que

Agora, considere a seguinte defincdo : log™ = {

2
sup Qi log™ ‘f (rei9)| df < >
0<r<1 47
o
Note que a classe de funcoes holomorfas limitadas definidas no disco unitario cen-
trado na origem est4 contida em N.
¢) Seja f € N uma fungao holomorfa em A néao identicamente nula. Se-
jam Sejam aq,as, ... os zeros de f em D contados com suas respectivas
multiplicidades. Mostre que
oo
> (1= lay]) < o0

Jj=1

Sugestao : Como f nao é identicamente nula para mostrar o resultado
argumente que basta considerar o caso que f(0) # 0. Mostre que pode-se
encontrar R, R < 1, com R arbitrariamente perto de 1, de modo que
laj| # R, j =1,.... Aplique a férmula de Jensen & Dg e obtenha

n(R) R 1 27
log|f(0)] + ) log|—| = 2—/10g}f(Re’9)‘d0
= a; T J

onde n(R) é o numero de zeros de f dentro do disco Dg. Aplique o fato

que f € N e uma estimativa simples para chegar ao seguinte resultado

i log
j=1

< o0

1
a;
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Conclua daf .

E bastante surpreendente que a reciproca “forte ” do resultado anterior valha

sem condicoes adicionais.

d)

Se {a;} C D (com possiveis repeticoes ) satisfaz
oo
> (1—laj]) < o0
j=1

e nenhum a; = 0, entdo existe uma funcdo holomorfa limitada (por 1)
B(z) em D cujo conjunto de zeros é exatamente os as contados com suas
multiplicidades. Mais precisamente

B(z) = H |Z—j|Baj (2)

onde B,; ¢ o fator de Blaschke definido acima e o produto infinito con-
verge uniformemente em compactos de D. Os zeros de B(z) sao precisa-
/
J
0 < R < 1 fixado verifique que
o0

J=1

mente os a’.s contados com suas multiplicidades. Sugestao : Para cada

s

1- MB% (z)‘
a;

converge uniformemente em Dgr. Um produto de Blaschke é uma ex-

pressao da forma

|aj|
BL(z) = =" - [[ "' B,
(2) =2 1 ()

oo

O resultado anterior mostra que se Z(l —laj|) < 0o, BL(z) define uma
j=1

funcao holomorfa em D.

Mostre que de f é uma fungao limitada em D, tendo um zero de ordem
mem 0 (m > 0), e se {a;} s@o os outros zeros de f contados com suas
multiplicidades, entao existe uma funcao holomorfa limitada sem zeros

F em D, tal que f se escreve f(z) = BL(z) - F(z), mais precisamente
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Além disso,

sup | f(2)| = sup |F(2)|
z€D z2€D

Sugestao : Considere

N
|a;] ] f(z)
By(z) = ——B,.(2), N € IN", e Fn(z) = ————
N() jl;[laj a]() N() Zm-BN(Z)
f) Diz-se que uma funcdo inteira tem ordem finita se existem numeros
a,r > 0 tal que

(0 fElI<exp(z®) [z >7

Seja A o infimo de todos os nimeros a para os quais (x) seja verdadeira.
Tal niimero A\ é chamado de ordem de f.
i) Mostre sin z tem ordem 1 e que ¢ tem ordem infinita. Mostre que
exp (az”), a > 0 tem ordem n.
ii) Seja f uma funcado inteira de ordem A. Mostre que se € > 0 entao
|f(2)] < exp (|z|**€) para todo z com |z| suficientemente grande,
e um z pode ser encontrado com |z| tao grande como desejado de
forma que |f(z)| = exp (|z]*7) .
Nota: A ordem de uma funcao inteira de ordem A pode ser calculada da
seguinte maneira: Seja M (r) = otax | f(re?)|. Entao

log log M
) = limsup %U
r—00 Og?”

Agora, seja {a,} uma seqiiéncia de numeros complexos nao nulos. Seja p =
[o.¢]

inf{a; Z lan| ™%} < oo. Tal nimero p é chamado de expoente de convergéncia
n=1
da seqiiéncia {a, }. Agora suponha que f seja uma fungao inteira com zeros (difer-

entes do 0) aj,as, ..., contados com suas multiplicidades e arrumados de modo
0 < |a1| < |ag| < ---. Suponha que existe um inteiro p tal que

o0
Z |an‘_(p+1) < o0
n=1
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Entao f é chamada de posto finito. Se p é o menor inteiro de maneira que a
convergéncia ocorre diz-se que f é de posto p. Agora, assuma que f tenha posto

oo
z
p, entao segue que o produto infinito P(z) = H E,(—), é convergente, no sentido
227
n=1

que (veja parte D 1) d) )
[e%e] p+1
r
Z ( ) <
n=1 |CLn‘

onde E,(C) é o fator elementar de Weierstrass definido no inicio da parte D. Tal
oo
2
produto infinito é chamado de canénico. Um fato é que se P(z) = H E,(—),
an
n=1

¢ um produto candnico de posto p, e se p é o expoente de convergénc;a de {a,}
entao p < p < p+ 1. Além disto a ordem de P é p,i. e A = p.
oo

iii) Mostre que a fungao tipo theta H (1—¢"2), 0 < |q| <1tem ordem

n=1

oo
z
zero. Mostre também que o produto infinito H (1 + 7> e

2
e} nlog®n

o inverso da funcao gamma , (veja Lista 5, parte D 5)d) ), sdo

I'(z)
funcoes inteiras de ordem 1. Nota: Quando f é uma fungao inteira
de ordem finita nao nula A, definimos o tipo 7 de sua ordem A como

sendo
log M(r)

7 = lim sup S
,

T—00
A funcao f é chamada de tipo minimo de sua ordem se 7 = 0, de

tipo finito se 0 < 7 < oo, de tipo infinito se T = oco. As funcoes

o
z 1
H (1 + 7>, e e ()’ tém tipo 0, a e 0o, respectivamente.
z

it n log2 n
oo

Quando f(z) = Z c,z2" é uma funcao inteira entao f tem ordem
n=1

finita A, se e somente se,

1 .. . —logcy,
— =liminf ———
n—oo nlogn

iv) Mostre que a ordem da funcao tipo theta Z q”Qz", 0<lqgl<1,6é

n=0
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[o@)
zero. Calcule a ordem de Z n_"z" a > 0.

n=1

MISCELANEA

1) Mostre que se f é analitica no disco aberto D, dado por |z — a| < r tal que
1 (2) = f (a)| < |f (a)], para todo z no disco Dy, z # a, entdo f é univalente
(injetora). Sugestdo: Dados z1, zo em D,., com 21 # 29, considere v o segmento
[21, z2]. Pelo teorema de Cauchy:

Agora use a desigualdade do triangulo e a hipdtese do problema para concluir.

2) Seja f uma fungdo meromorfa num dominio €2 com zeros z1, 22, . . . , 2, € polos
P1,P2, - - -, Pm contados com multiplicidades. Seja g uma funcao analitica em
Q2 e v uma curva fechada em €2, C! por partes, com 7 = 0, isto é, v é homdloga
a zero (ou ainda, n(y,w) =0, Yw € C\ §, cf. Lista 5, ex. 12 ). Suponha que
7 nao passe por nenhum dos pontos z; ou p;. Mostre que

m

ng =2 9(z)n(v,2) = > 9(pi) n(vp3)

1
271
5

a) Suponha que R > 0 e que f seja analitica num aberto contendo o disco
fechado Dy := {|z — a|] < R}. Suponha que f seja univalente em Dg.
Mostre que € := f(Dg) é um aberto. Mostre que a inversa f~1(w) é
holomorfa em 2; além disto, se y é o circulo |z —a| = R usando a férmula
acima mostre que a inversa é dada pela féormula

R I R C)

3) Suponha que f seja uma fungdo holomorfa num dominio Q e que f/(zo) #
0, zg € 2. Mostre que €2 contém uma vizinhanca V de zy tal que

a) féumaumem V
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f admite uma inversa h : W := f(V) — V holomorfa, sendo W um
aberto. Sugestio (item a) ): Use o exercicio Lista 4, exerc. 4) para

mostrar que 2 contém uma vizinhanca V de zy tal que

1

F(z1) = F(z2)] 2 51F (o)l |1 = 22

se z1 € Ve z3 € V. Conclua que a afirmagao é verificada e que f (z) #
0, z € V. Voce saberia dar uma outra demonstragao usando o principio
do argumento ?

4) Usando o principio do argumento, mostre que se zg é um zero de ordem k

da equacao f(z) = a, sendo f uma funcao holomorfa em uma vizinhanga

de zp, entao para uma vizinhanca suficientemente pequena V de zy e para

todo b suficientemente préximo de a, a equacdo f(z) = b possui exatamente

k solugoes simples em V.

Suponha que €2 é um dominio, f é holomorfa em  (ndo constante), zg € €2,

e wo = f(20). Seja k a ordem do zero que a fungao f —wgy tem em zy. Mostre

que existe uma vizinhanca V de zg, V C (Q e existe ¢ holomorfa em V tal que

a)
b)

f/(z) =wo + (p(2))", VzeV

¢ nao tem zeros em )V e ¢ ¢é uma aplicagdo holomorfa inversivel de
Y num disco D, de raio r centrado na origem. Sugestdo: Sem perda
de generalidade suponha que €2 é uma vizinhanca simplesmente conexa
de zp, tomada suficientemente pequena de maneira que f(z) # wp se
z € Q\ {z0}. Entao conclua que

f(2) —wo = (2 — 20)* g(2), z €

para algum fungao holomorfa g que nao tem zeros em Q. Use ( se vocé ja
tiver demonstrado ) o exercicio Lista 5, exerc. 11), para encontrar uma

funcao analitica h em € tal que g = ¢(*). Defina

o) = (= — 20) exp (%) Len

Conclua do item b) o seguinte:

Suponha que 2 seja um dominio e que f seja uma fungao holomorfa e
univalente em ). Mostre que f/(z) = 0 para todo z € e que a inversa
de f é holomorfa. Mostre que a reciproca do teorema € falsa.
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6)

10)

11)
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Seja f(z) uma fungdo analitica e um a um no disco unitario centrado na

o]
origem D dada por f(z) = z+ > a, 2", z € D. Mostre que existe uma

n=2
funcdo ¢ holomorfa e um a um em D satisfazendo, g(0) = 0,¢'(0) = 1 e
g% (z) = f(2?), z € D. Sugestio: Escreva f(z) = zp(z). Mostre que existe h
holomorfa em D tal que h(0) = 1,h%(2) = p(2). Coloque g(z) = z h(2?), z €
D.
(Teorema de Hurwitz) Seja 2 um dominio e seja f, uma seqiiéncia de fungoes
holomorfas em €2, tal que f,,(z) # 0 para todo z € ,n € IN. Mostre que se f,
converge uniformemente localmente em {2 a uma funcao f : Q2 — C, entao f
¢ holomorfa e satisfaz ou bem f =0 em Q, ou bem f(z) # 0 para todo z € .
BConclua do teorema de Hurwitz o seguinte teorema de injetividade:

Seja 2 um dominio de C; suponhamos que f, uma seqiiéncia de funcoes
holomorfas em €2, tal que cada f,, n € IN seja uma aplicacao injetiva em
(). Mostre que se f,, converge uniformemente localmente em {2 & uma funcgao
f :Q — C, entao f é holomorfa e satisfaz ou bem f é constante em ). ou
bem f é uma funcao injetiva em €.

Seja 2 um dominio limitado de C. Suponha que f, : Q — C é continua e

holomorfa em . Se {f,| 00
que {f,} converge uniformemente em 2 & uma funcio continua f : Q — C e

} converge uniformemente em 0f2, entdo mostre

holomorfa em €.

No que se segue D = {|z] < 1}.

Seja f(z) = ). cn2", z € D. Mostre que se |c1| > > ~,nlc,| entao f &
n>0

injetiva. Sugestao: Mostre que para 21,29 € D

1) = o)l = {Jes] = Y nlenl}

n>2
Seja f uma funcao holomorfa em D e |f(2)] < 1, z € D. Mostre que |f (0)] <
1, mesmo se f(0) = ¢ # 0. Sugestao: Considere a fungao
_ fle)—c
99 =150

e estabeleca que |f (0)|/ (1—1c?) = lg'(0)] < 1, se f ndo é constante.
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12) Mostre que os seguintes subconjuntos nao sdo uniformemente equivalentes:
a) C\ {0} e D\ {a}, a € D.
b) C\DeC\{c}, ceC.
c) D\ {0} eoanel {0 <7 < |z|]| < R < o0}.
d) C\{c} (ceC)eoanel {0<r<|z] <R< o0}
13) Investigue num livro de Varidveis complexas o Grande teorema de Picard (veja
por exemplo no livro de Hille, segundo volume)
a) Enuncie o grande teorema de Picard e dé aplicagoes .
b) Dé exemplos de fungbes e de pontos z = a que sdo limites de uma
seqiiéncia de pélos de f, com f meromorfa em uma vizinhana perfurada

de a. O qué o teorema de Picard diz a respeito 7

1
c) Mostre que a fungao sin (cot —) tem um numero infinito de singulari-
z

dades essenciais em qualquer vizinhanca da origem.

14) Considere
1 g
f(Z):E o

a) Mostre que o raio de convergéncia da série é 1 e que z = 1 é um ponto singular
de f. Mostre que f(z) e suas derivadas s@o continuas no disco unitério fechado.
Mostre que {|z| = 1} é a fronteira natural de f.

Curiosidade: E possivel encontrar uma funcao holomorfa f fora de um con-
junto de Cantor C de modo que C seja exatamente o conjunto singular de f (veja

isto no livro de Hille, vol II).

15) Seja f uma funcdo meromorfa em C e seja P o conjunto dos poélos de f.
Assuma que os residuos em cada pélo de f é um inteiro. Considere o conjunto
Q) :=C\C. Seja zp um ponto fixado de Q. Seja z € Q e seja v uma curva C*
por partes inteiramente contida em €2 ligando zy z. Mostre que a funcao

91 = ex [ 1) 1)

16) Mostre que o conjunto dos pontos onde o gradiente de uma fungdo harmonica

estd bem definida em (2.

u definida num aberto A se anula é um conjunto discreto.
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17) Considere a equacao
(%) h(z) =& 2" — ¢, n >0

a) Mostre que a ordem de cada zero de (x) é 1.

b) Mostre que se D = {|z| < 1} entao (x) admite n zeros simples em D.

18) Mostre a série de fungdes meromorfas

(1"

Z—"n

NE

(%)

1

3
I

determina um funcao meromorfa em C. Sugestdo : Use o fato que a série
o0

—1)n
E u converge e some esta ultima a série (k).
n
n=1

19) Considere a série

(+) y Er

a) Seja D = {|z| < 1}. Mostre que a série () converge normalmente em
compactos de D.

b) Seja 2 = {|z| > 1}. Mostre que (*) define uma fungao holomorfa em €.
20) Considere H? = {Rz > 0}. Mostre que

1 2 [ Int
ogz:_/ _Int .
0

z T 12 + 22

21) Seja g : (0,1) — IR uma fungao continua absolutamente integravel em (0, 1).

Mostre que

define uma funcao holomorfa f(z) em C\ [0, 1]. Sugestao Mostre diretamente
por um célculo que f’(z) é o que deve ser fazendo-se derivacao sob o simbolo

da integragao .
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22)

23)

24)
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Calcule a integral

—2Inx

V2z(1 + 22) e

2
7T ~ . .1 . .
Resp ? Sugestdo : Considere semi-discos no semi-plano superior centrados

na origem de grande raio R e pequeno raio r e o contorno fechado positi-
vamente 7y acrescentando segmentos no eixo-r da maneira conveniente. Con-
sidere f e g os ramos do logaritmo e da raiz quadrada em Q := C\ {iy, y < 0},
correspondendo a —7/2 < arg z < 3mw/2, e considere a fun¢ao holomorfa h em

Q) dada por h(z) = %

Calcule a integral:

x2—1

[ 2o
/m T4 a€(—1,1)
0

2
m ~ . .1 . .
Resp :————4. Sugestdo : Considere semi-discos no semi-plano superior
4 cos? —
2

centrados na origem de grande raio R e pequeno raio r. Também considere
semi-discos no semi-plano superior centrados em z = —1 e em z = 1 de
pequeno raio €; e pequeno raio €o, respectivamente. Finalmente, considere o
contorno fechado positivamente orientado v acrescentando segmentos no eixo-
x da maneira conveniente. Considere f e g os ramos do logaritmo e de z% em
Q:=C\ {iy, y <0}, correspondendo & —7/2 < arg z < 37w /2, e considere a

f(2)g(2)

22 -1~

Considere o anel Q = {0 < r < |z| < R}. Mostre que todas as aplicagoes

fungao holomorfa h em Q dada por h(z) =

f:(r* R?*) — IR de classe C? de forma que f(|z|?) seja harmonica em ) sdo
da forma aln |z| + b, onde a,b € R.
(Problema de Dirichlet no semi-plano superior) Seja f : IR — IR uma fungao
continua.
a) Mostre que a solugao u do Problema de Dirichlet para fungoes harmonicas
no semi-plano superior, continua no semi-plano superior fechado, harmonica

no semi-plano superior aberto e tomando os dados continuos f no bordo
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25)

26)
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¢ dada por
17*]%)@ se Tmz > 0
u(z) =< 7 (t —x)2 4+ y? e
f(x) seImz =20

b) Mostre que o Problema de Dirichlet para fun¢ées harménicas no semi-
plano admite uma tnica solucao limitada. E se a condicao limitada for
retirada existe unicidade para o Problema de Dirichlet ?

Sejam u e v fungoes harmonicas definidas num dominio simplesmente €2 C C.
Suponha que Vu - Vv =0 em 2. Mostre que existe a € IR tal que au + iv seja

uma fun¢ao holomorfa em 2.

(Transformada de Fourier e transformada de Laplace) Seja f uma fungao
integravel na reta IR. Definimos a transformada de Fourier de f, denotada

por ]? por

fo = [ fwe e

Se g é uma funcao integravel na reta IR definimos a inversa da transformada

de Fourier por
o.¢]

g"(t) = / g(€) FTiTE dg

— 0o

O fato é que sempre que as integrais acima tenham sentido, ou seja ambas
f e [ sejam integréveis entao as operagoes V e  sao inversas uma da outra.

Entao , nestas condicoes tem-se que (f)v: f.

a) Calcule a transformada de Fourier f(&) da funcao 5 Sugestao : Con-

141

sidere a fungao f(z) ¢ 2™ Para & > 0 considere o contorno

2
formado pelo semi—circullotozntido no semi-plano inferior {Im z < 0} cen-
trado na origem e de grande raio R. Aplique o teorema dos residuos
e as técnicas basicas do calculo de integrais via residuos. Encontre:
f(f) = 271e 2™ ¢ > 0. Um célculo andlogo pode ser feito para £ < 0,

usando agora o contorno simétrico no semi-plano superior, encontrando
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que f(é’) =21e 27l ¢ € R. Observando que ambas f e fséo integraveis
2

14127

corrobore que (f)v(t) =

b) Considere a fungao
(1) = 3cos2mt se —T7/4<t<T7/4
10 set<—T/4out>7/4

i) Calcule a transformada de Fourier de f. Sugestdo : Escreva cos 2nt =
~ 3 7 1

(™t +e72™) /2. Resp : f(§) = - cos(%f) e

ii) Verifique a férmula de inversao de Fourier: (f )v = f. Sugestao

Mostre primeiramente que

PV 3 L e/ 2m

o ) 1-—¢2

— 00
Para o calculo da primeira integral proceda da maneira seguinte: Note que
eiz((77r/2)+27rt)

eif((—?ﬂ/2)+27rt) df

para t > —7/4, considerando a fungdo meromorfa , e inte-

grando no contorno formado pelo semi-circulo contido Zno semi-plano superior
{Im z > 0} centrado na origem e de grande raio R, nao ¢é dificil ver que a integral
tende a 0 quando R — oo. Por conseguinte, considere o contorno v positivamente
orientado formado por semi-discos no semi-plano superior, o primeiro centrado
na origem de grande raio R, os outros dois de pequenos raios €, centrados em
x =1 e x = —1, respectivamente. Complete o ciclo positivamente orientado =y
acrescentando segmentos no eixo-r da maneira conveniente. Mostre que as inte-
grais (considerando a func¢ado meromorfa acima) ao longo dos pequenos circulos
1 e:|:27rit

de centros * = +1 convergem para — . Conclua que para t > —7/4, a

S 3 . .
primeira integral vale —3 cost. Uma mesma andalise mostra que a segunda in-

tegral em (%), para t > 7/4, considerando o mesmo contorno acima e a funcao
. 3 , ~
T2 g#((=77/ 2)+2”t), vale 5 cos wt. Conclua que estes calculos sao coerentes com
—z
a definicdo de f, para t > 7/4. Verifique que célculos andlogos, usando o con-

torno simétrico no semi-plano inferior, mostram também que (f)v(t) = 0, para
t<—=7/4,eque (f )v(t) = cos 27t, para —7/4 < t < 7/4, como desejado.
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c) Mostre que a defini¢ao de transformada de Fourier pode ser estendida a
IR", pela seguinte férmula

u(y) = / e 2T Y () d x, (y e R™)
r

para u € L%(IR"). Investigue as propriedades da transformada de Fourier
neste contexto.
d) A finalidade deste exercicio é demonstrar algumas propriedades da trans-
formada de Fourier

i) Mostre que a transformada de Fourier “mata derivadas”
Do = (2mi€)™a

ii) Mostre que a transformada da convolugao é o produto das transfor-
madas

— T A~

U*V = Uuv

onde a convolucao u * v, esta definida por

wkv(z) = /u(z)v(m—z)dxdz

iii) Usando o teorema dos residuos, ou outro método qualquer, mostre o
seguinte calculo- que é muito 1til no tratamento das equacoes de Poisson,
Calor e Schrodinger, via a transformada de Fourier.

o0 . 1/2
/ piaz—ba? g o a®/4b <%> ,  abeR,bL>0
e) Mostre que
|z — y|?
—f —
o At

| S twdya

n

1 o0
“@):WO/

Resolve a seguinte equacao de Poisson

—Au+u=f, em IR"
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onde f € L*(IR")

Sugestao : Use o fato que a transf. de Fourier mata derivadas, o fato que
a transformada da convolugao é o produto das transformadas, e o calculo
anterior para chegar a solucao desejada.

f) Mostre que a solugdo fundamental da equagao do Calor

up—Au =0 em IR" x (0,00)
u=g em R" x {t =0}

|z —y|?

u(x,t) = W /e 4 gly)dy
et
Sugestao : Aplique a transformada de Fourier somente na variavel x, transfor-
mando a equacao acima numa equagao diferencial linear homogénea na varid
vel t, com condicao inicial em ¢ = 0. Resolva esta equacao e ache u de uma

maneira parecida com o que vocé fez no item anterior.

Agora vamos considerar fungoes seccionalmente continuas f(¢), definidas num
semi-eixo [b, 00), b > 0, de crescimento exponencial, i.e |f(t)| < Ke", a,K €
R, K > 0, t suficientemente grande.

A transformada de Laplace esta definida por
Fs) = £(1) = [fedt, (s> a)
0

i) Mostre que L(f) =L(g) = f=g.
ii) Mostre que

4qm
n
5 (F(s) = L((=)" (1))
S
iii) Supondo que f,..., f*~D, f() sejam seccionalmente continuas com
crescimento exponencial, e f,..., f("~1, sejam continuas, mostre

4

que a transformada de Laplace também “ mata derivadas”.

F(F™) =" F(f) = "7 FO) =+ = sf 2 (0) = £ (0)
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iv) Calcule a transformada de Laplace de algumas fungdes fundamen-
tais e consulte uma tabela para completé-las. Por exemplo: f(t) =
1, f(t) = e, f(t) =t", f(t) = sinat, f(t) = cosat,...

v) Considere a equagao de Bessel de ordem zero
zu" (2) + v/ (2) + zu(z) =0

Resolva a equagao de Bessel acima usando a transformada de Laplace,
transformando a equacao diferencial de segunda ordem, numa equacao
algébrica, mostrando que

c
L(u)(s) = ———= onde ¢ ¢é uma constante

(1t s2)1/2°
Em seguida usando a tabela que vocé construiu e o conhecimento da série
binomial, mostre que

u(z) :CZM

27 (n!)?

27) (Equagées singulares regulares de segunda ordem)

Vamos fazer uma incursao na teoria das equacoes diferenciais complexas li-

neares de segunda ordem singulares regulares. Vamos considerar uma equacao da

forma

w”(2) + a(z)w'(z) + b(z)w(z) =0 (%)

onde a(z), b(z) sao fungdes holomorfas num disco perfurado 0 < |z—zp| < 7. Se
pelo menos uma das fungoes a(z),b(z), ndo é holomorfa numa vizinhanga de
20, dizemos que 2o é um ponto singular de (x). Caso contrario, dizemos que z
¢ um ponto regular. Neste caso, o teoria geral de sistemas holomorfos pode ser
aplicada para garantir a existéncia de duas solucoes holomorfas linearmente
independentes wq(z) e wa(z) que geram o espago de solugoes de (x). Uma
demonstracao usando a teoria de séries majorantes pode ser encontrada na
ref. 11). Vamos nos interessar doravante no caso singular.

Caso zgp nao seja um ponto regular e a(z) tenha no méaximo um pdlo de
primeira ordem (em zp) e b(z) tenha no méximo um pdlo de segunda ordem,
dizemos que zy é um ponto singular regular. Um ponto singular que nao é

um ponto singular regular é chamado de ponto irregular.
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A definicao para z = oo é feita de maneira andloga fazendo a substituicao

¢ = —. Com efeito: O resultado desta mudanca de varidveis é a seguinte

dezé(Qc) 20 (% Sy (%)) =y (%) Q=0 (x)

onde v(¢) := w(1/z). O ponto z = oo é chamado de regular ou singular regular

Z
equacao

consoante que o ponto ( = 0 é um ponto regular ou singular regular para a
equacao (xx).

a) Sejam a(z) e b(z) funcoes holomorfas para |z| > r. Mostre que o ponto
z = oo ¢ um ponto singular regular de (x), se e somente se a(z) tem um
zero e b(z) tem um zero miltiplo em z = co (ou equivalentemente, za(z)
e 2%a(z) tem limites finitos em 2z = co). Em particular, conclua que o
ponto é regular, se e somente se o coeficiente a_; da série de Laurent de
a(z) em |z| > r é a1 = 2, e os coeficientes b_s,b_3 da série de Laurent
de b(z) sao nulos.

Suponha que z = 0 é um ponto singular da equagao () e considere os desen-

volvimentos de Laurent em z =0

1 & R
a(z):;;akzk, b(z):?gbkzk, 0<|z]<e
Considere a chamada equacao indicial
p(p—1) +app+by =0 (1)

b) Sabendo que z = 0 é uma singularidade regular da equagao (*) mostre que
sempre existe uma soluc¢do u(z) de (x) da forma (método de Frobenius)

u(z) = 2" (1 + Z ozn(T)z”>

onde r é uma raiz da equagao indicial (1), e os coeficientes o, (r) sdo obtidos
por uma certa relagao de recorréncia que vocé deve explicitar; sendo a série a
esquerda da igualdade acima convergente numa vizinhancga da origem.

Sejam 71 e 79 as raizes da equacao indicial, com Rrq > Rrs.
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c) Mostre que quando 7y — 79 nao é um inteiro podemos encontrar uma
solugdes u1(z) e uz(z) linearmente independentes de (x) pelo método do
item b).

d) Mostre que quando as raizes da equagao indicial sdo iguais a r = r1, obte-
mos uma segunda soluc¢do v(z) independente da solucao u(z) encontrada
no item b) pela férmula

v(z) = u(z)log z + 2™ (Z m&g—yl)z")

onde os coeficientes o, sdo obtidos no item b) e a série a esquerda da igualdade

converge numa vizinhanca da origem.

Sugestao : Olhe como é feita a demonstracao da obtencao das solugoes fun-
damentais da Equacao de Euler : z?w” + azw’ +bw = 0,a,b € C, no caso que as
raizes sao iguais.

e) Considere o caso que r; — 19 = N > 0, é um inteiro. Mostre que uma
segunda solugao v(z) independente de u(z) pode ser obtida pela férmula

v(z) = cu(z)log z + 2™ Z dir ((r —ro)an(r)) 2"

n=0 r=r2

onde ¢ = lim (r — ro)an(r).

e) Considere a equagao de Bessel de ordem «
2w (2) + 2w’ (2) + (22 — aHw(z) =0

onde o € C é uma constante com Ra > 0.
i) Mostre que z = 0 é um ponto singular regular e z = oo é um ponto
irregular para a equacao de Bessel.

ii) Mostre que as raizes da equagao indicial sdo p = a e p = —a.

Considere as fungoes de Bessel

Ja(2) =D n!F(v(m_Jrl§+ 1) (%)MM

n=0
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onde I' é a funcao Gamma. Para o # —1,—2,..., sao chamadas funcoes de
Bessel de primeiro tipo e indice n (quando o = n € IN).

Considere as fungoes de Bessel

n—1
2 z 1 (=)™ (n—1)! z\2m-n
Yo(2) = == log = J,(2)—= (5)
(2) D) () W;m!(l—n)u-(l—n—l—m—l) 2
para n = 0,1,2,..., sao chamadas de funcoes de Bessel de segundo tipo e

indice n .

iii) Mostre que quando « nao é um inteiro tem-se que J,(2) e J_o(2)
sao solugoes linearmente independentes da equacgao de Bessel.

iv) Mostre que quando o« = n € IN, um par de solugdes independentes é
dado por J,(z) e Y, (2).

iv) Encontre as solugdes explicitas da equagao de Bessel de ordem zero,
mostrando que Jy(z) é inteira e estude o comportamento da solugao
geral quando z — 0.

v) Estude a equagao de Bessel de ordem meio e mostre explicitamente
que a segunda solucao nao possui termo logaritmico embora a diferenca
das raizes seja um inteiro.

vi) Encontre as solugbes explicitas da equagao de Bessel de ordem um,
mostrando que J1(z) ¢ inteira e estude o comportamento da solucao
geral quando z — 0.

vii) Exercicio-pesquisa: Mostre que as fungoes de Bessel J,(z) tem um
nimero infinito de zeros na semi-reta real positiva. Mostre também

que as fungdes de Bessel Y,,(z) sao ilimitadas na origem.

Dizemos que a equacao () é Fuchsiana, se esta possui um nimero finito de
singularidades em C U {oc}, sendo todas as singularidades regulares.

e) Considere a equagao de Legendre
(22 — D" (2) + 220/ (2) — a(a+ Dw(z) =0, acC

i) Mostre que a equagao de Legendre é Fuchsiana.
ii) Mostre que quando o = n € IN, existe um polinémio P,(z) que é
solucdo da equacao de Legendre. Mostre que P,(1) =1, P,(—2) =
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(—1)"P,(2). Além disso, mostre a formula de Rodrigues

I
nl2m d zm

Po(2) = (=% —1)"
calculando Py(2), P1(z), Pa(2), P3(2).
f) Estude a série hipergeométrica

2(1—2)w"(2)+ (y— (a+ B8+ 1)2)w'(z) — aBw(z) =0

Nota: A teoria das equacgoes singulares regulares de segunda ordem,
aparece em varias areas da Matematica Pura e Aplicada:

- Teoria das Transformacoes Conformes. A série hipergeométrica aparece
na construcao de uma transformacao conforme explicita do disco
unitario aberto |z| < 1 sobre o interior de um tridngulo geodésico A
no disco hiperbdlico.

- Na Anélise Harmonica ( andlise de Fourier, séries de Fourier-Bessel,
problemas de Sturm-Liouville singular).

- na Fisica Matematica e Mecanica (eq. da membrana oscilante, tem-
peratura de um cilindro longo).

- Equacgoes Diferenciais Parciais (problemas de Dirichlet em regides
esféricas)

- Teoria das superficies de curvatura média 1 no espaco hiperbdlico
(que sdo “primas ” das minimas de IR?).

g) Faca o exercicio 4) da parte C da lista 2.
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