VCOMPLEXAS-2001.2-Lista 7

prof: Ricardo Sa Earp

SINTESE DE FUNCOES MEROMORFAS

Suplemento de séries
1) (Lema da soma parcial de Abel): Sejam {ay,}, {b,} duas seqiiéncias de niimeros
complexos, n € INg := INU{0}. Coloquemos A,, = ag + - - - + an,n > 0; entao
paran > 0,k > 1, temos que

n+k n+k—1
> ajbi= Y Aj(bj —bjp1) = Anbpi1 + Anirbnik
j=n+1 j=n+1

Deduza: Zn>0 a, by, converge se En>0 Ay (b —by 1) converge e lim,, o A, by,
existe.

a) (Critério de Abel) Da férmula de Abel deduza que se ), - a, ¢ conver-
gente e se {b,} é uma seqiiéncia monétona limitada; entao >, - anbn
converge.

b) (Critério de Dirichlet) Mostre que se a seqiiéncia das somas parciais {4, }
de )", ané limitada e se a seqiiéncia {b, } é uma seqiiéncia real mondtona
tendendo a zero, entao ), - anb, converge.

Dai deduza o critério de Leibniz: Seja {«a,} uma seqiiéncia mondtona de
. : ~ n N
numeros reais tendendo a zero, entao Zn>0(_1) o, converge. Dé exemplos de
séries convergentes, mas nao absolutamente convergentes.
Também deduza o seguinte:Se ) |b, —bp41| < 00 ese ) a, converge entao
> >0 anbn converge.
2) Sejam {an},{bn},{cn} seqliéncias de nimeros reais estritamente positivos
com
YonCn <00,y dy = 00.
a) Mostre que se para algum N € IN

Cn+1

b

an+1
— <
Qn Cn

\Y
=
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entao Y a, < oo.
n
b) Mostre que se para algum N € IN

an+1 > dn+1
a, _ dp

n = N,

entao Y a, = oo.
n
Sugestdo: Para o item a) observe que a seqiiéncia {a,/c,} é uma seqiiéncia de-
crescente.
3) (Critério de Kummer): Sejam {a,},{bn},{c,} seqiiéncias de niimeros reais
estritamente positivos com ) d, = oc.

a) Mostre que se para algum N € IN e um nimero p > 0 temos que

An+1
b, — 2t

bn+1>p>07 TZ}N,

n

entao Y a, < oo.
n

b) Mostre que se para algum N € IN temos que

1 An+1 1
dn Gn dn+1

entao Y a, = o0.
n
Sugestdo: Para o item b) veja o exercicio anterior item b). Para o item a) observe
que wy, = apby — Apt1bpy1 = anp > 0,n > N. Também observe que ) w, é
convergente.

4) (Critério de Raabe-Duhamel). Guardando as notagbesdo exercicio anterior,
tomando b, = n — 1(n > 2) no exercicio anterior e d,, = 1/(n — 1) no item b)

obtém-se
an
Zan<oo se, para alguma >1 eum N € IN, n(l— +1) >a,neN
Gnp
n
Qn+1
Zan:oo se, para algum N € IN, n(l— ><1,n€N
an,
n

Em particular, se lim n(l — %) = L entdo ) a, < ocoseL >1e

n—oo n

Y.,an = 00 se L < 1. Mostre que se L = 1, todas as hipdteses podem
ocorrer.
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5) (Critério de Gauss) Seja {a,} uma seqiiéncia de nimeros reais estritamente
positivos tais que, para algum N € IN
an4-1 -1_Z 5n N

— n
an, n np

WV

onde p > 1,a € R e sup,,> y [Ba] < oo
)MostrequeZan<oo Sea>leZan—oo,sea<1.

Sugestao: Se « 7& 1 utilize exercicio anterlor) Para a = 1 utilize o exercicio

anterior com 1/d,, = (n — 1)log(n — 1), n > 3 verificando que

lim (i— Gnt1 1 )=-1
n—oo\dy, Qnp dn—l—l

b) Seja a € C. Seja z, = (Z)? onde (8) =1, (‘11) = a,

<a):a(a—1)-~(a—n+1) .

n n! ’

Mostre que > |z,| < cose Ra >0oua =0¢, > |z, =00 se Ra <0,
n

a # 0.

Sugestao: Considere
a—n

n+1

Ty =

Zn+1 ‘

ZTL
Quando fa # 0 aplique exercicio anterior), verificando que
n 1 —lal® + 2n(1 + Ra)

n(l_rn)zl—l—rn. (n+1)2 e Jmn(l=ra)=1+%a

Quando Ra =0,a #0,a=it,t € R,t#0e

n t2\1/2
_ 1 _>
" n+1< +n2

verifica-se que

1 n? 1/2 n? t?
2
14 5) = (1 1) LN |
n(rn +n) n+1<+n2> +n(n+1)_)2+

O resultado agora segue do item a).
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6) (Série hipergeométrica) Sejam a, b, ¢ € C. Suponha que —c ¢ IN. Entéo a série

dada por

F(a,b,c,z) =1+ —2+

ab ala+1)b(b+1) ,

c 2¢(c+1) o

al@a+1)---(a+n—1bb+1)---(b+n—1) ,
+ n!c(c+1)...(c+n_1) 24

é chamada de série hipergeométrica e aparece na teoria das equacoes Fuchsianas

de segunda ordem (Veja refs. 4) e 8).

Também aparecem na teoria das aplicacoes conformes, mais precisamente nos

triangulos Schwarzianos e na pavimentacao do disco hiperbdlico por triangulos

geodésicos( Veja ref. 20) .

a)

Exercicio-estudo (Veja ref. 20)): Estude as relagoes entre a derivada
Schwarziana e as solucoes de equacgoes diferenciais lineares de segunda
ordem cujos coeficientes sao funcoes meromorfas. Estude as relagoes en-
tre tais equacoes com a série hipergeométrica culminando na solucao
explicita do problema de se encontrar uma transformacao conforme que
leva o semi-espago superior {Imz > 0} sobre um triangulo hiperbdlico
ou curvilineo, cujos lados sdo arcos de circulos (“geodésicas no plano
hiperbdlico”) de angulos 7o, 70, 7y, satisfazendo a relagdo da geometria
nao -Euclideana: a+ 8+ v < 1.

Mostre que a série hipergeométrica tem raio de convergéncia 1.

Se R(a+b—c) < 0, a série converge absolutamente para |z| = 1. Sugestdo

Aplique o critério de Gauss.

Cadlculo dos residuos, e etc...

7) (Férmulas de somatdrio)

> f(n)

Seja f uma funcao holomorfa em C, exceto por um ntmero finito de singu-

laridades. Suponha que nenhuma das singularidades seja um nimero inteiro. Seja

Yn, 1 € IN uma seqiiéncia de curvas simples fechadas disjuntas das singularidades

de f e que nao passa pelos inteiros, satisfazendo a seguinte propriedade: Se D,, é

o dominio delimitado por ~,,, entao UD,, é uma exaustao de C.
n
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a) Mostre que

lim [ (mcotmz)f(z)dz=0= Z fn)=— Z Res(g; 2)

n—oo
A nes z€Sing (f)

onde Sing (f) é o conjunto das singularidades de f.
b) Mostre que

sup{|cotwz|; z € C\ UZBE(n), 0<e<1/2} <o
ne

onde B¢(n) := {|z — n| < €}. Mostre uma limitagdo anédloga para as
tz
seguintes fungoes f(z) = 1/(¢° —1), f(2) = eze 1 (t € [0,1]), f(2) = sec z.
c) Mostre que se f satisfaz a uma desigualdade do tipo
M
< — M>0
£6)1 < o

para |z| suficientemente grande, entdo a hipétese do item a) serd satis-
feita. Exiba exemplos gerais disto.
d) Mostre que

- 1 1+e 27
Z n2+a2 :ﬂ./al_e—%ra

n=—oo

=1 s
Conclua que 21: 2=
Exiba outros exemplos de formulas de somatoério do mesmo tipo.
e) Elabore uma anédlise parecida usando 7 csc mz para encontrar férmulas de
somatério para Z(—l)"f(n)
8) (Ezpansao de algumas fung¢oes meromorfas cldssicas)
Sejam ar, k =1,2,... 0s pélos de uma funcao meromorfa definida num aberto

U C C. Suponha que a parte principal de f em a; seja dada por
mp c
kj
hi(z) = —_—
k(2) ; (z — ag)?

a) Seja Bc(ay) um disco aberto ao redor de a,, de raio € suficientemente

pequeno, contendo apenas um unico polo de f. Seja w um ponto de
Be(an) \ {an}. Mostre que
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Res( /(z) ;an) = By (w)

Z—w

b) Seja v é uma curva simples fechada positivamente orientada que é bordo
de um dominio ) interceptando o conjunto dos pélos de f apenas nos
pontos ai,as,...,a,. Mostre que se w é um ponto de €2 que nao é um

polo de f, entao

LL TCL g~ pw) =3 haw)

271 Z— W T

Agora seja vy uma seqiiéncia de curvas simples fechadas positivamente
orientadas bordando dominios 2y formando uma exaustao de €2 = C,
com Q; C Qo C ---. Suponhamos também que Qn N {aj,as,...} =

{a1,...,ann}. Mostre que se

sup |f(z)] — 0 quando N — o0
z€[vn]

onde [yy] é o traco de vy, entdao para w € C\ {a1,az,...}

= li h
Além disso mostre que se todos os pdlos de f sao simples deduz-se que a férmula

niN

fw)= lim > —*

N—oo w — Ay

c) Agora suponha que f seja holomorfa em z = 0. Mostre que se w nao é

um pélo de f tem-se que

nN
f(z) .
w dz—0 (n—o0)= f(w)= f(0)+ lim (hi(w)—hg(0))
/WV z2(z —w) N—o0 ;
. . . 1 1 w
Sugestdo Use a identidade = — + —— - Deduza que se todos
z—w z  z(z—w)

os pélos de f sao simples entao

f(w) = +nlglgOZ( o az)
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Usando o item 7)b) deduza as seguintes expansoes :

) (2k:+1)
secz—47rz 2k—|— ) 2

1 2z
tz = — —_
Z+ZZ2_,€2W2

CSCZ = — E k‘27'('2

1

[ S 2
-1 2 z - 22 + 4k272

N | =

9) (Soma de Gauss) Este exercicio deve ser com consulta. Veja por exemplo ref.

12) ou ref. 13). Mostra a férmula de Gauss

1—2

n—1 \n
Z 627r1/2/n _ 1+ (_Z) \/T_l
0

10) (residuo mo infinito) Considere f uma fungao holomorfa em C com finitas

singularidades. O residuo no infinito esté definido por

1
Res(f,00) := —— f(z)dz
27 J\z1=r
para R suficientemente grande.
a) Mostre que Res(f,00) = —a_1, onde a_; é o coeficiente de 1/z no desen-

volvimento de Laurent de f no infinito. Qual é a relagao com o residuo
da funcao —C—12f(1/§) na origem ?

b) Mostre que a soma dos residuos de f na esfera de Riemann C U {oo} é
zero, concluindo que a soma dos residuos de uma funcao meromorfa na
esfera de Riemann ¢ igual a zero. Mostre que o residuo de uma funcgao
racional pode ser calculado via determinantes.

c) Calcule a integral

1

1_ 2
/ T dox =27
V2 = 1)(1 + 22)

-1
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11) (Teorema de Rouché)

a) Use o teorema dos residuos para estabelecer uma férmula para contar
zeros e pélos de uma funcao meromorfa. Aplique na deducao do teorema
de Rouché para uma funcao meromorfa. Aplique Rouché para dar uma
demonstracao do teorema Hurwitz.

i) Mostre que se {a,} é uma seqiiéncia decrescente de nimeros reais
o0

positivos entao f(z) := Z anz" define uma fungao holomorfa sem

0
zeros na bola unitaria centrada na origem.

ii) Estude a equagao

tanz = az, a>0

considerando os quadrados com vértice nw(1+41), nmw(—1+14), nw(—1—

i),nm(l —1i).
11) (Fungdes inversas) Suponha que f seja meromorfa num aberto que contenha
um dominio €2 cujo bordo é uma curva simples fechada positivamente ori-
entada 7y, que nao contém nem zeros nem poélos de f. Sejam aq,as,...,a, €

b1, ba, ..., by, respectivamente, os zeros e os pélos de f. Mostre que

L g0l s 3 g - Yt

271 J f(z) = ! —

onde cada zero e cada pdlo sao contados de acordo com sua multiplicidade.

Deduza os seguintes resultados

a) Seja f(z) uma funcdo holomorfa numa bola B.(0) centrada na origem

de raio €, tal que f(0) = 0, f'(0) # 0. Suponha que f(z) # 0 para
0 < |z| < €. Seja C, o circulo de raio r centrado na origem com 7 < e.
Mostre que

1 [ H©
o) = 2m'c/ FQ - w

define uma fungao holomorfa para |w| < mein |f(r?)|. Para tais valores

de w, z = g(w) é a Unica solugao da equagao

fz)=w
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que tende a zero quando w tende a zero. Além disso mostre que

Z 271 / nH ¢ w”

sendo que a série converge uniformemente com respeito a ( e w, desde
que t percorra C, e |w| < ¢ < mein |f(re?)].
i) Considere F'(a,b, c, z) a série hipergeométrica dada no item 6). Mostre

que a raiz da equagao
3 _
22 +3z2—w=0

que tende a zero quando w — 0 é dada por uma série hipergeométrica.
Com as mesmas condigoes do item a) anterior mostre que se h é uma

fungao holomorfa num aberto contendo a bola B.(0), entao

) = HO)+ 3 3y ST )| o

n! dzn—1

onde ¢(z) = % As séries obtidas nos itens a) e b) obtidas sao chamadas

de séries de Lagrange.

i) Escreva enunciados analogos aos dos itens a) e b) relativos a inversa

da equacao
w = f(z)
num ponto wy = f(2¢) (note que em a) e b) zg = wy = 0)
ii) Escreva as expansoes de Lagrange do item b) quando f(z) = %, e
g(z) = .

iii) Exercicio-pesquisa (Para fazer este exercicio vocé precisa consultar
refs. 1), 4) ou 8) ): Mostre que os polinémios de Legendre aparecem
naturalmente no estudo de certa série de Lagrange e mostre suas
propriedades tais como: Funcoes geradoras, formula de Rodrigues,
ortogonalidade. Mostre também que satisfazem uma certa equacao
de segunda ordem linear, com propriedades interessantes posto que
esta é um caso especial das equacoes hipergeométricas.
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c)
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Seja

[ CINe o]

F(z,w) = Z Zamnzmw”, apo =0 e agr # 0

m=0n=0
sendo que a série dupla é absolutamnete convergente para |z| < 71 e

|lw| < r9. Mostre que existe uma tdnica fungdo holomorfa f(z) numa

vizinhanga da origem, com f(0) =0 e

F(z, f(2)) =0

nesta vizinhanca. Além disso f pode ser representada por

1 Fy(z,w)
f(z):%/cwiF(z,w) dw

onde C' é um circulo de raio r para r < ro.

Sabe-se da algebra que qualquer funcao simétrica das raizes de uma equagao

algébrica é expressa de maneira tinica como um polinémio nas somas das poténcias

destas raizes. Use isto para mostrar o seguinte

d)

Se f ¢ uma funcao holomorfa na bola B(0) e se 0 é um zero de ordem k
de f em 0, entdo para valores pequenos de |w|, a equagao

fz)=w

tem k raizes z1(w),...,zx(w), que tendem a zero, quando w — 0. Além

disso, estas raizes satisfazem uma equacao algébrica de grau k
g (w2 4+ ge(w) =0

cujos coeficientes sao funcoes holomorfas que tendem a zero quando
w — 0. Aproveite o momento para enunciar e demonstrar o teorema
de preparacao de Weierstrass e o teorema das funcgoes implicitas para
funcoes analiticas de duas varidveis complexas.

Nas hipdteses do item d) acima, mostre que existe uma funcao h(()),
holomorfa para |{| suficientemente pequeno, tal que para cada valor pe-

1/n

queno fixado de w, as k determinagoes de h(w representam as raizes

z1(w), ..., zx(w), em alguma ordem. Quando w percorre um circuito
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fechado em torno da origem, as raizes sao permutadas ciclicamente. Além
disso, a generalizacao das séries de Lagrange no caso que 0 é um zero de

ordem k, toma a seguinte forma (f(z) = w)

oo

P ) = bt = 30 TS )| e
onde Y(z) = W

12) (Séries de fungoes trigonométricas cldssicas)

a) Mostre que
2 too

T 1
sinrz ;O (z —n)?

Tz

comparando os polos e parte principal das duas funoes meromorfas acima,
periodicidade e comportamento quando |Im(z)| — oo.
b) Usando o resultado anterior mostre que

1 = 22
7TCOt7TZ:—+ - S——

c) (Caracterizagoes da fungdo cotangente)

i) Seja g uma fungdo meromorfa em C cujos pélos sdo exatamente os
nimeros inteiros. Suponha que para cada n € Z a parte principal é
1/(z—n). Suponha ainda que g seja uma funcao impar e que satisfaca
formula de duplicacao do angulo

20(22) = g(2) + 9= + 3)

Mostre que g(z) = 7 cot wz. Sugestdao Use o principio do méximo na
bola de raio 2 e centro 0.

Agora considere a equacao diferencial de Riccati

w+wl+1=0

e?z'z _

ii) Mostre que as fungoes g(z) =i e g(z) = cotz =1 , satisfazem

a equacao diferencial acima.
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iii) Mostre que se w = ¢(z) é uma fungao meromorfa num dominio €2 tal

que w # i, entdo a transformacgdio de Cayley f(z) = W Z,, satisfaz

a equacao linear f' = 2if. vt
iv) Mostre que se g é uma fungdo meromorfa numa vizinhanca da origem,
satisfazendo a equacao de Riccati acima, que tem um pdlo na origem

, entao g(z) = cot z.

13) Considere  um dominio qualquer de C. Seja f uma fungdo meromorfa em
Q. Seja zp um ponto de € fixado e seja v, um caminho (seccionalmente C!)
ligando z, a z onde z € §2, que it nao passa nem pelos zeros nem pelos pdlos

de f

a) Em que condigoes a fungao

[ roac

determina uma bem definida fungao meromorfa em €2 ? Exiba exemplos.

70
f GRS

determina uma bem definida funcao meromorfa em €2 7 O que isto sig-

b) Em que condigbes a fungao

nifica 7
c) Mostre que se f é holomorfa em 2 e nao se anula em Q entao

1©
7(z) = f(z0) - ()

d¢

O qué este resultado permite concluir sobre

!

onde v é uma curva fechada qualgquer em €.

7(2)
7o) ¢

d) Suponha que toda fungao holomorfa em €2 que nao se anula tenha uma
raiz quadrada que é uma funcao holomorfa em 2. Mostre que toda funcao
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holomorfa em €2 que nao se anula tem também um logaritmo holomorfo
em ().
14) Seja f uma funcio holomorfa numa vizinhanca do disco fechado Br(0). Mostre
a férmula de Poisson

27

f6) = 5 [ R R

0

Ré? 42
Rev —z
Tomando-se a parte real na identidade acima, obtém-se a formula de
Poisson para fungoes harmonicas.

i) Usando continuac¢ao analitica e a férmula de Poisson acima, ou outro

método mostre a formula integral de Schwarz

27
a6
f(z) = % /a%f(Re”) % 4 +iTm f(0) ¥z € Br(0)
0

15) Sejam f e g fungdes meromorfas em C.
a) Mostre que se ambas f e g ndo tem pélos e satisfazem f2 + g2 = 1, entdo
existe uma funcgao inteira h tal que f(z) = cosh(z) e g(z) = sin h(z).
b) Mostre que se f, g satisfazem "+ ¢” =1, n € IN,n > 3 entdo , ou bem
f e g tem pdlos comuns, ou bem sao constantes.
16) Discuta singularidades de uma fungdo meromorfa.
a) Exiba um exemplo em que z = 0 é uma singularidade que é um ponto de
acumulagao de polos.
b) Exiba um exemplo em que z = 0 é uma singularidade que é um ponto de
acumulagao de singularidades essenciais.
c) Exercicio-pesquisa: Discuta fronteira natural e dominio de holomorfia.
Dé um exemplo que o circulo unitario é a fronteira natural. Enuncie o
teorema de “gap”’de Hadamard. Veja refs. 3, 14, 18.
d) Exercicio pesquisa: E possivel encontrar uma funcao meromorfa em C
cujas singularidades sejam exatamente um conjunto de Cantor 7 Veja
refs. 3, 7.
17) Exercicio pesquisa. Enuncie e demonstre as vérias formas do teorema de
Phragmen-Lindel6f. Veja refs. 7, 18.
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Produtos infinitos

18) Exercicio- pesquisa: Defina convergéncia de produtos infinitos. Para todo este
item veja refs.7, 9, 14, 15, 16 e 18.
a) Investigue os vérios resultados relacionando convergéncia de produtos
infinitos com certas séries obtidas a partir do termo geral do produto.
c) Investigue o critério relacionando convergéncia de produtos infinitos com
a série dos logaritmos do termo geral do produto.
d) Investigue convergéncia uniforme e normal de produtos infinitos e os
varios critérios de convergéncia uniforme de produtos infinitos.
e) Investigue o resultado de derivada logaritmica e convergéncia de produtos
infinitos.
i) Usando derivagao logaritmica e a decomposicdo em somas parciais
da funcao 7 cot wz, mostre que

00 2
sinwz:wzH(l—Z—Q> zeC
n

n=1

i) Conclua o produto de Wallis (1665)

T 224466 > 2n om
L_faEEEE L. — ) —3.14159 - - -
2 133557 11 W1 onaql (T3 14159-)

f) (Os produtos de Fuler) Mostre que

oo

Q(z,q) = |1+ ¢"2)

1

converge normalmente m C para todo ¢ com |q| < 1. Conclua que é uma
funcao inteira em z.
i) Mostre a seguinte relacao funcional:

Q(z,q9) = (1 +¢2)Q(qz, q)

para |g| < 1, e z € C. Conclua

ii)

n(n+1)

H(1+qz—1+z o 22)_"(1_(]“)2"




PROFESSOR RICARDO SA EARP 15

g) (Teorema de representacdo de produto de Jacobi) Investigue o seguinte
teorema de Jacobi (veja ref. 14) Para cada ¢, |q| < 1, e cada z € C\ {0}

vale
o

an2zn _ H ((1 . an)(l + q2n_12)(1 + q2n—1Z—1))

deduza a representacao da série theta classica

o0

STt =1423 ¢ = (- @+ )

1

i) Deduza o teorema do niimero pentagonal de Euler.
19) Exercicio- pesquisa: Defina os fatores de Weierstrass e deduza o teorema de
produto de Weierstrass em C.
a) Conclua o teorema de fatoracao de Weierstrass para uma fungao inteira
nao identicamente nula.
b) Conclua que toda fungao meromorfa em C pode ser representada como
quociente de duas fungoes inteiras sem zeros comuns.
c¢) Defina produto canoénico de Weierstrass e exiba exemplos.
d) Mostre o teorema de produto para fungoes holomorfas em abertos quais-
quer de C.
i) Conclua o teorema de fatoragado num dominio qualquer de C.
ii) Conclua que toda fungdo meromorfa definida num dominio 2 C C
pode ser representada como quociente de duas fungoes holomorfas

em {2, sem zeros comuns.

Seja f uma funcao holomorfa definida num dominio 2. Dizemos que 2 é o

dominio maximal de existéncia de f, se 2 D  for um dominio para o qual existe

uma func¢ao holomorfa f com f| = f, entao necessariamente ) = ).
Q
e) Mostre que todo dominio Q C C, é o dominio maximal de existéncia de

uma funcao holomorfa em 2.

Dizemos que um dominio €2 é um dominio de holomorfia de uma funcao holo-
morfa em 2, se para todo ponto zy € €2, o disco ao redor de zg no qual a série de

Taylor de f converge esta inteiramente contido em (2.
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20) Exercicio-pesquisa: Mostre o seguinte teorema de existéncia de Runge- Besse:
Para todo dominio €2 do plano complexo existe uma fungao holomorfa em £2,
tal que €2 é o dominio de holomorfia de f. Veja ref. 14.
a) Discuta a relagdo entre dominio de holomorfia e dominio maximal de
existéncia.

b) Exiba exemplos de fungdes holomorfas e seus dominios de holomorfia.
Funcgcoes meromorfas especiais

A Funcgao Theta de Jacobi
21) Considere a série Theta

0
9(2’ 7_) _ Z eanﬂ'T eQﬂ'inz
—00

a) Mostre que a série Theta é normalmente convergente para 7 > 0, e todo
z € C. Além disso mostre que satisfaz a equacao do calor

RT >0, e todo z € C.
b) Mostre que (2 +1,7) = 0(z,7), e que 0(z + iT,7) = " € 2% (2, 7).

Dizemos que uma funcao meromorfa em C é eliptica se possui dois periodos
linearmente independente sobre os reais. Tal funcao também é chamada de dupla-
mente periédica.

c) Mostre que as fungoes

00 + %,7)/9@,7) ¢ <0(z + %,7’)/9(2,7))

sao funcoes elipticas, determinando os respectivos periodos.
d) Seja f uma funcao inteira satisfazendo f(z + 1) = f(z), para todo z € C
(Dizemos que f tem periodo 1). Mostre que f pode ser expandida numa

Unica série de Fourier

f(Z) — i Cn e27rinz
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1
onde ¢, = / f(z)e ™= dz,
0

~ _ .2 . , ~
Mostre que para cada 7, ®7 > 0, a fungdo e * ™" 0(iTz,z) é uma funcao

inteira de periodo 1 e expansao de Fourier dada por

771,271'

1 o0
o F T 0(itz,2) = — E e -
T —00

eZTrinz

i) Conclua as férmulas de transformacao para a funcao Theta

) =T T O(irz, T) z€C, RT>0

() = V/7(r)

A funcao Gamma

22) Counsidere o produto

F(z)= ze”zﬁ <1+ 3) e n

n
1

a) Mostre que o produto acima define uma funcao inteira F'(z), cujos zeros

sao precisamente os inteiros negativos e a origem. Mostre ainda que

. 1 1 1
y=lim (1+= + -+ -+ = —logn
n—oo 2 3 n

O ntimero v é chamada de constante de Fuler,y = 0,5772156 - - -.
b) Mostre as seguintes relagoes funcionais

F(z)=2F(z+1)
mF(z)F(1 — z) =sin7z

c) Mostre a seguinte féormula de multiplicagao

(2m)F=D/2p (%) F (%) . F (%) =Vk k=23...
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e) Mostre que a funcdo Gamma definida por I'(z) = é uma fungao

1
F(z)
meromorfa que nao se anula, os pélos de I'(z) s@o precisamente os inteiros
negativos e a origem, todos estes sdo polos simples; e I'(z) satisfaz a

seguinte relacao funcional
I(z+1) =2I'(2), com I'(l)=1

i) Mostre que

—1)»
Res(I', —n) = ( n') , nelN

Note que a equagao funcional acima nao caracteriza a fungao Gamma.
Por qué ?
ii) Mostre a representagao produto de Gauss

z

nln
I'(z) = L

iii) Mostre que I'(z) é limitada em toda faixa fechada vertical
{0 < a <Rz < b}.
f) Mostre a formula de suplemento de Gauss

PRI —2) = sinﬂﬁz
i) Mostre que
P+ 1/2) = GOWT

4nn)
ii) Mostre o calculo de Raabe (1843)

1
/ logI'(t) dt = log V27
0

Sugestao E preciso mostrar primeiramente que

1
/ logsinntdt = —log 2
0

Para demonstrar a férmula acima (que também aparece na dedugao
da formula de Jensen) use a férmula de duplicagao do seno: sin 2wz =

2sinTzsinm(z + 3).
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Para concluir, use a férmula de suplemento de Euler.

2)

I(z
( ) En-
I'(2)
contre também relagdes funcionais para esta funcao . Mostre que I'(z) é

Encontre a representacao em séries da derivada logaritmica

conveza logaritmica, i .e logT" é convexa em (0, c0).

Mostre o teorema de unicidade de Wielandt (1939) a fungao I' é a unica
func@o holomorfa no semi-plano a direita Rz > 0, satisfazendo I'(1) =1,
satisfazendo a relagao funcional I'(z + 1) = 2I'(2), e sendo limitada na
faixa {1 < Rz < 2}. Sugestdo Suponha que exista uma funcdo g com as
propriedades dadas. Mostre que a diferenca f(z) = g(z) — I'(2) é uma
fungao inteira limitada na faixa {0 < Rz < 1}. Aplique o teorema de
Liouville & fungao f(2)f(1 — z).

Investigue o teorema de unicidade de Bohr-Mollerup (1922): Este diz que
a relagao funcional I'(z 4+ 1) = 2I'(2), z > 0, o fato que I'(1) = 1, e o fato
que I'(z) é convexa logaritmica caracterizam a fungdo Gamma. Veja refs.
7), 14).

o.@]
Mostre o teorema de representacao de Euler A integral / t*~letdt,

0
converge uniformemente e absolutamente a I'(z) em toda faixa vertical

fechada {0 < a < Rz < b}.

i) Use a féormula acima para calcular

> 2 r 1/2
/ :L,Qnefm dr = (ﬂ—l— / )
0

o0
Conclua que / e da = \/7%
0

Considere r > 0 e c+di € C., ¢ < 0,d > 0 onde C é o circulo de raio r centrado

j)

na origem. Seja « o arco orientado de C). saindo de ¢ —di e chegando a c+ di. Seja
a1 a semi-reta orientada horizontal, inteiramente contida no segundo quadrante,
partindo de c+ di. Seja o a semi-reta orientada, inteiramente contida no terceiro

quadrante, chegando em ¢ — di. Considere o caminho fechada v := as + a + «;.

1 _
re que — [ w w, converge uniformemente em com
Mostre e2 #e” dw, converge formemente em compactos e
i

gl
absolutamente em C a uma funcdo inteira h, satisfazendo h(1) = 1 e
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h(—n) = 0, n € IN. Além disso, mostre que h(z)e ™™=l ¢ limitada
em toda faixa {a < Rz < b}. Sugestdo Mostre que se # é um segmento

vertical orientado ligando um ponto do trago de as a um ponto do traco

de as, em Rz = —t, entao tlim w- e’ dw = 0,Ym € Z. Aplique o
— 00

B
teorema dos residuos para demonstrar que os valores de h na origem e

nos inteiros negativos sao os desejados.
i) Mostre as representacoes integrais de Hankel:

1 1
= —— -z wd
() 27”,[710 ¢’ dw zeC
1
I'z)= ——— 2=lagwg C\{-1,-2,-3,...
(2) 2isin7rz/7w ¢ v 2€CAM=L =23,

k) Mostre que a funcao

1
B(z,w) = /t“’_l(l —t)*tdt
0

é holomorfa em z € {Rz > 0}, para cada w € {Rw > 0} fixado. Idem
trocando-se os papéis de z e w. A fungdo B(z,w) é chamada de funcao
Beta de Euler.

i) Mostre a identidade de Euler

B(z,w)ziz VzeRz>0,weRw>0

Sugestao Fixe w € {Rw > 0}, e aplique o teorema de unicidade.
Para tal vocé terd que demonstrar antes algumas propriedades quase
diretas da funcao Beta de Euler.

1) Exercicio-pesquisa: Investigue as férmulas de Stirling para a funcdo Gamma:

[(2) ~ V2mz7 126" quando |z| — oo |argz| <7 —9, 0<d <7

Conclua:
n! = v27m"+% e "t
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onde a,, — 0 (quando n — ).

A funcao Zeta de Riemann
23) Mostre que a fungao Zeta de Riemann definida por

()= n7*

é holomorfa em {Rz > 1}.

a) Exercicio-pesquisa: Mostre que a funcao Zeta de Riemann pode ser
definida para ser uma fung¢ao meromorfa no plano complexo C, com um
tnico pélo simples em z = 1 e Res(¢,1) = 1. Para z # 1, a funcao ¢
satisfaz a relacdo funcional de Riemann (Veja refs. 7), 15), 16))

Tz

((2) = 2(20)* ' T(1 = £)((1 - 2)sin( )

i) Mostre que ((z) = 0 para z = —2,—4, —6,.... Mostre também que
¢ nao tem outros zeros fora da faixa fechada critica {0 < Rz < 1}.
A hipotese de Riemann afirma que um zero de ( na faixa critica ocorre
apenas na reta vertical Rz = % E sabido que nesta reta vertical ( possui
uma infinidade de zeros (Hardy, 1914).
b) Exercicio-pesquisa: Mostre o teorema de Euler: Se Rz > 1 entao

c<z>:ﬁ( ! )

—Z
1 L—=pn

onde {p,} é a seqiiéncia de nimeros primos.
Formula de Jensen
24) Seja f uma funcdo holomorfa em Bj(0), a bola aberta de raio 1, centrada na
origem. Suponha que f(0) # 0. Seja a1, a9, ..., ay,, os zeros de f (aparecendo
com suas respectivas multiplicidades) na bola de raio r, centrada na origem
B,.(0).
Mostre a férmula de Jensen

27
n

r 1 i0
10g|f(0)|+10gm = %/log|f(re )| o
0
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Quando f tem zeros no circulo de raio r, a integral direita da desigualdade é uma
integral improépria. Sugestao Mostre a féormula quando f nao tem zeros no disco

fechado de raio r. Em seguida demonstre que

27

/1ogy1—e"'9|d9:o
0

Uma maneira de demonstrar o fato acima é deduzir a seguinte identidade (veja
uma outra resolucdo nas refs. 9), 15) e 18)) :

27 ™
1 A
5/10g|1—ew|d9:7rlog2—|—/logsin0d0
0 0

mas a ultima integral a direita da igualdade logo acima ja foi calculada antes. E
preciso tomar certa precaugao quando f se anula no circulo C,. = 0B,.(0) de raio

r : Considere a funcao

onde by, b, ..., b,,, sao os zeros de f em C,.. Mostre que quando f nao se anula em
C, (como ocorre nas aplicagoes ), a demonstragao se simplifica consideravelmente.
a) Conclua a desigualdade de Jensen

1f(0)| < |araz - - - an|| f] B, (0)

i) Conclua que se f é uma fungao holomorfa (f # 0) e limitada em
Bi1(0),e se ay,as,..., é a seqiiéncia de zeros de f, contados com
multiplicidade, entao

Z(l — lan|) < o0 (condicao de Blaschke)

ii) Seja {a1,as,...} um subconjunto enumeravel de B;(0), tal que
> (1 = |an|) = co. Mostre que se f e g sdo duas fungoes holomorfas
e limitadas em Bj;(0), entdo , se f(a;) = g(a;), 7 =1,2,... tem-se

que f =g.
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Seja {a, }, uma seqiiéncia na bola B1(0). O produto de Blaschke esta definido
por
z—an |ap|

B(z) = 2* 1

, € B1(0
1@7;—1 an z 1(0)

onde k é um inteiro nao negativo
b) Mostre que se Z(l — |ayn|) < oo, entdao o produto de Blaschke B(z)
define uma func@o holomorfa e limitada na bola B;(0), cujos zeros sao
exatamente os pontos a,, (a origem também é um zero se k > 0.)
Mostre que nao existe uma fungao holomorfa em B (0), que se anula, com um
zero de ordem n, nos pontos 1 — 1/n?.
i) Conclua que dada uma fungdo holomorfa limitada em B;(0), existe
um produto de Blaschke B(z) e uma fungao holomorfa g em B;(0),
tal que f =¢-B.
c) Mostre que a equivalente condigdo de Blaschke no semi-plano a direita

{Rz > 0} é dada por
S e
T ta,f ~

Definimos log™ ¢t = logt, se t > 1, elog™t =0, se 0 < t < 1. Observe que
logt = logt t —log®(1/t). A familia de Nevanlinna, denotada por A, é o conjunto
de fungdes holomorfas em By (0), satisfazendo

T

1 .
sup — [ log™ |f(re?)|dh < oo
0<r<1 2™

¢) Mostre que se f € N (f £ 0), e ay,as,... sdo os zeros de f com suas
multiplicidades, entao

Z(l — lan|) < o0 (condicao de Blaschke)

Seja f uma funcdo inteira. Definimos M(r) = sup|f(ré?)|, 0 < r < oo.
6

Seja n(r), o nimero de zeros de f no disco fechado B,.(0).
d) Suponha que f(0) = 1. Mostre que

n(r)log2 < log M(r)
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i) Conclua que se M (r) < A™ para A > 0,k > 0 e r suficientemente

grande, entao
logn(r)

lim sup <k

r—oo  logT
Mostre com um exemplo que a igualdade no limite acima pode ser
atingida.

Considere f uma funcio meromorfa no disco fechado B,.(0). Seja ¢ um zero
ou pélo de ordem m > 0. Definimos

n¢(c) = ord.(f) :=m secéum zero, —m secé um pdlo,

0 quando ¢ nao ¢ zero nem pélo

Suponha que f(z) = cf2™+ termos de maior ordem, numa vizinhanca da origem.
Ou seja f tem ordem m (segundo a definigdo acima) , i .e ny(0) = m.

f) Seja f uma funcio meromorfa e nio constante no disco fechado B,.(0).
Mostre a seguinte versao da formula de Jensen generalizada

2m

1 .

gl |+ Y np(e)log 1+ ng(0)logr = 5 [ log|f(re)] a0
c€B,.(0), c#£0 0

g) Exercicio-pesquisa: Investigue a férmula de Poisson-Jensen para log | f(2)|
e log f(z). Vejarefs 1), 9), 15), 18).

Vamos fazer uma pequena incursdo na teoria de Nevanlinna (Veja refs 3),
15)).
Defina-se n;{ (0) = max(0,n¢(0)). Defina-se também

N¢(oo,R) = Z —(ord, f) logE +nf/f(0) log R
a€BRr(0),a#0 |CL|
f(a)=co
R
N¢(0,R) = Z (ord, f)log al + n}” (0)log R
a€BRr(0),a#0 a
f(a)=0

h) Mostre que a férmula de Jensen generalizada pode ser escrita da forma
2m

1 .
log |ef| = %/log|f(Rew)|eH+Nf(oo,R) — N¢#(0,R)
0
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Agora seja f uma funcao meromorfa em Bg. Para r < R, define-se
27
my(r) = /log+ |f(re?)|de fungdo prozimidade
0

G=Gyizx)= ][ Grlz,a) %/

G,EBR
f(a)=o00

R? —az
R(z—a)’
i) Mostre as seguintes propriedades da fungao proximidade

onde Gr(z,a) :=

(f1, f2,- .., fn sdo fungbes meromorfas)

Mg fo S Myp + My,

Mpy 4ot f, S My + - +my, +logn

1) Mostre que
mg(r) = Ny(oo, R) — Ny(oco,7)

A funcao altura de Nevanlinna estd definida por
Ty(r) =my(r) + Ny(oo,r)
j) Mostre a versao da férmula de Jensen generalizada de Nevanlinna
Tyyp(r) =Ty(r) — log|cyl

Agora defina-se n¢(0,7) como sendo o nimero total de zeros na bola aberta
B, (0), de raio r, contados com suas multiplicidades.
Seja N¢(b,7) = Ny_p(0,7) (Veja item g) acima).
k) Exercicio-pesquisa: Mostre o seguinte teorema de Cartan (Veja ref. 15)) .
Se f é uma funcao inteira com f(0) # 0, entao

27
1 .
mi(r) = o /Nf(eze,r)d9+log+ £(0)]
0
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Conclua que my é uma funcao crescente de r

Mais geralmente prove o seguinte teorema de Cartan: Se f(z) é mero-
morfa em {|z| < R < oo},e f(0) # oo (Veja ref. 3))

27

Ty (r) = — /Nf(ew,r)de +log™ [£(0)]

Lembremos a definicio : M(r) = sup |f(re)], 0<r < co.
6

m)

Defina M¢(r) = log M(r).
Mostre que se f é uma funcao inteira, entao para r < R

R+r
R—r

My (r) < my(R)

/

Em particular, conclua que M¢(r) < 3my(2r). Sugestao Quando f nao
se anula, aplique a férmula de Poisson a funcao log|f(z)|. No caso geral
use a férmula de Poisson-Jensen.

i) Mostre que a desigualdade acima vale para fungoes holomorfas na
bola unitéria B (0), impondo que r < R < 1. Mostre com isso que a
familia de fungoes holomorfas definida na bola unitaria satisfazendo
mys(r) < A, VO <r<1para A >0, é normal.

ii) Conclua que se f é uma funcao inteira, e se my fica limitada, quando
r — oo, entao f é constante. Mostre que se existe uma constante k
tal que ms(R;) < klog R;, para uma seqiiéncia de nimeros tal que
Rj — 00(j — 00), entao f é um polindmio de grau no maximo k.

Exercicio-pesquisa: Seja f uma fungao meromorfa em {|z|] < R < oo},
a € C. Deduza o primeiro teorema fundamental de Nevanlinna (Veja refs.
3), 15))

Tp(r) =Tr_q(r) + O4(1) 0<r<R

onde |O4(1)| < log™ |a|] 4 log 2.

Miscelanea

O teorema de Mittag-Leffler
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25) Exercicio-pesquisa: Enuncie e demonstre o teorema de Mittag-Leffler no plano
complexo C (Veja ref. 9)).

a) Exiba séries de Mittag-LefHler canonicas: Séries de Eisenstein, série derivada
logaritmica da fungao I'(z), série de Eisenstein-Weierstrass) Veja ref.
14)).

b) Enuncie e demonstre o teorema de Mittag-Leffler para abertos arbitrarios
(Veja refs. 14), 18)).

c) Mostre o teorema de oscilagao de Mittag-Leffler (Veja ref.14)). Conclua
o teorema de interpolacao para func¢oes holomorfas.

d) Conclua o lemma de Wedderburn: Se f e g sdo duas fungoes holomorfas
num dominio €2 C C, relativamente primas, i. e sem zeros comuns, entao

existem fungoes holomorfas a e b tal que
af +bg=1
Na verdade a pode ser escolhida de modo a nao se anular em .

O teorema de Runge

26) Exercicio-pesquisa: Mostre o teorema geral de aproximagao de Runge (Veja
refs. 7), 14), 18)).

a) Deduza do teorema de Runge, uma formulagdo do teorema de Mittag-
Leffler.

b) Mostre que o teorema de Runge implica no teorema geral de Cauchy para
dominios simplesmente conexos.

c) Prove a seguinte versao do teorema de Runge ( Seja {D,,} uma seqiiéncia
de circulos fechados concéntricos, de modo que D,, reside no interior de
D,,+1 e auniao é B1(0), o disco aberto unitério centrado na origem. Em
D,, escolha um compacto K, contido no interior de D,,, porém nao to-
cando D,,_1. Suponha que cada K,, tenha um complemento conexo no
plano complexo C. Aplique o teorema de Runge para mostrar que qual-
quer fungao holomorfa definida numa vizinhanga da unido dos K7, s pode
ser approximada nesta uniao por funcoes analilicas definidas em Bj(0).
Sugestao (Veja o livro de Kenneth Hoffman, Banach spaces of analytic
functions, Prentice-Hall, 1962). Dados f e € aproxime f em D; por um

polinémio pp, uniformemente relativo a €/2. Escolha um polinémio po
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que aproxima p; em D; uniformemente relativo a €/4 e f em Ko uni-
formemente relativo a €/4. Entao aproxime py em Dy e f em K3 por p3
uniformemente relativo a €/8. Mostre que a seqiiéncia {p,} converge a
uma fungao holomorfa em Bj(0) aproximando como desejado f.

i) Moste que pode ser construida uma fungao analitica no disco aberto
unitdrio B1(0) que ndo possua limite radial em algum ponto do
circulo unitdrio (Compare com o teorema de Fatou, veja refs. 7),
18).

ii) Mostre que pode ser construida uma seqiiéncia de fungoes analiticas
no disco aberto unitario B;(0) que convergem ponto a ponto a zero,
mas nao uniformemente.

iv) (Veja ref. 14) Mostre que existe uma seqiiéncia de polinémios p,
com as seguintes propriedades

1) lim p,(0) =1, nlirgopn(z) =0, V zeC\{0}.

2) lim p(z)=0, V zeC, (VkelN).

3) Toda seqiiéncia pgk),pék), ... (k € IN), converge uniformemente em

compactos em C\ {z € R,z > 0}, mas nenhuma destas seqiiéncia
converge uniformemente em compactos em nenhuma vizinhanca de

um ponto z = 0.

Funcoes elipticas

27) Exercicio-pesquisa (Vejarefs 3), 8)): Defina funcao eliptica, reticulado, dominio
fundamental. Estabeleca as propriedades basicas das funcoes elipticas, em
particular, demonstre o lema de Abel. Defina a fungdo p(z) de Weierstrass
e estabelega suas propriedades bésicas. Defina a funcdo ((z) de Weierstrass
e deduza suas propridades basicas. Deduza a relacao de Legendre. Defina a
fungao o(z) de Weierstrass. Encontre os zeros de p'(z).

a) Mostre a expressao de toda fungao eliptica em termos de p(z) e p'(2).

b) Mostre que p(z) satisfaz uma certa equagao diferencial de primeira or-
dem.

c) Mostre o teorema de adi¢ao para a fungao p(z) e para ((z).

d) Defina e discuta as fungdes Theta de Jacobi. Mostre a representacao das
funcoes Theta como um produto infinito. Calcule a derivada logaritmica
das fungoes Theta de Jacobi.
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e) Defina e estude as fungoes sinus amplitudinis, cosinus amplitudinis e delta
amplitudinis de Jacobi. Mostre os teoremas de adigao para tais fungoes .
Defina a funcao Zeta de Jacobi .

FEquacoes singulares requlares de sequnda ordem

28) Exercicio-pesquisa (Veja refs. 4), 8)): Defina equacao linear homogénea cujos
pontos singulares (pontos singulares isolados de algum coeficiente (que sao
fungoes meromorfas)) sao singulares-regulares.

a) Mostre o teorema de Fuchs que diz que uma condigdo necessiria e su-
ficiente para que uma singularidade isolada de uma equacao diferencial

linear de primeira ordem
w' + p(z)w =0

seja regular-singular é que esta singularidade seja no maximo um polo simples
do coeficiente p(z).
b) Mostre o teorema de Fuchs que diz que uma condi¢ao necessiria e sufi-

ciente para singularidade isolada da equacao
w” + p(z)w’ + q(z)w =0

seja regular-singular é que seja no maximo um pdlo simples de p(z), e no
maximo um pdlo duplo do coeficiente ¢g(z).

i) Defina e estude as propriedades do Wronskiano. Mostre que o Wron-

skiano satisfaz uma equacao diferencial de primeira ordem e integre

tal solugao. O que acontece quando p(z) =0 ?

Considere a equacao indicial

plp—1)+p_1p+q2=0

onde p_1 e q_o sao dados pelos seguintes desenvolvimentos de Laurent
depegemz=0

pP—
p(z) = 71+po +przt

q(z):qz;;—l—%—l—qo—l—qlz—l—'“
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Exercicio-pesquisa : Suponha que z = 0 seja um ponto regular-singular
da equagao diferencial de segunda ordem do item b) acima. Sejam pg e
p1 as raizes da equacao indicial com py > p1, caso as raizes forem reais.
Assuma que a diferenca pg — p1, nao seja um inteiro. Mostre que neste

caso existem duas solugoes linearmente independentes da forma

wo(2) = 22 po(2), wy(2) = 2P1p1(2)

onde ¢y e @1, sao holomorfas na origem. Quando pg — p1, é um inteiro,
mostre que existem duas solugoes linearmente independentes da forma

wo(2) = 2p0(2),  wi(z) = 2Mepo(z) log 2 + 27 1 (2)

A derivada Schwarziana de w com respeito a z esta definida por

/ 2
[ ] w// 1 w//
w=(— ] —=—
w’ 2 \w
onde as derivadas acimas estao tomadas com respeito a z.
Sejam w; e wy duas solucoes linearmente independentes da equacao

W'(2) + QRw(z) =0 (%)

definidas e holomorfas num dominio simplesmente conexo 2 C C. Mostre

w1 (z)
wa ()

que w(z) = , satisfaz a equacao

[w]. = 2Q(2) ()

em todos os pontos z € {2 onde wy(z) # 0. Reciprocamente, mostre que
se w(z) é uma solucdo de (x%), holomorfa numa vizinhanga de z = zy € Q,
entao existem duas solugoes linearmente independentes u(z) e v(z), de
(x), definidas em 2, tal que

Além disso, u e v sdo unicamente determinadas pela condi¢ao v(zg) = 1.
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i) Mostre que a derivada Schwarziana é invariante pelo grupo de Mobius.
e) Estude a equagao de Bessel

20" + 2w 4 (22 = KH)w =0

onde k é uma constante arbitraria. Mostre que z = 0 é uma singulari-
dade regular-singular e que oo, nao é uma singularidade regular-singular.
Mostre que uma solucao da equagao de Bessel é a chamada funcao de
Bessel de primeiro tipo e ordem k,. dada por

= (-1)n 1 z\ ft2n
J“(z)_nz_:o nl T(k+n+1) (5)

Obtenha também as seguintes relacoes de recurréncia

Ter(2) + Tea(2) = 2 au(2)

2 2
Conclua que Jy/5(2) = 1/ —sinz e J_1/5(2) = y/ —cos z
TZ Tz
Além disso, obtenha a representacdo integral de Schlifli para as fungoes de
(Veja

Bessel de primeiro tipo, usando a representacgao integral de Hankel para

item 22) j):

I'(z)

1 Z\F 2

_ _— (= —(k+1) (w—z /(4w))

Jx(2) 5] <2> /w e dw
Y

f) Considere a equagao diferencial de Legendre
(2% — Dw” 4+ 220" —n(n+ w =0

onde n é um inteiro nao negativo. Mostre que z = 41 sao pontos regulares
singulares e que oo é também regular-singular. Encontre duas solugoes
linearmente independentes numa vizinhanca do oo, mostrando que uma
destas é um polindémio de grau n (chamado de polinémio de Legendre).
g) Exercicio-pesquisa: Uma equagao Fuchsiana é aquela cujas singularidades
sao todas regulares singulares, inclusive no co. Mostre que z = oo é uma

regular singularidade, se p(z) tem ao menos um zero simples no oo, e q(2)
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tem ao menos um zero duplo no oco. Estude as equagoes Fuchsianas com
uma ou duas singularidades. As equacoes de Riemann sao as equacoes
Fuchsianas com trés pontos singulares. Elabore um estudo geral das

equagoes Fuchsianas. Mostre que a equacao diferencial hipergeométrica
z(1=2)w”" —((a+b+ 1)z — c)w' —abw =0

possui uma solucao holomorfa numa vizinhanca de z = 0, que vem a ser
exatamente a série hipergeométrica F'(a,b, ¢, z) estudada no item 6).

Aplicagcoes adicionais do principio
do mdximo para funcoes holomorfas

29) Mostre o seguinte teorema de Borel-Caracthéodory (Veja refs. 15), 3) ): Se f
é uma funcao holomorfa numa vizinhanca do disco fechado Bg(0), de raio R,
entao para todo r < R, (Veja notagao no item 24)k) )

R+r
R—r

2r
M(r) <
() R—r

sup Rf + £ (0)]
R

a) Seja f uma fungao inteira. Suponha que

supRf < AR A>0 o>0
R

para R suficietemente grande. Mostre que f é um polindomio de grau no
maximo o.

b) Deduza o seguinte teorema de Hadamard: Se f é uma fungao inteira sem
zeros satisfazendo M (R) < ARU, para A > 1 e todo R suficientemente
grande, entao f(z) = (*)_onde p é um polinémio de grau no maximo o.

c) Discuta as vérias formas do teorema de Phragmén-Lindel6f. Veja as refs.
7), 18).

Familia de funcoes meromorfas

30) Discuta os teoremas de Montel, Vitali e Picard. Veja refs. 3), 7), 9), 12), 18).
a) Mostre que a familia das fungées holomorfas na bola unitdria By (0) com
imagem em C\ {0,1} é normal.
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b) Mostre que o teorema de Vitali é equivalente ao teorema de Montel.

c) Mostre que o teorema de Vitali pode ser aplicado na representacao inte-
gral de funcoes holomorfas.

d) Mostre o grande teorema de Picard a partir do teorema de Montel.

e) Considere S, a familia das fungdes univalentes na bola unitdria By (0),
satisfazendo f(0) =0 e f/(0) =1 (cf. lista 8). Mostre que S é compacta
no conjunto de todas as fungoes continuas em B;(0), com a topologia da
convergéncia uniforme.

i) Conclua que para cada 0 < r < 1, existe uma constante C(r), tal

que se f é uma funcao univalente na bola unitaria, entao

/
log ||§;§i)>)‘ | < C(r), Vz,w € B,(0)
Compare também com o teorema de distorcao de Koebe estabelecido na
lista 8.
f) Exercicio-pesquisa: Discuta os promeiros resultados na Dinamica
Complexa obtidos por Julia, usando o teorema de Montel. Veja ref.
19).
Discuta os espacos de Bergman, Hardy e Nevanlinna. Veja refs. 3), 7), 12),
18).
Discuta funcoes inteiras de ordem finita. Demonstre o teorema de Hadamard.
Veja refs. 3), 7), 15), 18).

Funcoes multivalentes

Seja f uma funcao holomorfa definida num aberto U do semi-plano superior
{Im z > 0}. Suponha que f se estenda continuamente ao intevalo (—1,1) do
eixo real. Seja f(1/2) = b. Assuma que f leva o segmento aberto (—1,1), em
dois segmentos de reta que se intersectam em b formando um angulo de ma.

Mostre que f pode ser escrito numa vizinhanca de z = 1/2 na seguinte forma

f(z2) =b+ (2 = 1/2)%(2)

onde g(z) é holomorfa numa vizinhanca de z = 1/2, e g(1/2) # 0.
Seja D* := {0 < |z| < 1} o disco unitdrio perfurado no plano complexo C.
Seja A(z) uma “funcado multivalente”em D* definida e holomorfa em todo
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subconjunto simplesmente conexo U C D*. Suponha que |A(z)| esteje bem
definida em todo o disco perfurado D*, e que nao se anula neste. A finalidade
deste exercicio é estudar a “cara’de A. Vocé vai precisar saber do conceito de
conjugada harmonica e periodos largamente explorados na lista 9.
a) Considege a funcdo harmonica u = log |A(z)|, definida em D*. Seja
u = / d*u, / d*u = a € IR, onde *u é a conjugada harmonica de u

20 St
de modo que u + i*u é uma “multi-fungao holomorfa”. Mostre que C(z)

definida por '
C(z) = 2m/a(u+ 1" u)

esta bem definida e é holomorfa em D*. Mostre que

ore a/2mlog C(2)|u

i) Suponha que 0 nao é uma singularidade essencial de C. Mostre que
C(z) = 2PD(z), p € Z onde D(z) é uma fungdo holomorfa que nao

se anula em z = 0. Conclua que A(z) pode ser escrita da forma
A(z) = 2*B(z)

onde B(z) é uma fungao holomorfa em D que néo se anula.

ii) Quando z = 0 é singularidade essencial de C, mostre com exemplos
que B(z) acima pode ter singularidade essencial em z = 0. Mostre
que quando A pode se anular perto de z = 0, a fungdo B acima pode
ter uma singularidade essencial em z = 0, mostrando explicitamente
com um exemplo que B pode se anular numa seqiiéncia de zeros

convergindo a z = 0.
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