VCOMPLEXAS-2001.2-Lista 8

prof: Ricardo Sa Earp

SINTESE DE APLICACOES E TRANSFORMACOES CONFORMES

Transfornacoes conformes bdsicas

1) Considere a aplicagao f dada por z — 22.

a) Seja H um semi-plano aberto determinado pela reta e?’IR, para 6 real
qualquer. Mostre que f(H) = C\ L, L=¢*R,eque f: H —
f(H) é uma transformacao conforme. Determine a inversa.

2 2 = x +1y. Mostre que u = ug e v = vy determina

b) Seja w =u+iv =z
duas familias de hipérboles ortogonais. Também mostre que x = x¢ e
y = yo determina duas familias de pardabolas ortogonais.

c) Mostre que a imagem por f do circulo S = {z, |z—1| = 1} é um cardidide.
Mostre que f fornece uma equivaléncia conforme entre o dominio aberto
delimitado pelo cardidide e o disco aberto delimitado por S.

d) Mostre que z +— 2'/? leva conformemente C\ IR~ U{0} sobre o semiplano

Rz > 0, e leva conformemente o semi-plano superior (aberto) sobre o

primeiro quadrante. Mostre que w = \/z—:, leva conformemente C \
((—o0,—1]U[1,00)), sobre {Im z > 0}.

2) Mostre que o ramo principal do logaritmo z — w = log z d4 uma equivaléncia
conforme entre H := {z,Imz > 0} e a faixa {0 < Imz < 7}. Obtenha dai
uma equivaléncia conforme entre uma faixa qualquer F C C e o disco aberto
unitério D := B1(0).

3) Considere a fun¢ao w = u+1iv = cos z = cosx coshy—isinxrsinhy, z = z+1y.

a) Mostre que a imagem das retas {y = yo # 0} e {x = xg, sinzy #
0, coszg # 0} dao elipses e hipérboles ortogonais e confocais, respec-
tivamente. Observando que cosZ = cosz, cos(—z) = cos(z), estude as
imagens das retas quando y >0,y =0,y <0e -7 <z < 7.

b) Mostre que z — w = cos z leva conformemente a semi-faixa aberta {0 <

x < m,y > 0} sobre o semi-plano inferior {Im z < 0}. Mostre ainda que
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z — w = cosz envia conformente a faixa 0 < z < 7 sobre o dominio
€ =C\ (o0, ~1]U[1,00)).
1
c¢) Considere g(w) = = log (w +iv1-— w2> . Mostre que 1 —w? <0 & w é
,l/ o~
real e |w| > 1. Mostre que w +iv1 — w? € C\ IR_ para w € C. Conclua
que w — w + iv/1 — w? é holomorfa para w € C. Mostre que arccosz =
g(z), Yz € (—=1,1). Conclua finalmente que a inversa de z — cos z (ramo
principal de w = arccos z) é dada por arccosw = g(w), Yw € C e que
d -
d—(arccos w) = —(1 —w?) /2, vw e C.
w
c) A aplicacio w = sinz, leva conformemente uma semi-faixa sobre um
semi-plano ? Leva a faixa {—7/2 < Rz < 7/2} sobre que dominio ?
Elabore um estudo da funcao f(w) = arcsinw definida em
C=C)\ <(—oo, —1J U1, oo)), nos moldes que foi feito no exercicio 8) para
arccos w, onde f é a inversa da fungdo z — sin z restrita & —7/2 < Rz < 7/2 (ramo

principal de w = arcsin z). Mostre que arcsinw = ~ log(iw + /1 — w?), Yw € C
i
d ~
e que d—(arcsinw) = (1 —w?)~Y2, vw e C.
w

4) Mostre que z — w = tan z envia conformemente a faixa aberta {—7/2 < Rz <
m/2} sobre C\ L, onde £ = {it, t € R, |t| > 1}. Mostre que a funcao inversa

1  —
(ramo principal de w = arctanz) é dada por arctanw = — log (Z w) e
21 t+w
1

14+ w?’
i) Mostre que w = arctan z leva a bola unitaria B;(0), sobre a faixa

{—7/4 < Rz < 7/4}.

5) Encontre explicitamente uma transformagao conforme que se anula na origem

que — arctanw =
dw

e que leva a bola By (0) conformemente sobre C\ ((—o0, —a] U [a,0)), «a >
0.

1 1
6) Estude amplamente a funcao de Zhukovsky dada por f(z) = 3 (z + —) ,
z

seguindo as seguintes linhas:
a) Mostre que nos abertos contendo +1 ou —1 f nao pode ser injetiva.
b) Mostre que o grau de f é 2. “Quais s@o os pontos de ramificagao de f?7”
c) Mostre que f nao pode ser injetiva num dominio que contenha z e
1/z simultaneamente. Reciprocamente num dominio que contenha no

méaximo um dos numeros z, 1/z (z € C\ {0}), mostre que f restrita a
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este dominio injetiva. Mostre que f é injetiva nos seguintes dominios:
D\ {0} V ={z |z| > 1} e H* (Lembremos que D é a bola unitéria
aberta e que IH? é o semi-plano superior).

d) Mostre que f : D\ {0} — C\ L, onde L = [—1,1], é uma equivaléncia
conforme . Idem para f : V' \ {0} — C\ L, onde L = [—1,1],

e) Mostre que f : IH*\ {0} — C\ S, onde S =] — o0, —1] U [1,00][, é uma
equivaléncia conforme.

f) Considere A = {z; |z + xo| < 1+ x0}, B ={2; |z + x| > 1+ 20} €
C={z |z+ x| =14 20}, onde 0 < xg < 1. Faga figuras !!

g) Seja C' = f(C). Mostre que C' é uma curva simétrica com respeito ao
eixo real passando por 1 e cortando ortogonalmente a reta real no ponto
f(=1—2x). i

h) Mostre que f é injetiva em C' e que a curva de Jordan C é regular, exceto
no ponto 1. Mostre que C faz um angulo tipo “quina” em w = 1.

ix) Seja D; o dominio limitado cuja fronteira é C' e Dy o dominio exterior
C. Mostre que f injetiva em V = f(B) C Ds, f(A\ D) C Dy,
concluindo assim que f(B) = Dy e f(A\ D) = D;. Sugestao: Use a

féormula (de maneira apropriada)

1
%Vw wo 2m/f

B 1+2 . ,
1) Considere as aplicagoes f(z) = log 7 para |z| < 1, e considere também
-z
sin z para —7/2 < Rz < 7/2. Encontre uma relacao funcional entre estas

funcoes e a funcao de Zhukovsky.
2

1

7) Estude a transformacao f(z) = log s ,
|z| < 1,Imz > 0.

k) Usando o conhecimento da funcao de Zhukovsky mostre que w = sin z

restrita ao semi-disco

leva as retas y = const em elipses e hipérboles co-focais cujos focos sao
os pontos +1.
z
6) Mostre que a aplicagao de Koebe dada por f(z) = ———— leva conformente

(1—2)?
1
a bola aberta unitaria (centrada na origem) sobre C\ (—oo, _Z] . Logo, note

que a imagem da bola unitdria contém uma bola de raio 1/4. Isto tem um
significado mais geral 7
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7) Sejam «, 3 > 0, nimeros reais positivos. Considere a fungao

0z
(v+2)(1 +72)
VB—vVa daf3

m, ed = m, entao f leva conforme-

mente a bola aberta unitaria B (0) conformemente sobre CU{oco}\ [« 5].

f(z) =

v<1
Mostre que se v =

8) Estudes as aplicagoes abaixo nos dominios especificados.

a)
| (1+z>
og o
o —e 1—=z2

f(z) = <1+z> 0<a<l) Vi]z<1
log
1—ae 1-2
b)
2c
. it
f(z)z( ”)” O<a<1) |z <L
1—-2
9) Mostre:
a) A transformagao
z
Z2) = ——
fz) 2241

leva {Imz > 0} \ {it, t > 1} conformemente sobre o semi-plano
superior {Im z > 0}.

Funcoes univalentes

Lembremos que uma funcgao f que aplica o dominio €2 sobre G C C é chamada
univalente se
i) f é holomorfa em )
ii) f é injetiva (um-a-um)
10) Mostre o seguinte critério de univaléncia: Seja f uma fungdo holomorfa num

dominio convexo () satisfazendo a condigao :

Ref'(z) > 0, Vz e

Conclua que
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a) f é univalente em (.
b) Se Q=D :={|z|] <1} e f é continua em Q entdo f(2) é um dominio de

Jordan (i. e 92 é uma curva de Jordan).
11) Considere f(z) = z + Z anz". Assuma que
2

o0

Zn|an| <1

2
a) Mostre que f aplica D conformemente num dominio de Jordan.

12) Seja f uma funcao holomorfa em um dominio Q que seja localmente injetiva.
A derivada Schwarziana de f denotada por Sy (Atencgdo : Na lista 7 a notacao
foi outra [f]. !!) estd definida por

Cd e 1))
T az () 2<f’(2)>

a) Mostre que se w = T'(z) e w = Q(z) sdo aplicagoes de Md&bius entao

STofoQ(z) = Sf(Q(Z))QI(Z)z

e assim € invariante por aplicacoes de Mobius, isto é Spor(z) = S¢(2).
Conclua que a derivada Schwarziana de uma aplicagao de M&bius é nula.
Para um teorema de existéncia, envolvendo equacoes lineares complexas
de segunda ordem, veja lista 7. A derivada Schwarziana tem papel im-
portante na Analise Complexa, como ja enfatizamos na lista 7.
b) Agora, considere f uma fungao analitica e univalente em D := {|z| < 1}.
Seja S (schlicht functions) o conjunto das fungoes da forma f(z) = z +
a22% 4+ azz® + - - - que sdo analiticas e univalentes em D. Seja zg € D.
Considere a transformacgao de Koebe h, definida como segue: Se f uma funcao
holomorfa e univalente definida no disco unitario aberto D = {|z| < 1}, se zg € D,
entao h esta definida por

z 4+ 2z
I <1+Z_OOZ) A =2+ (1 (1 - 1l20/?) J"(z0) —z—)z2+~-
(1= 20) f'(20) 2 )

i) Mostre que h (definida acima) pertence a classe S

h(z) :=
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Queremos comentar aqui que a conjectura de Bieberbach demonstrada por de
Branges em 1985 diz o seguinte

(B) lap| <n para feS, n=1,2.3,...

ii) Mostre que dai e da transformacao de Koebe segue imediatamente
que se f leva conformemente D em C entao

(%) |(1 — |2]?) 1) 22’ < 4, para z € D

f'(2)
iii) Mostre que a igualdade em (B) vale para a fungao de Koebe fy(2) =
ﬁ. Estude a funcao de Koebe fy mostrando que a imagem
—z
por fo de D contém a bola aberta B de raio 1/4 centrada na origem.
Esta é uma propriedade satisfeita por todas as funcoes schlicht. No

caso da fungao de Koebe fy(z) tal bola B é extremal ?

c) A classe ¥ consiste das fungbes g(z) definidas no disco perfurado D*
satisfazendo

g(Q) =C+bo+ b1+ (I¢| > 1)
i) Mostre que se f € S entao g(¢) := 1/f(¢1)satisfaz

9(Q) =C—az+ (a3 —az)¢" '+ (|¢| > 1)

concluindo que g pertence a X e que omite 0. Reciprocamente, mostre
que se g € 3 e g(¢) # 0 para ¢ € D*, entao

f(2) =1/g(z"") = 2 =boz® + (b —b1) 2° + - (]z] < 1)

pertence a S.
ii) Mostre o teorema da drea

oo

dist (C\ g(D")) = 7'('(1 - Z”|bn’2) para g € ¥

n=1

inferindo
o0

b1 anlbn|2§1 para g € ¥

n=1
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Nota : Segue do teorema da area o caso particular do teorema de de
Branges |az| < 2
d) Mostre que se f é uma funcdo schlicht entao |a2 — az| < 1. Deduza daf
que se f leva conformemente D em C, entao a derivada Schwarziana Sy
de f satisfaz

1S(2) < 6(1—|2?) 7

L) 1P
onde 57(2) == =5 §<f'(z))

13) Exercicio-pesquisa: Mostre o teorema de distor¢ao de Koebe (Veja refs. 3),
4), 20)).
Seja f : D — C uma aplicagao conforme que leva D no plano complexo C.

Para z € D valem as seguinte desigualdades

@) PO s < 1) = 10 < 17O
) PO <L POl

Observemos que o resultado pode ser demonstrado integrando-se a equacao (x)
duas vezes. Vamos definir agora ds(z) = dist(f(z),df(D)), (distancia Euclideana

de f(z) ao bordo de f(D). Claro que dy(zp) = 1i|I<I‘liIif () — f(z0)]-

a) Seja novamente h a transformacao de Koebe. Usando (2) e o principio

do minimo mostre que

— < liminf

|z|—1

M‘ < |W(0)] =1
z
Conclua

b) Se f leva D conformente em C entao

1
1 A=) GI<dr(z) A= |P)If ()] para 2€D

Tire as seguintes consequéncias: Primeiramente, mostre que se f leva D
conformemente sobre um dominio limitado, entao (1 — |z|)[f'(z)] — 0

(quando |z| — 1). Segundo, mostre que se f leva conformemente D em
C\ {c}, com f satisfazendo f(0) = 0, entao

4cz|

_— D
-2 °©

[F(2)] <
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14) (Woft’s lemma) Seja h uma aplicacdo que envia o aberto H C C conforme-
mente dentro de Dg := {|z| < R}. Seja C(r) := HN{|z —¢| =r} para c € C.
Mostre que

inf  dist(h(C(r)) < —1

A<r<VA = Vlog 1/

Consequentemente, mostre que existe uma seqiiéncia decrescente {r, }, r, — 0

para 0 < A <1

(quando) n — o0) satisfazendo
dist(h(C(ry))) — 0 quando n — oo

Sugestao : Denote [(r) := dist(h(C(r,))). Use a desigualdade de Schwarz para
obter

I(r)? < 27r7“/ \B (¢ 4+ re)|?r dt
c+reteH

Em seguida, divida ambos os lados por r e integre em r, com r variando de 0 a
oo, concluindo

/ Z(r)2g < 2 dist h(H)

) r
Mostre usando o mesmo método que se f envia conformemente D sobre um con-
junto limitado, entao quase todo raio [0,(), ¢ € 0D, é enviado sobre curvas de

comprimento limitado.

Queremos tecer alguns comentarios seguindo Pommerenke (Veja ref. 3)): Pre-
cisaremos em seguida do conceito de angulo de Stolz. Um angulo de Stolz em
¢ € 0D := S' é da forma

A :={zeD;larg(l —(2)| <, |z —(| < p} (0< o< g, p<2008a>
Agora seja f uma fungao de D em C. Diz-se que f tem o limite angular a € CU{oc}
em ¢ € St se

f(z) — a, quando 2z —(, z€ A

para qualquer angulo de Stolz A em (; sendo o angulo de abertura 2a de A

qualquer niimero < 7.
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O conceito de limite radial é bem claro: Diz-se que f tem o limite radial
a € CU{oo}em ¢ € St se

f(Q) :==a=lim f(r()

r—1

Os seguintes teoremas notaveis remontam a Carathéodory e Lindelof:
Teorema : Se f é uma aplicagao conforme de D sobre 2 C CU{oc} entao f tem
limite angular a em ¢ € S < f tem limite radial a em (.

Teorema : Seja f uma equivaléncia conforme que leva D sobre um dominio
simplesmente conexo ). Seja v um arco de Jordan em §2 que termina em zg € 0.
Entao a curva f~! oy em D termina num ponto {; € S, e p(¢) — 2o quando
¢ — (p dentro de qualquer angulo de Stolz /\ em (y, ou seja f tem limite angular
zo em (p.

Agora, considere f uma aplicacao conforme da bola unitaria aberta D =
{|z| < 1} em C. Vamos mostrar, seguindo o livro de Pommerenke (veja ref. 3))
que

£(¢) = lim F(r¢) # o0
existe para quase todo ¢ € S' e
_/|f(7"eit)—f(0)|2/5 < 5|f(0)2/° para 0<r<1

Com efeito:

Assuma agora que f € S. E um fato que a funcao

25

5 1/5 00
g(Z):f(z5)1/5:Z(f(Z )) :anzn
1
é analitica e univalente em D. A férmula de Parseval implica

1

K )
2— r / |g/(reit)|2 dt = (1 — 7«) Z n2|bn|2r2n72
m
0 n=1
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para 0 < r < 1. Note que como n(1 — r)r*~1 <1, e como g é univalente, entao

[e.¢]

1
Y nfb, Pr ! = — dist{g(2); |2] < V7}
r
1
1 2 5/2\—4/5 —4/5
=— max |g(z)"<(1—-r <=7 )
L max lg(2) < (11720 < (1)

usando a primeira equacao do teorema de distorcao de Koebe e a definicao de g,

pode-se concluir que

27

1
1
//(1—r)9/10|g'(reit)|2dtdr</ (1—7)91dp = 10
0
00

x| -

Aplicando a desigualdade de Schwarz segue que

1 2
1 1
</|g’(7“eit)|d7“> S/ (1—7”)_9/10d7“/ (1—7”)9/10|gl|2d7“
0 0
0

Integrando, e usando a peniltima inequacao obtém-se

. 27 , 1 2
Py (/ g’ (ret) dr) < 100
7T
0 N0

Logo, a integral que est4 entre paréntesis é finita para quase todo t e lim,_1 g(r ¢*) # oo
existe para estes valores de t pelo item anterior. Finalmente, a formula de Parseval
aplicada de novo leva a

27 27

1 5 at\[2/5 1 / ity (2 = 2
— ! = — ! dt < byl <
o [ 1762 eprat= o [lgtrePar >l <5

0 0 n=

Nota: Segue da estimativa acima obtida segue que f pertence ao espaco de Hardy
H?/%; na verdade f € HP para p < 1/2 ( HP C H9,se 0 < ¢ < p). Se g é uma
funcao analitica limitada (ou seja, f € H) definida em D entdo o teorema de
Fatou diz que o limite radial lim1 g(ré) existe para quase todo ponto de S!, e se

r—

f nao é identicamente zero, linri g(ré’) # 0, para quase todo ponto de S'. Este
r—
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resultado vale também para f € HP, para 0 < p < co. Para estes resultados vocé
pode consultar refs 8), 19). Existe ainda um belissimo resultado de Plessner ainda
mais geral (Veja ref. 3))
Teorema de Plessner : Se g é meromorfa em D entdo , para quase todo ¢ € S*,
ou bem ¢ tem limite angular finito em ¢, ou bem ¢g(A) é denso em C U {co} para
qualquer angulo de Stolz A em (.

Portanto, o comportamento no bordo, em quase todos os pontos, ¢ bom ou
muito ruim.

E interessante deduzir do teorema de Plessner, o seguinte teorema de uni-
citdade de Privalov: Se uma funcao meromorfa em D tem limite angular 0 num

conjunto de medida positiva de S1. entdo esta se anula identicamente.

Lemma de Schwarz
15) Mostre uma variante do lema de Schwarz para fungdes holomorfas limitadas
definidas na bola unitéria B1(0), que possuem um nimero finito de zeros. E
para um numero infinito de zeros 7
16) Seja f uma funcdo holomorfa definida em B;(0) satisfazendo Rf(z) > 0.
Suponha a normalizacao f(0) = 1. Mostre que

1+ |7
F <
FOI< T

17) (Principio de subordina¢do ) Vamos seguir agora o livro de Nehari que é uma
obra prima das transformagcoes conformes. Veja ref. 21). Sejam f(z) e F(z),
duas fungdes holomorfas que levam a bola unitéria B;(0), sobre dominios €2
e g, respectivamente. Assuma que F' seja univalente no seu dominio de
definicao Suponha que Qf C Qf e que f(0) = F(0). Mostre que

(1) f(z) = F(g(2))
onde g(z) é uma funcdo holomorfa em B;(0), satisfazendo
9(2)] <[]

verificando-se a igualdade na desigualdade logo acima, se e somente se Q7 =
Qp. Conclua que (quando f(0) = F(0))

[f() S max|f(z)],  |z[=r<1

|z|=r

[/ (0)] < [F(0)]
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Observe que a relagao (1), pode ser verificada mesmo que F' nao seja univa-

lente. Dizemos neste caso que f estd subordinada a F.

a)

b)

Mostre que se f é holomorfa, f(z) > 0, e f(0) = 1, entdo f satisfaz a
estimativa a priori |f/(0)| < 2.

Mostre que se f é holomorfa em B;(0), satisfazendo f(0) = 0, entéo se f
omite todos os valores no intervalo (—oo, —1/4], entao necessariamante f

verifica as seguintes estimativas

r

|f(2)] < m7

l2l=r e [f(O)<L

Levando em conta as equivaléncias conformes bésicas, construidas no
inicio desta lista, use o principio de subordinacao para obter outras es-
timativas a priori, semelhante aquelas que foram obtidas nos dois itens
anteriores. Para os dois exercicios que se seguem a sugestao é elaborar
uma construgao baseada na fungao de Zhukovsky (veja exerc. 6) acima).
i) Seja f(z) = % +bo+b1z+ - o desenvolvimento de Laurent de uma
funcao holomorfa em 0 < |z| < 1. Suponha que f omita todos os
pontos do intervalo [a, b] contido no eixo real. Mostre que « satisfaz

a seguinte estimativa

b—a
4
O qué acontece no caso que uma tal f omita um segmento de reta

o] =

do plano complexo C de comprimento ¢ qualquer ?
i) Considerando a fungao f do item anterior e supondo que o con-

tradominio de f é a regiao exterior da elipse dada por

CL'2 y2

2B
no caso de uma elipse £ com eixos a e b, situada numa posicao qualquer

de C?

=1, b > a > 0, qual é a estimativa correspondente para o 7 E

18) Exercicio-pesquisa: Vamos mostrar a versdao do lemma de Schwarz devida a

Pick. Veja refs. 4), 13), 14), 15) e 21). Tal versao tem vérias aplicacoes

na Geometria Hiperbdlica e na Dinamica Complexa. Para fazer o préoximo

exercicio vocé tera que saber que as transformacoes conformes do disco D

sao exatamente as transformagoes de Mobius que preservam D. Vocé poderia

escrever a forma geral destas transformacgoes ? Idem para as equivaléncias

conformes do plano de Poincaré TH? := {Im z > 0}.
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a) Seja f : D — D uma fungao holomorfa do disco unitario em si mesmo.
Sejam z,( € D. Mostre que

1) = £l _ 2=
= QS I1=Cel

Além disso mostre que vale a igualdade na desigualdade acima para dois

pontos distintos z,( € D se e somente se f é uma equivaléncia conforme
do disco D e vale a igualdade na desigualdade.

b) Seja f: D — D, uma fungao holomorfa do disco unitdrio em si mesmo.
Seja z € D. Mostre que

2'(2)| 2
- [f()E S 1P

Além disso mostre que vale a igualdade na desigualdade acima para um
ponto z € D se e somente se f é uma equivaléncia conforme do disco D
e vale a igualdade na desigualdade.

¢) Seja f: H? — IH? uma funcio holomorfa do semi-plano superior H? :=
{Im z > 0} em si mesmo. Sejam z,¢ € H?. Mostre que

if(Z)—f(C) ;g‘
z=¢

_‘ <
f(z) = f(¢)

Além disso mostre que vale a igualdade na desigualdade acima para dois
pontos distintos z,( € H? se e somente se f é uma equivaléncia conforme do
semi-plano H? e vale a igualdade na desigualdade.

1) Exercicio-pesquisa (Ver ref. 15)): O lema de Schwarz acima pode ser
usado para demonstrar que uma aplicacio holomorfa f que leva IH?
em si mesmo, com a propriedade de que f(ai) = af(i), para algum
real positivo a # 1, é uma homotetia de razao A = |f(i)].

d) O qué vocé poderia dizer sobre uma aplicagdo holomorfa f que leva o
disco D no semi-plano TH? satisfazendo f(0) =i ?

Para ver interessantes aplicagoes do lema de Schwarz na Dinamica Complexa,

consulte o belo survey diddtico de Welington de Melo (Veja ref. 20). Vamos

dar aqui um resultado relativamente simples, mas que pode ser usado para a

demonstracao do teorema de uniformizagao de Riemann. Mais detalhes podem ser
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vistos no referido artigo de Welington . Para o segundo exercicio vocé vai precisar

conhecer o teorema fundamental de levantamento da teoria de recobrimentos e vai

precisar usar o lema de Schwarz. Denotaremos por D o disco unitario centrado na
origem.

e) Dado qualquer ponto v € D mostre que existe uma aplicacao holomorfa
f: D — D com um tunico ponto critico c¢ tal que f seja um recobrimento
de grau dois de D\ {c} sobre D \ {v} satisfazendo f(0) = 0.

f) Seja Q C D um aberto simplesmente conexo do plano complexo C con-
tendo z = 0. Assuma que 2 # D. Mostre que existe uma fungao univa-
lente F': U — D, tal que F(0) =0 e |F’(0)| > 1. Este exercicio pode ser
combinado como o teorema de Montel (“familias normais”) para mostrar
o teorema de Riemann no caso de um dominio simplesmente conexo [i-
mitado. Veja ref. 20). Vocé saberia demonstrar isto ?

19) Exercicio-pesquisa: Estude a bela aplicagdo do lema de Schwarz feita por
Study: Veja ref. 14.

20) Exercicio-pesquisa: Estude a demonstragao do grande teorema de Picard,
dada por Narasimhan e Nievergelt no livro deles (veja ref. 13 ), que faz uso
de técnicas que aparecem na Geometria Diferencial e que sao “primas” do
teorema de Schwarz-Pick.

21) (A ultramétrica de Ahlfors) Geralmente uma métrica Riemanniana é dada em

“coordenadas isotérmicas z = x + iy” (ou conforme) na seguinte forma
ds? = p*(d2? + dy?)
onde p > 0 e ds é conforme a métrica Euclideana. A quantidade

Dlogp
K(p):_ p2 ) PECQ

¢ a bem conhecida curvatura de Gauss da métrica. A curvatura de Gauss da
métrica hiperbdlica é —1, e K = 1 para a esfera unitdria em IR>.

a) Mostre que K(p) é um invariante conforme. Mais precisamente, dada
uma aplicacao conforme w = f(z), define-se p(w) obrigando que p|dz| =
p|l dw]|, ou mais explicitamente, p(z) = p(f(2))|f'(2)].

Doravante consideraremos a métrica hiperbélica em D denotada por A(z)|dz],
isto é \(2) = 2/(1 — |z]?).
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b) Mostre que se p satisfaz K(p) < —1 em D, entdo A\(z) > p(z) para todo
z € D. Sugestio : Assuma primeiramente que p tem extensao continua
e estritamente positiva ao disco fechado, e em seguida reduza a situacao
geral a este caso.

c) Uma métrica p|dz|, p > 0 é chamada de ultramétrica num dominio 2 se
tem as seguintes propriedades:

i) p é semi-continua superiormente.

ii) Para cada zp € €2 com p(zp) > 0 existe uma “métrica suporte” po de
classe C? numa vizinhanca V de 2, tal que Dlogpg = p3 e p = po
em V, com p(z9) = po(20). Note que log A — log p é semi-continua
inferiormente, a existéncia de um minimo no raciocinio acima esta
assegurada. Tal minimo serd também um minimo local de log A —
log pg, e o resto do raciocinio se aplica como antes. A desigualdade
A(z) = p(z) pode ser verificada sempre que p é ultramétrica. Mostre
a seguinte versao forte do lema de Schwarz:

iii) Seja f uma funcao analitica de D em uma regidao 2 na qual esta
dada uma métrica ultrahiperbdlica p. Mostre que

, 2
PTG < =
Observe que a quantidade da esquerda é uma métrica ultrahiperbdlica
em D, os zeros de f/(z) s@o as singularidades desta métrica. Vocé
saberia dar exemplos de métricas ultrahiperbdlicas em D 7
Nota: A métrica ultrahiperbdlica de Ahlfors ja foi utilizada num
importante teorema (tipo Picard) das superficies minimas do espago
Euclideano demonstrado por Fugimoto. Diga-se de passagens que a
teoria das superficies minimas tem grande afinidade com as Varidveis

Complexas via a famosa representacao de Weierstrass.

O principio de reflexao de Schwarz

22) Exercicio-pesquisa: Mostre as varias formas do principio de reflexdo de Schwarz.
Veja na ref. 10) uma belisima discussao de Ahlfors sobre o assunto. Veja
também refs. 3), 8), 16), 21). De fato:

- Sejam () e H dominios do plano complexo C, e sejam Q2* e H* as
reflexoes com respeito a circulos C7 e Cy na esfera de Riemann



16 PROFESSOR RICARDO SA EARP

CuU{c}, respectivamente. Assuma que 0QNC; # () e que THNCy #
0. Seja f: Q — H uma aplicagao analitica que leva ) sobre H.

Suponha que
flz) — Cy quando z —Cy, 2z€Q

Mostre que f pode ser estendida analiticamente a uma aplicag¢ao
conforme cujo dominio € o conjunto de pontos interiores de
QUOQ U (CyNIN). Além disso se f é uma transformacdao con-
forme sua extensao definida no dominio dado acima é ainda
uma transformacgao conforme.

- Uma fungao real ou complexa ¢(t) da varidvel real ¢, definida no in-
tervalo a < t < b é chamada de analitica real se, para cada ty no

> H(n) (4
intervalo, a série de Taylor ¢(t) = Z S0750)(15 — tp)" converge em
n!
n=0

algum intervalo pequeno ao redor de tg. Mostre que existe uma funcao
analitica f(z) definida num dominio simétrico ao eixo real, de maneira
que f(t) = ¢(t), vt € (a,b). Suponhamos agora que ¢(t) seja uma
funcao complexa que seja analitica real. Dado um arco de curva v dada
por uma parametrizacao analitica real ¢(t), dizemos que [y] é um arco
analitico, onde [v] é o trago de 7. Lembramos que a curva 7 dada pela
parametrizacao o(t) é chamada de simples se ¢(t1) = @(t3) = t1 = to, €
é chamada de regular se ¢'(t) # 0, Vt € (a,b). Mostre que o principio
de reflexao de Schwarz enunciado acima é ainda vdlido se no
enunctado Cy € trocado por um arco analitico simples e regu-
lar. O mesmo é valido para C5; 7?7 Conclua com isso que uma fungao
analitica f definida num dominio 2 que contenha na sua fronteira uma
arco analitico [y] pode ser estendida (ou prolongada) analiticamente para
além de Q U [].

23) Seja f uma fungao holomorfa num dominio €2, que leva a parte de 2 N 1R no
eixo real, e que leva a parte de €2 contida no semi-plano superior de forma um-
a-um no proprio semi-plano superior. Também leva a parte de €2 contida no
semi-plano inferior de forma um-a-um no préprio semi-plano inferior . Mostre
que f produz uma equivaléncia conforme entre {2 com sua imagem.

24) Exiba vérias aplicagoes do principio de reflexdo de Schwlarz.



25)

26)

27)
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a) Seja f uma funcdo holomorfa no semi-plano superior {Imz > 0}, satis-
fazendo a relacao

(1) f)f1=2)=1

Suponha que f(z) — w € IR quando z — z, 0 < x < 1. Mostre que f leva a
semi-reta {Rz = 1/2, Im z > 0}, no circulo de raio 1 centrado na origem.

i) Exiba varias fun¢ées meromorfas que satisfazem (1), verificando o
resultado deste exercicio. Veja na lista 7 a férmula do suplemento
de Euler da funcao Gamma e use-a para construir uma fungao mero-
morfa (holomorfa no semi-plano superior) que satisfaz (1).

Mostre que a fungao f(z) = logsin z pode ser bem definida no dominio {2 =
C\ (=00, 0]U[1, ). Usando o desenvolvimento de sin 7z como produto infinito

(veja por exemplo, lista 7 ou refs. 8), 10) ou 15)) conclua que

1 1 1
cormE z (z—n n)

nez
n#0
w2 1
i) Dl s
mn zZ—nNn
S mz nez ( )

Considere Q o retangulo em C de vértices —b,a,a + ci,—b+ ci, a > 0,b >
0,c > 0. Sejam Ly = {-b+ti, 0 <t <c}, Ly =[-byal,Ls = {a+ti, 0 <
t <c},Ly ={t+ci, =b <t <a}. Seja f uma funcao holomorfa definida no
retangulo, e que leva o lado Ly num segmento de reta no eixo real positivo,
leva o lado L4y num segmento de reta no eixo imaginario positivo , leva o
lado L; na parte do circulo de raio r > 0 contida no primeiro quadrante, e
finalmente, leva L3 na parte do circulo de raio R, R > r contida no primeiro
quadrante. Mostre que a quantidade

f'(z)
f(2)

restrita ao bordo do retangulo é real. O qué vocé pode afirmar sobre f 7

Estude os detalhes da transformagao no caso de que c =m/2 e f(z) = €.

Exercicio-pesquisa: Elabore um estudo sobre a férmula de Schwarz-Christoffel.
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Em particular apresente varias explicitas equivaléncias conformes en-
tre o semi-plano superior, e dominios limitados por um poligono. Faca
o mesmo para um dominios ilimitados limitados por linhas poligonais.
Estude as funcoes elipticas segundo este ponto de vista, estudando as
fungoes de Jacobi. Veja refs 10), 18), 21).
Defina as fungdes elipticas de Jacobi w = sn z (sinus amplitudinis), w =
cnz (cosinus amplitudinis), w = dnz (delta amplitudinis). Dé tanto
uma definicdo puramente analitica (veja ref. 9)), quanto uma defini¢ao
geométrica baseada no principio de reflexao de Schwarz, e na teoria das
transformagoes conformes (veja ref. 21)). Defina também as fungoes
Theta de Jacobi e escreva as fungoes w = snz,w = cnz,w = dnz, em
termos da funcoes Theta de Jacobi.
i) Usando a fungdo w = snz de Jacobi (sinus amplitudinis), exiba
uma transformagao conforme que leve uma anel {1 < |z| < R}, no
dominio 2 obtido removendo-se o segmento [—a,al, 0 < a < 1, do

disco unitdrio D. Veja o item c) logo abaixo

ii) Usando a fun¢ao w = sn z de Jacobi (sinus amplitudinis), exiba uma
2 2
L,

~ . . . X Yy
transformagao conforme que leve o interior da elipse — +
a
de eixos a e b e focos 1, no disco unitario D. Veja o exercicio 30)

(2
logo abaixo.

iii) Usando a funcdo w = cnz de Jacobi (cosinus amplitudinis), exiba
uma transformagcao conforme que leve o interior de um retangulo no

disco unitdrio D.

28) Exercicio-pesquisa (Veja ref. 21): Estude as transformacoes conformes w =

a)

f(2) que levam o semi-plano IH* = {Im z > 0} sobre um dominio curvilineo
i.e um dominio cujo bordo é formado por arcos de circulos e sua relagao com a
derivada Schwarziana, equagoes diferenciais lineares de segunda ordem cujos
coeficientes sao fungdes meromorfas e a fungdo Gamma I'(z).

Particularmente, estude o caso de f enviar conformemente IH? sobre um
triagulo curvilineo, ou melhor triangulo hiperbélico contido no disco de
Poincaré D formados por angulos wa, 73, w7y satisfazendo ma+7n 8+ 7y <

.

S|

0=

1 1
i)) Mostre que quandos @ = — ,v = —, onde m,n,p sao in-
m p
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teiros nao negativos estas fungoes chamadas “ funcoes triangulo de
Schwarz” tem inversa w = S(a, (3,7; z) bem definida em todo disco
de Poincaré D. Além disso mostre que 0D é o bordo natural de
S(z). Estude o grupo de automorfismos de w = S(z), isto é o sub-
grupo I' do grupo de Mobius que deixa D invariante e que satisfaz,
flg(z)) = f(2), Yg € T. Mostre que I" é gerado por trés trans-
formagoes de Mobius.
ii) Estude particularmente o caso que a« = [ = v = 0, estudando
a funcao eliptica modular. Aplique a funcao modular para dar
uma demonstragao do pequeno teorema de Picard. Também use
as fungoes modulares para demonstrar o teorema de Montel (Veja
ref. 4)): Uma familia f, de fung¢oes meromorfas definidas
num dominio §2 € normal, se omite trés pontos fixados a,b, c
da esfera de Riemann . Em seguida demonstre o grande teorema
de Picard usando o teorema de Montel.
29) Considere uma transformagao conforme w = f(z,p), 0 < p < 1 com as
seguintes propriedades:

- Leva o semi anel delimitado por {|z| = p, Imz > 0}U] — 1, —p[U{|z| =
1, Imz > 0}U]p, 1| sobre o semi-disco {|z| < 1, Imz > 0} de maneira
que no bordo faz o seguinte

- Deixa fixos os pontos +1, leva os pontos +p nos pontos +L, onde 0 <
L=1L(p) <1

a) Mostre que f(ip) = 0.
b) Usando o principio de reflexdo de Schwarz, o conhecimento da fungao de

1 1
Zhukovsky w = —(z + —) e o exercicio 32)a) abaixo mostre que
z

2
2 2f(z0%)
20 N\ _ 2L(Pz)
PO T

Nota: Uma construcdo que faz uso da funcdo w = snz ( e da fungao
log z) produz uma tal transformacao conforme (explicitada) f(z, p) (Veja

ref. 21)). A expressao é a seguinte:

21K
w = f(z) = Vk(p*)sn (ZTlogg + K;p4)
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c) Se vocé compreendeu bem o exercicio anterior, considere a funcao f(z, p)

estudada neste exercicio. Mostre que a transformacao conforme

1
1+f(1jz,p>
-1 (1550)

leva o dominio €2, obtido do plano complexo C removendo-se dois discos

w =

de mesmo raio r centrados no eixo real simétricos em relagao ao eixo
imaginario sem interceptarem este; num dominio da forma
C\ [-1/b,—b] U [b,1/b], b > 0. Encontre a relagdo entre r e p, assim

como a relacao entre b e L(p). Se vocé conhecer um pouco de Geometria

. - . 1+2
Hiperbdlica vai reconhecer que z — 1

, . . o 2
¢ uma isometria positiva de IH

o modelo do semi-plano de Poincaré do f)lano hiperbdlico. A anélise serd
facilitada trabalhando-se deste ponto de vista. Nota: O dominio Q2 C C
logo acima tem exatamente 2 “buracos”. Dominios do plano complexo C
com um nimero de buracos igual a n (sdo chamados de multi-conexos ou
n + 1 conexos) sao conformemente equivalentes a um chamado dominio
circular. Estes sao obtidos retirando-de de um disco um nimero finito de
discos disjuntos, possivelmente também alguns pontos. Uma equivaléncia
conforme ente dois tais dominios circulares é necessariamente uma trans-
formacao de Mobius. Dominios do plano complexo conformemente equiv-
alentes tem necessariamente o mesmo numero de buracos. O grupo de
automorfismo (= equivaléncia conformes) de um dominio com n buracos
é finito para n > 2. Por exemplo, no exemplo com 2 buracos este grupo

tem 4 elementos.

30) Vamos seguir neste exercicio uma bela exposi¢do de Nehari: Veja ref 21).

Considere w = f(z) uma aplicagdo holomorfa que leva o disco unitario D
sobre um dominio €2 delimitado por arcos de elipses e hipérboles co-focais de
focos £1. No exercicio 6)k) vocé mostrou que ( = arcsin z leva tais elipses e
hipérboles em retas paralelas aos eixos reais e imaginarios do plano complexo
(. Mostre que a expressao

2 £12
) é real para |z =1

1—f2(2)
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f'(2)dz
1—f3(z)

2
puro quando |z| = 1. Note que — ¢é imaginario puro quando |z| = 1.
2

Sugestdo : Mostre que d( = ¢ ou bem real ou bem imaginério

a) Assuma agora que (2 é o interior de uma elipse e que f(z) é real para z
real. Assuma que f(0) = 0 e que f/(0) = 5. Mostre que a expressao a
esquerda da igualdade logo acima tem duas singularidades que sao polos
simples da forma +a para 0 < o < 1. Considere agora a funcao

22

p(z) = (a? — 22)(1 — a22?)

Mostre que p(z) é real para |z| = 1. Mostre que

22172(2)
p(z)(1 = f3(2))

e que a expressao a esquerda da igualdade logo acima define uma funcao

é real para |z =1

analitica num dominio que contém estritamente D levando 9D no eixo real;

concluindo que tal expressao é uma constante real. Conclua que

#2(2) B o2 3
[—2(z) (@@= 22)(1-a?2?)

1
Definindo g(z) := B arcsin(f(az)) mostre que

12 1
9 = G50 — ety

Observando que a inversa de w = sn z estd dada por (agora vocé vai precisar

conhecer a funcao de Jacobi w = sn z)

/ dw

z =

) V(1 —w?)(1 — k2w?)
mostre finalmente que

2K
2z =Vksn (— a,rcsinw) k= a?

™
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b) Use a funcao de Zhukovsky para produzir uma transformacao conforme
do disco D sobre o exterior de uma elipse. Mostre que a construcao
do item a) acima leva ao mesmo resultado considerando uma fungao da
forma f(z2) = g +ag+arz+---, |z| <1, mostrando que f(z) satisfaz

G

1—f2(z) 22
Um procedimento similar leva a construcao explicita de uma equivaléncia
conforme do disco D na esfera de Riemann cortada ao longo de um arco
fechado de elipse, levando a origem 0 no co. Idem para uma transformacao
conforme w = f(z) de D na regido delimitada por uma pardbola que
contém o seu foco supostamente colocado na origem; satisfazendo f(0) =

0, f simétrica com respeito ao eixo real e f(—1) = co. Neste caso a inversa
é dada por z = tan? C'y/w.

31) Suponha agora que ¢ seja analitica em 2. Suponha ainda que existe uma

vizinhanga aberta V' C 2, tal que p(z) € Q, Vz € V. Mostre que w = ¢ (p(2))

¢ uma funcao holomorfa num aberto de ().
Considere o conjunto A = {z € V, Z = ¢(z)}. Suponha finalmente que a € A

seja um ponto de acumulacao de A. Mostre que z = ¢ (¢(z)) em V. Conclua que

o ()] = 1.
32) Exercicio-pesquisa: Considere os anéis A, = {1 < |z] <7} e

Ar = {1 < |z| < R}. Mostre que A, é conformemente equivalente a Ag, se e

somente se r = R. Mostre que toda equivaléncia conforme f(z) de A, em si
re'?
9 2, ou bem da forma f(z) = , para
z

mesmo ¢ ou bem da forma f(z) = ¢
algum real 0 € IR.
Mostre que todo anel topoldgico no plano complexo C é conformemente equi-

valente a um e apenas um dos seguintes modelos: C\ {0}, D\ {0} e {1 < |2| < R}
(Veja refs. 10), 13), 15) e 21)). Portanto cada um destes modelos determina um

tipo conforme.

a) Dé o tipo conforme do conjunto obtido do plano complexo C removendo-
se um intervalo de reta fechado J. Idem para o conjunto obtido do plano
complexo C removendo-se um arco de elipse fechado E.

b) Dé o tipo conforme do conjunto obtido da esfera de Riemann C U {oo}
removendo-se dois segmentos de reta fechados disjuntos na mesma reta.



c)

d)
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Dé o tipo conforme do conjunto obtido do disco D removendo-se um
segmento de reta fechado.

Estude os dominios multi-conexos (Veja refs. 10), 21)). Mostre que
um dominio multi-conexo €2 pode ser transformado conformemente num
dominio multi-conexo cujo bordo é formado por curvas analiticas. Mostre
que os dominios multi-conexos sao conformemente equivalentes a um
dominio obtida da esfera de Riemann removendo-se um numero finito
de segmentos de retas paralelas. Mais precisamente:

Exercicio-pesquisa (Veja ref. 21)): Mostre que todo dominio muilti-
conexo {2 pode ser transformado conformemente num dominio obtido da
esfera de Riemann C U {oco} removendo-se um numero finito de “cortes”
(slits) ao longo de segmentos de retas paralelos. Mostre que se w = f(z) é
tal transformacao conforme entao pode-se escolher um ponto ¢ arbitrario
de €2 que é levado por f no oo. Além disso se 6 é o angulo que as retas
fazem com o eixo real o desenvolvimento de Laurent de f(z) = fo(z,¢)

normalizado da forma

f@(z): Zic+a9(z—c)+bg(z—c)2+...

determina fy(z,c) univocamente. Mostre que (assumindo a existéncia)
fo(z,c) = &% (cosOp(z,c) —isin(z,c)), onde p(z,c) = fo(z,c) ev(z,c)
fr/2(2,¢). Mostre também a univaléncia ( e a unicidade) de fp(z, c) usan-

do o principio do argumento.

i) Mostre que a (existéncia da) aplicagdo conforme fy(z,c) dada logo
acima pode ser obtida via o seguinte problema variacional: Seja S.
a classe de aplicacoes holomorfas em € que sao univalentes em 2, e
que tem um pélo simples com residuo 1 no ponto z = ¢ de 2. Ou
seja, tendo um desenvolvimento de Laurent da forma

f(z) = Zic+a0+a1(2—c)—|—a2(z_c)2_|_...

Mostre que o maximo do funcional

§R{e—2i9 al}
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é atingido pela aplicagao étima fy(z, c) acima que envia {2 num dominio com cortes

paralelos.

ii) Suponha que 2 = D, a bola unitéria centrada na origem. Mostre

fo(z,¢) = 1—c|? (z—c e <1—cz>>

Compare o resultado com o exercicio 7).

que

iii) Estude a parte real da fungao

o)
=56

restrita ao bordo de €2 e a €2, respectivamente, onde ¢ e v sao as aplicacoes

normalizadas que realizam os cortes horizontais e verticais respectiva-
mente. Mais precisamente: Mostre que Rg(z) = 0, ao longo de 952
e que nao toma valores imagindrios puros em §2, devido ao fato que
fo(z,¢) = €% (cosOp(z,c) —isinfi(z,c)), é univalente V0. Confira di-
retamente, por um argumento geral das aplicagoes conformes e por um
célculo simples que Rg(z) > 0 em Q.
iv) Considere as fungdes M(z,c) := (¢(z,¢) —(z,¢))/2 e M(z,¢) :=
(p(z,¢) + ¥(z,¢))/2. Mostre que M(z,c) é holomorfa em 2 e que
N(z,c) tem um pélo em z = ¢ com residuo igual a 1. Mostre ainda

que a funcao
M'(z,¢)
N'(z,¢)

¢ holomorfa em 2 enviando ) sobre o interior do disco unitario D,

F(z) =

recobrindo-o um certo nimero de vezes. Além disso, mostre que
M'(z,c) e N'(z,c¢) nao podem se anular simultdneamente e conclua
que N'(z,c) ndo se anula em (.

v) Considere s o comprimento de arco de 99, e 2/ = dz/ds. Usando os
fatos que ¢'(z,¢)z’ e ih(z,c)z’ sao reais (por qué?) ao longo de 012,,

mostre que
M'(z,¢)N'(2,¢)22 >0  aolongo de O

vi) Usando o exercicio precedente e analisando a variagao total do ar-
gumento ao longo de €2, levando em conta que a variagao total do



PROFESSOR RICARDO SA EARP 25

argumento de dz/ ds, ao longo das n componentes do bordo de € é
—27(n—2), e contando os pdlos de N'(z, ¢); mostre que M'(z, ¢) tem
exatamente 2n — 2 zeros em ). Conclua que a fungao F'(z) do item
iv), determina um recobrimento ramificado de 2 sobre o interior do
disco D de grau 2n.

v) Mostre diretamente das definicées que M'(z, ¢)z’ = N'(z,¢)z’, quando
z percorre 0f). Deduza que

arg (L\gi’ C)) = arg(N'(z,¢)7) = —==2"22 arg;F(z))

Infira do que foi demonstrado anteriormente que a aplicacao w =

N(z,c) aplica cada componente C1,...C,, de 0S) sobre curvas sim-

ples convexas. Finalmente, conclua que N(z,c¢) é univalente em 2.
Nota: Considere o conjunto das aplicagoes univalentes f(z) definidas no

dominio multi-conexo 2, normalizadas por

(1) f(z):L+ao+a1(z—c)+---

se ¢ = 00 a expressao fica
a
) f(z) =2+ a0+

Considere o problema variacional P, de se procurar encontrar uma fungao
“6tima” f(z), como acima (ver eq. (1) ) de maneira que o a drea do com-
plemento da imagem seja maxima (ou seja com &rea exterior maxima).
A solugao do problema P; existe e é dada pela funcao N(z, ¢) que realiza
o maximo da area exterior dentre todas as fungoes univalentes em ) que
obedecem & eq. (1). Por outro lado, a funcéo %, é a aplicacao
“6tima” que realiza a menor drea (com multiplicidades,) da imagem den-
tre todas as fungoes holomorfas g(z) definidas em {2 com a normalizagao
g (c)=1.

Usando a propriedade 6tima da aplicacao fy(z, ¢) acima, mostre que qual-

quer aplicagao univalente da forma

1
f(z):;+b0+blz+~~ para |z| <1
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deve satisfazer |b;| < 1. Compare com o teorema da drea (veja exerc. 11)
e mostre que a desigualdade é “sharp” analisando a aplicacao

1 .
z — 4+ 2 0<y < 2.
z

f) Vamos agora estudar o fato que os dominios multi-conexos sdo con-

formemente equivalentes a um dominio obtido da esfera de Riemann
removendo-se um numero finito de arcos circulares concéntricos cujo cen-
tro comum ¢é a origem. De fato, pode-se escolher pontos u e v num tal
dominio €2 de maneira que a aplicacao que realiza a equivaléncia conforme
em foco P(z) = P(z;u,v) seja normalizada, levando u na origem e v no
infinito, possuindo residuo 1 em z = v. Ou seja, se escreva

1
P(Z):Z_v+bo+bl(z—v)+"'

numa vizinhanga de z = v. Mostre a unicidade de P(z) usando o principio
do argumento (e o principio do méximo). Para tal fim, se existisse

P(z;u,v
uma outra funcao Pj(z;u,v), considere o quociente f(z) = FXET (( ))
1 (25w, v

Mostre primeiramente que F(z) é holomorfa em 2. Sejam C1,Cs,...C),
as componentes de 9. Mostre que |f(z)] = ¢; (constante) em cada
Cj, 3 =1,2,...n. Mostre que se |b| # ¢j, j =1,2,...n, entdo a variacao
do argumento de P(z) —b (e de P1(z) — b) ao longo de cada componente
C; é nula. Daf conclua que a variacao total do argumento de f(z) — b
ao longo do bordo de Q é nula; donde f(z) # b, onde b é um nimero
complexo qualquer que nao estd num dos circulos C;. Finalmente con-
clua que f(z) é uma constante e que esta constante é 1. Um argumento
semelhante mostra a univaléncia de um candidato P(z).

i) Mostre que se 2 = D, a bola unitéria centrada na origem, a funcao

P(z) acima é dada por

P =6 i)?lﬂf [ol?) (12—_ uuz) (1_—_>

Além disso mostre que a aplicacao

o= () (%)
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transforma conformemente o disco aberto D num dominio obtido do plano
complexo C removendo-se segmento radiais que apontam para a origem.
ii) A existéncia da aplicagdo P(z;u,v) que produz uma equivaléncia
conforme entre o dominio muiti-conexo {2 e a esfera de Riemann
cortada ao longo de arcos de circulos centrados na origem também
pode ser estabelecida pelo método variacional. De fato, seja S(u,v)

a familia de fungoes f(z) que sdo univalentes em (2, normalizadas

por
1

f(z) = Z_U+bo+b1(z—v)+-~-

satisfazendo f(u) = 0. Entao a fungao P(z;u,v) que transforma © num
dominio com cortes circulares é a funcao étima que realiza o maximo do
funcional |f’(u)|, quando f(z) varre o conjunto admissivel S(u,v).
Pode-se mostrar que o minimo do mesmo funcional, no mesmo con-
junto admissivel, é realizado por uma funcdo Q(z;u,v) que produz uma
equivaléncia conforme entre o dominio muiti-conexo 2 e a esfera de Rie-
mann cortada ao longo de segmentos radiais apontando para a origem.
Ou seja, se f(z) € S(u,v) entdo |Q'(u)| < |f'(u)| < |P'(u)], e a igualdade
é possivel se e somente se f = Q ou f = P.

iii) Usando as propriedades ”6timas” das transformagoes conformes do
- . 1 ;
exercicio anterior, mostre que se f(z) = — + by + b1z + --- é uma

aplicagao univalente em {|z| < 1}, entao valem as seguintes desigual-

dades: )
1— |7 , 1
e O R ——
|22 |2|2(1 = [2]?)

compare com o teorema de distor¢ao de Koebe (Veja o exerc. 13)).

O chamado teorema de aplicacao de Riemann ou teorema de uniformizacao
de Koebe diz que todo dominio simplesmente conexo () cujo bordo tenha
mais que um ponto é conformemente equivalente, via uma equivaléncia
conforme f, ao disco aberto unitario D. Além disso, se fizermos corres-
ponder um ponto arbitrario ¢ de Q a origem, i.e f(¢) = 0 impondo que
que a derivada em z = (, seja positiva, i.e f({) > 0, entdo a aplicacao
estd unicamente determinada. Um método interessante para determinar

tal aplicacdo f(z,() numa situagdo bastante geral faz uso do chamado



28

33)

PROFESSOR RICARDO SA EARP

nicleo de Bergman. Exercicio-pesquisa: Investigue o nicleo de Bergman
neste contexto, e exiba aplicagoes explicitas deste para dominios simples-
mente conexos simples. Por exemplo, quando €2 é o préprio disco unitario
D. Analogamente é possivel definir o nticleo de Bergman, no caso de €2 ser
um dominio multi-conexo. Com isso é possivel determinar explicitamente
a funcao fy do item d) acima em casos particulares, como no exemplo
em que 2 é um anel da forma Q = {r < |z| < 1}.

h) Considere S o conjunto das aplicagoes holomorfas do disco unitario em
si mesmo. Seja ¢ € D. Considere o problema variacional de maximizar
7' (Q)], f € S. Mostre que basta considerar o subconjunto das fungoes
f € S tal que f(¢) = 0. Neste caso mostre que vale a seguinte desigual-

dade .
|f(C)|<1_7|C|2= Vfes.

Além disso mostre que a igualdade na desigualdade acima é atingida apenas

pela (familia) aplicacdo “6tima”

o= (55). =

1—Cz

Exercicio-pesquisa: Estude a generalizacao do problema variacional acima
quando § é a familia de fungdes holomorfas f(z), definidas num dominio
multi-conexo ) satisfazendo |f(z)| < 1. Mostre que |f'(¢)], ¢ € Q atinge
o méximo para uma certa funcdo F'(z) definida em Q que recobre o disco

unitario D exatamente n vezes, onde n é o niimero das comnponentes conexas

de 09).

Equivaléncias conformes e aplicacoes conformes finitas

Exercicio-pesquisa: Vamos agora dar um critério basico essencialmente topolégico

de univaléncia (Veja ref. 3)). Seja f uma fungdo holomorfa nao constante
definida num dominio H C CU {oo}. Seja 2 um dominio de Jordan, i.e 02 é
uma curva de Jordan. Suponha que f(z) — 91, quando z — JH. Mostre que
f(H) = Q. Além disso, mostre que se f assume em H algum valor de Q ape-
nas um unica vez com multiplicidade 1, entao f é injetiva e H é simplesmente

conexo.
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Para fazer os proximos exercicios é preciso o conhecimento do seguinte teorema
de Carathéodory:

Seja f uma transformacao conforme que envia D conformemente

sobre um dominio limitado (). Entao as seguintes afirmacoes sao

equivalentes:

i) f tem uma extensdo continua e injetiva & D.

i) O0f) é uma curva de Jordan.

Nota: Quando f : D — €, é uma transformacao conforme (Q limitado) a
condicio para a existéncia de uma extensao continua a Q é que 9 seja uma
curva ou localmente conexo. Vocé deve tentar desenhar dominios cujo bordo
nao seja localmente conexo.

a) Mostre que uma transformagao conforme f que leva um dominio de Jor-
dan 2 num outro dominio de Jordan H esta completamente determinada
fixando-se a imagem em OH de trés pontos fixados em (2.

b) Mostre que uma transformagao conforme do disco D num dominio de
Jordan € se estende a um homeomorfimo da esfera de Riemann CU {oco}
em si mesmo.

O proéximo critério d4 a nogao de grau de uma aplicacao conforme e é
muito importante:

c) Seja © um dominio de Jordan (limitado) e seja f uma func¢ao holomorfa
nao constante definida em D. Suponha que dist(f(z),9Q) — 0 quando
|z| — 1. Mostre que f(D) = Q e que f tem uma extensio continua & D.
Além disso mostre que existe um inteiro positivo m tal que f assume cada
valor em () exatamente m vezes contadas as multiplicidades. Deduza dai
um critério de univaléncia. Sugestao : Use o critério do inicio do exercicio
30). Use seguidamente o teorema de Carathéodory e o principio de re-
flexao de Schwarz. Conclua que f = ¢ o g, onde ¢ envia conformemente
D sobre €2 e g é um produto de Blaschke finito.

34) Seja f : © — , uma aplicagdo holomorfa de um dominio {2 em si mesmo.
O iterado fl™ estd definida pela seguinte regra: fI% =idq, fIU = f, fI .=
fof-—of (nvezes).

a) Uma propriedade dos iterados é a seguinte: Suponha que uma sub-
seqliéncia {f,,} da seqiiéncia dos iterados convirja uniformemente em

compactos de €2 a uma funcao holomorfa g : 2 — C. Mostre que se g
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é uma equivaléncia conforme de €2 entao f também é uma equivaléncia
conforme. Mostre também que se g nao é uma constante entao qualquer
subseqiiéncia da seqiiéncia hy := fy, , n,, tem como limite a identidade
de €). Sugestao : Para a segunda pergunta use o teorema de Hurwitz. Em
particular conclua que se fl™ converge uniformemente em compactos de
2 a uma funcao nao constante, entao f é a identidade. Exiba exemplos
explicitos onde esta ultima situacao ocorre.

Mostre o seguinte teorema de Cartan: Seja f : ) — ), uma aplicacao
holomorfa de um dominio limitado 2 em si mesmo. Suponha que exista
uma subseqiiéncia f,,, dos iterados de f que converge uniformemente em
compactos a uma fungao nao constante. Mostre que f é uma equivaléncia
conforme de ). Sugestdo : Aplique o item anterior combinado com o
teorema de Montel. Conclua que se, €2 é limitado e f tem dois pontos

fixos entao distintos entao f é uma equivaléncia conforme de ).

35) Exercicio-pesquisa: Um importante conceito para aplicagoes é o conceito de

ser propria que pode ser colocado num contexto bastante geral (Veja ref. 15)):
Sejam X e Y espacos topoldgicos metrizaveis localmente compactos cujas
topologias tenham base enumeravel. Uma aplicacao continua f: X — Y é
chamada prépria se cada conjunto compacto K C Y tem pré-imagem f~1(K)
compacta em X. Outro conceito importante é de uma seqiiéncia que tende
para o bordo: Seja {z,} uma seqiiéncia de pontos de X (ou de Y'). Dizemos
que {x,} é uma seqiiéncia que tende para o bordo se nao tem ponto de
acumulacao em X (respect. Y). O seguinte resultado é valido:

Uma aplicacao continua f: X — Y € propria se e somente se f
leva seqiiéncia que tende para o bordo (de X ) a uma seqiiéncia
que tende para o bordo (de Y ).

Toda aplicagcao propria é fechada, i.e leva fechados de X em
fechados de Y. Para aplicacoes holomorfas f o fato de que f sendo nao
constante implica que f nao é localmente constante numa vizinhanga de
nenhum ponto acarreta nas seguintes equivaléncias: Seja f : € — H uma
aplicacao holomorfa. Note que nesta situacdao a fibra f~!(w) é sempre
um conjunto discreto, a menos que f seja constante. Dizemos que f é
finita f leva toda seqiiéncia que tende para o bordo de €2 a uma seqiiéncia
que tende para o bordo de H. As seguintes afirmacoes sao equivalentes:
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f € finita

f € propria

f € nao constante e fechada Segue deste resultado o seguinte impor-
tante corolario: Se f : () — H é uma aplicacao conforme proépria, entao f
é um recobrimento finito holomorfo nao ramificado. Quando f: Q — H
(ndo -constante) é apenas uma aplicagdo holomorfa prépria (podendo
possuir portanto pontos de ramificagdo que sao os zeros de f'(z)) f é
um recobrimento finito ramificado. Vamos agora definir a nocao de grau
de uma aplicagao conforme f : 2 — H num ponto w € H. Em seguida
poderemos enunciar o teorema de Radé que relaciona finitude com o grau
de f. Tal nogao generaliza a no¢ao de grau de um polinéomio baseada no
teorema fundamental da algebra. Seja f uma aplicagao holomorfa nao
constante. Seja w € C.

gan,(f)= Y ufa) se  we f(©)
a€f=H(w)
=0 em caso contrario

onde v(f,a) é a multiplicidade de f em z = a € 2, ou seja é igual a ordem do zero
de f — f(a) em z = a.

1.

a)

Exercicio-pesquisa: Mostre o seguinte teorema de Rado: Uma aplicacao
holomorfa f : Q@ — H é finita (ou prépria) se e somente se grau,, (f) é
finito e nao constante em 2. Neste caso o grau grau( f) estd bem definido e
¢ um numero inteiro positivo. As equivaléncia conformes sao as aplicacoes
holomorfas préprias de grau 1. Observamos que o teorema de Radé é
valido para aplicacoes proprias holomorfas entre duas superficies de Rie-

mann S7 e Sy quaisquer.
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