INTROD. VCOMPLEXAS- AGOSTO DE 2004-ListaC

Professor: Ricardo Sa Earp

PARTE A: SERIES DE NUMEROS COMPLEXOS
1) Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz mostre que se Y |a,| < oo as

n
seguintes séries sao convergentes

|a ‘1/2

1/2
1/2 |an| n
E |anan1]™/=, E W E ey p > 0.
n

n>1 n>1

Voce poderia dar uma demonstracao mais elementar ?
2) Mostre com todos os detalhes que se E Qs g b, sao duas séries que con-
vergem absolutamente entao o produto das séries converge absolutamente e

)

onde ¢,, = agb, + a1by—1 + -+ + anbp.

o0 n

a) Considerando a fungao exponencial ¢ := E Z—|, a funcao cosseno dada
n!
=0
oo ZZn " oo Z2n—|—1
o _1\n S .— _1\n
por cos z 1= E (—1) 2n) e a funcao seno dada por senz := E (—1) o)

n=0 n=0

usando o resultado sobre produto de séries, mostre que
a) 2senzcosz = sen 2z.

2

b) cos? z + sen?z = 1.

¢) f(z) = e ~1/% ¢ holomorfa em C* e que

o0 oo

ezfl/z _ Z Z i(_l)m_n o
m! (m —n)!
n=—oo | m>=0
m>=n

sendo a série absolutamente convergente para |z| > 0.
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b) Mostre que a série abaixo converge para p > 0 e converge absolutamente

para p > 1.
an = —
n=0 n=0 (TL + 1)10

i) Mostre que a série Z ¢n, diverge para 0 < p < 1/2, onde

n

Cn = Zak an_r = (—1)" Z (k+1)(n—k+1)"
k=0

k=0

3) Considere a funcao

£(2) = cos (v/3) cos (%) zec

a) Mostre com certo detalhe que f(z) estd bem definida e é holomorfa em
C*.
b) Escreva o desenvolvimento de f(z) numa “série de poténcias” em 2" e

1 n
(—) , chamada de desenvolvimento de Laurent de f(z), absolutamente
z

N=o0
convergente para |z| > 0, i.e f(z Z anzY obtendo
N=—x
i) Os termos a1, ag, a; explicitamente efetuando o produto.

Mais geralmente obtenha
ii)
)N

cos(\/E)COS< ) Z 2 (2m)! 2m—2N))N

N=—o0co m>=N
m=0

4) Determine o raio de convergéncia das séries de poténcias, determinando o disco
de convergéncia. Determine um dominio compacto em que a série converge
normalmente.

a) y . n*z", aecl.

b) 2o, nl(z/n)".

c) >, a" "2, aeC.

d)zla(a—l—l) (a+n)2", aeC; Z—aa—l (a—n)z", aeC.

Sugestao: Considere o caso o € {0,+1,+2,£3,...,} separadamente.
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e) >, (logn)*z™. Resposta: 1.
£) >, nl/(n™)2".
Sugestdo: Considere a férmula de Stirling n! = n"e™"u,, com lim,,_, ., u}/ " =1.
Resposta: e
2) 3,27 /()
5)
a) Sejam a, b, c nimeros complexos. Suponha que ¢ ndo é um inteiro < 0.
Mostre que o raio de convergéncia da série abaixo é 1, disco de con-
vergéncia. Determine um dominio compacto em que a série converge

normalmente.

b 1)-b(b+1
1+ 2,4 alat1)-b(b+ )22
c 2lc(e+1)
ala+1)...(a+n—-1)-b(b+1)...(b+n—-1) ,
+ 27+
nle(c+1)...(c+n—1)
6) Mostre que as séries de nimeros complexas abaixo, convergem nos conjuntos
C dados
a) > (z/(1+2))". C={z;Rz > —1/2}. Determine um dominio compacto

n
em que a série converge normalmente. Sugestao: Vocé terd que mostrar

que z — o leva o semi-plano {z; %z > —1/2} no disco unitério cen-
z

trado na origem.

b) zn:z”/(l +2"). C={z;|2| < 1}.

—1\"
c) Z <i + 1) .C={z, %Rz >0}. Sugestio: Veja sugestao para o item
a).

d) O qué vocé pode dizer sobre convergéncia normal das séries dos itens
anteriores 7
Classicamente, o dominio limitado pelas chamadas curvas de Cassini, dadas
por
|z —al|z +a| = R?, a, R >0
sao chamados de dominios de Cassini. Para a = R, a origem é um ponto duplo,
para a > R tem duas componentes conexas e para a < R é um dominio estrelado

cujo centro é a origem.
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1
e) Mostre que a série Z (iz(z — 1)) , converge em certo dominio de
n

Cassini.
d) O qué vocé pode dizer sobre convergéncia normal das séries dos itens
anteriores ?

7) Seja R o raio de convergéncia da série ) -,a,z". Mostre que o raio de
=

D pra
1+ |an|

n>0

convergéncia R da série

é dado por R = max(R, 1)
8) Determine os raios de convergéncia das séries. Indique um dominio compacto
no qual a série converge normalmente:
a) En>0(—1)”2”z2"+2.
b) > .50 logn ym
c) Zn>0(sin n)z".
9) Sejam {«a,} e {B,} duas seqiiéncias de nimeros reais. Seja § > 0. Assuma
que (sinay 4 - -sinay)® + (cos By + - - - + cos Bp)° = 6.
O que vocé pode dizer sobre o raio de convergéncia das séries Z a,z", onde
os coeficientes a,, estao dados abaixo 7
a) Sejam {a,, } e {3, } duas seqiiéncias de nimeros reais. Seja § > 0. Assuma
que (sinaj + ---sin an)2 + (cosfBy + -+ - 4 cos ﬁn)Q > 4. Defina: a,, =
(sinoy + - --sinan)® 4 (cos By + -+ + cos B,)?, onde os a; e os B sao
reais. Sugestao: Faga a comparacao das médias geométricas e aritméti-
cas de uma certa maneira ou utilize a desigualdade de Cauchy, mostrando
que (sinaj + - - -sinay, )’ —i—k(cos Bi+ - +cosfBn)? < n.

lk:
b) a, = T +- Py =S k > 0.Sugestao: Compare com a soma
de Riemann da funcio f(x) = ¥,z € [0, 1], observando que
1k ... nk 1k ... nk
—7 T S0 S —g
nk+l 4 n nF+l 41

c) ap = —’:L, onde b, b, satisfaz a equacao de diferencas
n
bpt1 — (n+ Db, =2"(n+1)! by =1

mostrando que b,, = n!2".
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d) a, satisfaz a equagao de diferengas de primeira ordem

an+1 (a+ bay) = can, a,b,c>0, ag>0

mostrando que x,, = 1/a,, satisfaz uma equagao de diferencas linear de primeira

ordem.

10) Neste exercicio vocé precisara fazer uso de certas desigualdades cldssicas. Se-
jam {a, } e {8, } duas seqiiéncia de niimeros reais positivos satisfazendo certas
condigoes. Considere a série de poténcias

flz) = Z anz"

Discuta o raio de convergéncia da série sabendo que a,, a,,, 3, satisfazem as
seguintes condicoes abaixo.
a) an = (o + B,)*" 7" onde

ap By =0(2")  (n— o)

Mostre primeiramente que (por exemplo com a ajuda da desigualdade de

Youn
g) ot By
2 )

Q
Q

S
o

WV

a=>b>0

b) Apt1 = 04n+152+17 onde

1 (n — o0)

Qi1+ NPnt1
n+1

Aqui vocé precisa comparar as quantidades e any1 11

via a desigualdade da média,

11) Considere n um inteiro positivo. Defina N(n) o nimero de algarismos de n.
Defina também S(n) a soma dos algarismos de n. Escreva uma relacdo de
desigualdade entre log,, n(logaritmo na base 10) e S(n). Levando em conta

isso, determine o raio de convergéncia da série

Z S(n)z"
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12) Seja {an, n = 2,3,...} uma seqiiéncia de nimeros complexos nao nulos
satisfazendo

oo

(*) Zn|an| <1

2

a) Discuta sobre o disco de convergéncia da série

() 2+ ((n=1)" (In2)az(In3)as - - - (Inn)a, 2"

Vocé precisa usar a desigualdade entre as médias aritmética e geométrica,
levando em conta (k).
b) Agora suponha Rea, >0, n=2.3,....
i) Discuta, com todos os detalhes, o raio de convergéncia da série

o0 2mn

a; non

; 1+na, z
Aqui voceé terd que observar que a série apresenta “gaps’ e tome
cuidado com potenciagao para aplicar o critério de Cauchy (raiz).

ii) Dé exemplos de tais a,, satisfazendo () e assim exemplos de séries

satisfazendo o item 7).

13) Seja {a,} uma seqiiéncia dada por a, =1,se n =28 k € N e a, = 0,n # 2*.

Seja m > 0. Discuta com detalhes o raio de convergéncia da série

)
§ a, e—\/ﬁ gnn ,n
n=0

Novamente voceé terd que observar que a série apresenta “gaps” e tome cuidado
com potenciacao para aplicar o critério de Cauchy (raiz).
14) Seja a = o+ it,a, 7 € R, 7 > 0. Considere a série

f(z) = Z logn a2

Determine o raio de convergéncia e o disco de convergéncia.

Calcule f(™(0).



