INTROD. VCOMPLEXAS- SETEMBRO de 2004-listaJ

Professor: Ricardo Sa Earp

PARTE A: DESENVOLVIMENTO DE LAURENT E RESIDUOS

Observe as seguintes técnicas de desenvolvimento de Laurent:

o —— para 0 < |a] < |z] < |0

(z—a)(z = b)

1 1 +a2+a+1+1+z+z2+
(z—a)(z—b) a—0b 2322z b b2 b
A mesma fungao para |z| > b.

1 1 b—a+b2—a2+b3—a3+
(z—a)(z—b) b—a| 22 23 24

1
e ¢= T para |z| > 1. Escreva ( fazendo — = z )
z

oo

’ fee)
1 = ’ C
ez—1 — el—z/ — E Cnz = -
Z’)’L
n=0

n=0

onde

o

[y

eee \/(z—1)(z—2), para |z| > 2. Onde o ramo da raiz quadrada est4 esco-
lhido de forma que seja positivo para z = x real x > 2. Note que usando
o desenvolvimento binomial de Abel

C C3
Coz —C1+ — — —5 T,
z z

Onde ( colocando oo = 1/2)

= () 2020 () 20 20)(6) v ()
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1) Expanda as fungbes abaixo em suas séries de Laurent, justificando todos os

passos.

a)

z

(1-2)

Laurent (Taylor) da funcao dada (por qué 7). Use a féormula de multi-

, para |z| < 1. Sugestdo: Seja Zn>0 a,z" o desenvolvimento de

plicacao de séries para calcular a,, mostre que

1
an:(l—k—l—E), n}l,aozl

21 para 0 < |z —i| < 2. Resp.

e S () e

c) Considere a fungao

fle) = o

i) Escreva o desenvolvimento de Laurent de f(z) em {|z| > 1}, justi-
ficando cada passo de seus cdlculos. Encontre o residuo de f(z) no
0.

ii) Idem para o desenvolvimento de Laurent de f(z) no anel {0 < |z| <
1}.

d) Para cada uma das fungdes f(z) dada nos itens a) a ¢) acima calcule
[ 2O .
(z—a)"
o

onde a é uma singularidade isolada de f(z) e 7 é uma curva simples
fechada envolvendo tal singularidade de f(z) ( e nao envolvendo outra
singularidade de f(z))

eiz
a) Seja f(z) = ———. Justifique o fato que f é uma funcao meromorfa
) Seja f(z2) E 1) q que f G
e que tem polo duplo em z = i. Escreva o desenvolvimento de Laurent
-3
de f numa vizinhanca de z = i. Mostre que Res(f,i) = o
e
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b) Calcule os residuos de f(z) = em cada um de seus polos.

2641
3) Seja A € C e mostre que

1 1 — 1
exp{i)\ (z+;)} :a0+Zan <z”—|—z—n)
n=1

para 0 < |z| < 0o, onde para n > 0

Qp —

3=

™
/ e oSt cosmit dt.
0

4)
a) Encontre os desenvolvimentos de Laurent e os residuos das fungoes abaixo,
numa vizinhanca perfurada de cada singularidade.

V)

V) (neste exemplo restrinja-se as singularidades contidas no semi-plano superior)

N2
<10gz —log2 — %)

44 22
onde o ramo do logaritmo esta tomado retirando-se o semi-eixo imagindrio nega-
tivo, com o argumento variando entre —m/2 e 37 /2.

Vl) (neste exemplo restrinja-se as singularidades contidas no semi-plano superior)

log z — log2 —im/2
(22 +4)°

onde tomamos o mesmo ramo do exemplo anterior.

b) Para cada um dos exemplos dado nos itens i) a vi) do item a) acima,
calcule
()

2003
2
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onde v é uma curva simples fechada positivamente orientada, em torno
de uma singularidade de f(z), sem passar por uma singularidade de f(z),
com 7 bordando um dominio €, de maneira que € contém apenas uma
unica singularidade de f(z).
c)
i) Calcule

1 1)
/ ogz—l— dz. n>1

ii) Deduza da férmula acima uma férmula para o cdlculo de certas in-
tegrais reais.

5) Considere a fungao

fle) = -

a) Obtenha o desenvolvimento de Laurent de f(z) no anel |z| > 1.

b) Obtenha o desenvolvimento de Laurent de f(z) no anel 0 < |z| < 1.
Calcule o residuo, e em seguida avalie a integral

f(2)
~2008 4%
|2|=1/2

6) Escreva o desenvolvimento de Laurent de

fl) =/

para |z| > 1. Em seguida calcule

el/(z—l)d
—dz
|z|=11101° z11

/ ol/(z=1) ,9 9,
|z|=11101°

7) Escreva o desenvolvimento de Laurent de

o) = (o 27)

Idem para
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para |z| > 1. Em seguida calcule

Nota cultural matemadtica:

7) Dizemos que uma func¢ao f(z) definida no anel |z| > r, r > 0 é “holomorfa no
infinito”se, fazendo uma mudanga de varidveis z = 1/ 2 a funcao se expressa
como uma funcéo holomorfa em z para ]z/] < 1/r. Da mesma maneira uma
fungdo f(z) serd meromorfa no infinito se esta pode se expressar como uma
fungao meromorfa de z numa vizinhanca de 2z = 0. Finalmente uma funcao
holomorfa para |z| > r, r > 0 admite o ponto do infinito como singularidade
essencial se a fungao f(1/ z/) tem uma singularidade essencial na origem.
Determine o tipo de singularidade das fungoes abaixo e escreva o desenvolvi-

mento de Laurent em torno de cada singularidade.

244
a) z j , em z = 0o. Resp. Singularidade essencial.
e

) V/(z—=1)(2 —2), em z = co. Resp. Os dois ramos tém um polo simples.
) cosz —sinz, em z = o0.

1
) sin T— em z = 0o. Resp. A funcao é regular e tem um zero simples 4.
)

Dé exemplos de fungoes meromorfas em {|z| > r, r > 0} que possuem o
infinito como ponto limite (de acumulagao ) de polos simples.

f) sin T ,em z = 1. Resp. Singularidade essencial.
1
g) T Mz = 2mi. Resp. Polo simples com residuo —1.
—e
1 1
h) ———— em z = T Resp. Polo simples com residuo =v/2.
sin z — cos z 4 2

8) Suponha que no ponto zg, a fun¢ao f1(z) tem um zero de ordem a, e que a
funcdo f2(z) tem um polo de ordem F(a > 0,5 > 0). Que tipo de ponto é z
para

a) f1 =+ f
b) fi-fa

o b

f
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£
fi

9) Determine os residuos das fungdes abaixo e encontre a parte principal da série

d)

de Laurent em torno de cada singularidade.
emz=Fkr, k=0+1+£2,.... Resp. (—1)F

a) sin z

emz =+1eem z = +2. Resp. Res(f,1) =1, Res(f,2) =

Ry T
c)

a

(z—2z1)™(2 — 22)

em 2y e 29, 21 # 22 (a # 0, m € IN) Resp. Res(f,z1) =

—a a
—— Res(f,z9) = ————.
(o =y R2) =

d) (1—-e2)"", em z=0.

142

(14 2+ 22)2°

10) Suponha que f(z) tenha uma singularidade isolada em z = a e suponha que
f(z) # 0. Suponha que exista s € IR tal que uma das seguintes equagoes vale

lim |z — a|?|f(2)] =0

lim |z —a[*[f(2)] =00

a) Mostre que existe um inteiro m tal que a primeira equagao vale se s > m,
e a segunda equacao vale se s < m.

b) m =0, se z = a é uma singularidade artificial e f(a) # 0.

c¢) m < 0, se z = a é uma singularidade artificial e f tem um zero em z = a
de ordem —m.

d) m >0, se z=a é um polo de f de ordem m.

e) Se z = a é uma singularidade essencial de f entdo nenhuma das equagoes

acima vale para algum s € IR.

11) Seja f uma funcao holomorfa definida em um dominio perfurado (“punc-
tured”) Q* := Q\ {p}, onde Q é um dominio e p € Q. A finalidade deste

exercicio é mostrar que se
(4 [15@P drdy < oc
Q*

entao f se estende holomorficamente a todo €.
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a) Mostre de duas maneiras distintas que, supondo p = 0 (sem perda de
generalidade), se g é holomorfa em 2 e B,., a bola de raio r e centro 0,

satisfaz B, C €, entdo

9(0) < - / 9(2)2 dzdy

mr
B,

Sugestdo : A primeira maneira de demonstrar a desigualdade acima é aplicar
diretamente a identidade de Parseval (veja Listad, Parte B, exerc. 4) ). A segunda
maneira usa apenas a férmula de Cauchy aplicada & fungio g?(z).
b) Use a estrutura da demonstragao do item a) para mostrar que f no enun-
ciado, i. e satisfazendo () ndo tem singularidade essencial na origem.

¢) Mostre que [ |f(z)|?*dzdy = oo, se f tem um pdlo na origem.
Q*

12) Seja f uma fungao holomorfa no disco perfurado D* = {|z| < 1} \ {0}. Mostre

que a funcao
2m
1 :
M) = %/f(re”)dt 0<r<l
0

é uma constante que nao depende de r. Sugestao : Use o desenvolvimento de
Laurent na origem.

13) O que vocé pode dizer de uma funcao holomorfa f(z) num perfurado centrado
na origem e que satisfaz uma das condigoes abaixo ?

2) 1) >

2
b) [f(2)] < \Z\—WQ

1
14) Considere a fungao

,mneN,c>0,a >0

1
(1 —az)(1—0b2)(1 —cz)

f(z) =

onde a, a, ¢ sao nuimeros reais distintos e nao nulos. Usando obrigatoriamente
o teorema dos residuos calcule o desenvolvimento em somas parciais de f.
Em seguida calcule o desenvolvimento de Taylor na origem de f. Calcule
o desenvolvimento de Taylor, por outro método efetuando logo o produto.

Compare os resultados e obtenha uma férmula algébrica.
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15) Escreva os desenvolvimentos de Laurent das fungoes abaixo em torno de cada

singularidade.

1
1
b —
V&) = g mya =y
16) O que vocé pode dizer sobre uma func¢ao harmonica u definida num disco

perfurado D* 7
Em particular, discuta detalhadamente o caso em que u estd limitada em D*.

17) Considere
1
R
a) Calcule os residuos de f(z) nas singularidades, mostrando que os pélos
de f sao duplos e que
. . —1
Res(f,a _ e21<7r1/n) _ _e2k71'1/n (H . )
n
b) Seja v uma curva simples fechada contida no exterior do disco fechado
de raio 1, i.e [y] € C\ By1(0). Mostre que

/f

Deduza a integrabilidade de f(z) no dominio C\ B;(0). Deduza uma
outra alternativa demonstracao deste fato.
¢) Seja h(z) uma fungao inteira. Calcule

|2— 2| =e
onde zj é uma singularidade de f(z) e € é tomado suficientemente pequeno.
d) Escreva a série de Taylor de f(z) em z = 0.
e) Escreva a série de Laurent de f(z) em z = 1.
sin(mz) €%
72(1—2)1—2/2)---(1—2/n)
a) Mostre que existe um bem definido ramo de i/ f(z) na faixa
—1<Rz<n+1.

18) Considere a funcao f(z) =

V /(=)

sin(7z)

b) Calcule os residuos da funcao na faixa dada no item a).



