Variaveis Complexas 2009—Lista 10

Professor: Ricardo Sa Earp

DESEII\TVOLVIMENTO DE LAURENT E RESIDUOS
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A mesma fungao para |z| > b.
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ee 7T para |z| > 1. Escreva ( fazendo — = z )

z
/ [e’e) o0
1 z Z / Cn
ez—1 —el-=z —= an = —n
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onde

=
—

eee \/(z—1)(z—2), para |z| > 2. Onde o ramo da raiz quadrada estd esco-
lhido de forma que seja positivo para z = x real = > 2. Note que usando
o desenvolvimento binomial de Abel

C2 €3
Coz —Cl+ — — 5 T |,
z z

Onde ( colocando o = 1/2)

= () 2020 () 2 (o) (6) o ()
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1) Expanda as fungbes abaixo em suas séries de Laurent, justificando todos os

passos.

a)

z

(1-2)

Laurent (Taylor) da funcao dada (por qué 7). Use a féormula de multi-

, para |z| < 1. Sugestdo: Seja Zn>0 a,z" o desenvolvimento de

plicacao de séries para calcular a,, mostre que

1
an:(l—k—l—E), n}l,aozl

21 para 0 < |z —i| < 2. Resp.

e S () e

c) Considere a fungao

fle) = o

i) Escreva o desenvolvimento de Laurent de f(z) em {|z| > 1}, justi-
ficando cada passo de seus cdlculos. Encontre o residuo de f(z) no
0.

ii) Idem para o desenvolvimento de Laurent de f(z) no anel {0 < |z| <
1}.

d) Para cada uma das fungdes f(z) dada nos itens a) a ¢) acima calcule
[ 20 .
(z—a)"
o

onde a é uma singularidade isolada de f(z) e 7 é uma curva simples
fechada envolvendo tal singularidade de f(z) ( e nao envolvendo outra
singularidade de f(z))

eiz
a) Seja f(z) = ———. Justifique o fato que f é uma funcao meromorfa
) Seja f(z) E 1) q que f G
e que tem polo duplo em z = i. Escreva o desenvolvimento de Laurent
-3
de f numa vizinhanca de z = i. Mostre que Res(f,i) = o
e
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b) Calcule

c) Calcule

eiz
—————d
/ z(22 4+ 1)2 ?

|z]=1/2

d) Calcule os residuos de f(z) =

em cada um de seus polos.
26 +1

3) Seja A € C e mostre que
1 1 = |
o (2 f = e (7 5)

para 0 < |z| < 0o, onde para n > 0

Acost

a, = e cosntdt.

=
St~

4)
a) Encontre os desenvolvimentos de Laurent e os residuos das fungoes abaixo,
numa vizinhanca perfurada de cada singularidade.
) 1) = 1—cosz
. 2+ 3z
i) = o
iii)

z—1
25— 1
eiaz

44 227

V) (neste exemplo restrinja-se as singularidades contidas no semi-plano superior)

N2
<10gz —log2 — T)

iv)

2

4+ 22
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onde o ramo do logaritmo estd tomado retirando-se o semi-eixo imaginario nega-
tivo, com o argumento variando entre —m/2 e 37/2.

Vl) (neste exemplo restrinja-se as singularidades contidas no semi-plano superior)

log z —log2 — im/2
(22 +4)°

onde tomamos o mesmo ramo do exemplo anterior.

b) Para cada um dos exemplos dado nos itens i) a vi) do item a) acima,

calcule

(2)
dz
., +2003

onde v é uma curva simples fechada positivamente orientada, em torno
de uma singularidade de f(z), sem passar por uma singularidade de f(z),
com 7 bordando um dominio €, de maneira que £ contém apenas uma
tnica singularidade de f(z).
c)
i) Calcule

Zn

/bg(z_H)dz "> 1

|z|=1

ii) Deduza da férmula acima uma férmula para o cédlculo de certas in-
tegrais reais.

5) Considere a funcao

fle) = -

a) Obtenha o desenvolvimento de Laurent de f(z) no anel |z| > 1.

b) Obtenha o desenvolvimento de Laurent de f(z) no anel 0 < |z| < 1.
Calcule o residuo, e em seguida avalie a integral

(2)
~2008 4%
|2|=1/2

6) Escreva o desenvolvimento de Laurent de

f(2) = /Y
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para |z| > 1. Em seguida calcule

e1/(2’—1) 4
z
|Z|:111010 211

/ e /=1 294,
|z|=11101°

7) Escreva o desenvolvimento de Laurent de

f(z) = (longl)z

para |z| > 1. Em seguida calcule

. 2
| d
[ (s 25 e

|zj=2

Idem para

8) Sejam f e g fungdes holomorfas ao redor de ¢ com g(c) = ¢'(¢) =0e g"(c) # 0.
Escreva o residuo do quociente f em termo de f(c), f'(c),q'(¢),g"(c) e de
g

g///(c)‘
9) Calcule o residuo da funcio e+ em z = 0.

) sin 2z
10) Considere f(z) = A1)
a) Escreva os 5 primeiros termos do desenvolvimento de Laurent de f(z) na
origem.
b) Calcule

sin z
—d
/ 2422 + 2) ¢
I¢1=1/2

Seja f uma fungao meromorfa em um aberto A. Seja v uma curva fechada
C' por partes que nao passa pelos zeros ou polos de f. O principio do argumento
sugere que fazendo z percorrer v, log f(z) muda por um muiltiplo de 27K, onde
K é um inteiro que mede o “ntimero de voltas” que a imagem de ~ faz em torno da
origem, ou equivalentemente, 27 K mede a “Varia(;éo’/ de arg f(z) quando z percorre

v. A dificuldade com este raciocinio é que nao se pode definir sempre log f(z) (
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caso isto seja possivel fv f// f = 0). Mas, esta discussao pode ser colocada em
bases rigorosas da seguinte maneira:

Como nenhum zero ou polo de f esta em ~ existe um disco aberto B(a,r) para
cada a € [v], tal que um ramo de log f(z) pode ser definido. Usando o lema de
Lebesgue existe um niimero positivo € > 0 tal que para todo a € [y] pode-se definir
um ramo de log f(z) em B(a,€). Usando continuidade uniforme de v (suponhamos
que 7y estd definida em [0, 1] ) existe uma partigdo 0 = tg < t; < --- < tx = 1 tal
que Y(t) € B(v(tj_1,€) paratj_1 <t <tj el < j <k (por qué?). Seja £; o ramo
de log f definida em B(vy(t;-1),€) para 1 < j < k. Como tanto o j-ésimo disco
quanto o j + 1-ésimo disco contém v(t;) podemos escolher ¢4, ...,/ de forma que
L(v(th)) = La(v(t1)), (v(t2)) = l3(v(t2)), - - s le—1(V(Tk—1)) = le(¥(tk-1)). Se v;
é a restricao da curva «y ao intervalo [t;_1,t;] como ¢; = f'/f, temos que

f/
[ =t6w) -6 6-0)
7
para 1 < 7 < k. Somando ambos os lados desta equacao obtém-se
f_
T = e (7(1)) = 41 (7(0))..
o

Mas, 7 é fechada, i.e a := (1) = v(0). Logo, ¢x(a) — ¢1(a) = 2miK onde K é um
inteiro (ja que sao determinagoes do logaritmo). Isto conclui nossa interpretacao
de que quando z percorre 7, arg f(z) muda por 27K.

11) Mostre que o nimero de zeros de de P(z) = 2% + 23 + 522 + 22 + 4 no
primeiro quadrante é zero. E no quarto quadrante ? Isto pode ser deduzido
imediatamente do resultado no primeiro quadrante por simetria ?

i) Mostre que em Im z = 0,0 < Rz < R, a variacdo do argumento arg P(z),
x = Rz, é evidentemente nula ji que P(x) > 0.
ii) Fazendo z = Re®, 0 < 0 < 7/2 e R grande tem-se que a variacdo do

argumento é da ordem
arg P(Re") =21 4§

onde § — 0, quando R — oo.



12)

13)

14)

15)

16)
17)
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ii) Analise a variagdo do argumento quando z =0 e 0 < y < R, analisando
os zeros e o sinal das partes reais e imaginarias do polinomio P(iy) no
intervalo considerado. Conclua que a variacao de arg P(iy) é —27 + &1
onde 9; — 0 quando R — oo. Finalmente, infira a nulidade da variagao
total do argumento ao longo de C, ja que C' é fechada e o argumento

deve ser um inteiro.

Pela mesma técnica do exercicio anterior mostre que as seguintes equacoes

tém apenas um zero no primeiro quadrante:
z3—22+2=0, 24—|—z2=2z—6, A2 =222 224,

Mostre que e* = —2z + 1 tem exatamente um zero em |z| < 1. Sugestdo:
Considere f(z) = —2z, g(z) =e*—1= fOZ e¢ d¢. Mostre que pela dltima
expressao obtém-se a estimativa: |g(z)| < 2, se |z| < 1. Aplique o teorema de
Rouché.

Considere a equacao 2z° +8z — 1 = 0.

a) Mostre que a equagdo nao tem zeros em |z| > 2, por um raciocino el-
ementar direto (64 > 17). Confirme isto mostrando via o teorema de
Rouché que existem 5 zeros em |z| < 2.

b) Mostre que a equagao tem exatamente um zero em |z| < 1 e que este zero
é real e positivo.

c) Mostre que a equacdo nao tem zeros em |z| = 1; logo conclua que tem

exatamente 4 zeros no anel 1 < |z| < 2.

Considere a equagao
f(z)=e*4+z=a

com Ra > 1.
a) Usando o principio do argumento, nos moldes do exerc. 1) acima, mostre
que a equacao possui uma e apenas uma solucao no semi-plano Rz > 0.
b) Usando o teorema de Rouché, mostre que a equagdo tem apenas uma
solugao para Rz > 0.

Deduza o teorema fundamental da dlgebra aplicando o teorema de Rouché.

Suponha que f(z) é analitica em um dominio contendo o disco unitario fechado

centrado na origem. Se |f(z)| < 1 para |z| = 1, mostre que existe apenas um



18)

19)

20)

21)
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unico z com |z| < 1 satisfazendo f(z) = z. Se |f(z)| < 1 para |z| = 1, o que
voceé pode dizer ?

Suponha que a,b, ¢ sejam ntmeros complexos tais que |b| — |¢| > |a| > 0;
mostre que para todo n € IN a equagao

az+bz+c=0

possui exatamente um zero em |z| < 1.

Mostre que para todo niimero complexo a e todo inteiro n > 2, a equacao
az" + z + 1 = 0 possui ao menos um zero em |z| < 2. Sugestdo: Mostre que
se |a] < 27" ha exatamente um zero pelo teorema de Rouché. Se |a| > 277,
entao o resultado é uma conseqiiéncia do fato que |z; - - - z,| = |1/al, onde as

z; sao os zeros da equacao , com multiplicidades. Por que ?

Mostre que para A real, A > 1 e n € IN, a equacdo z"e "% = 1, possui n zeros
(contando as multiplicidades) em |z| < 1.

Os zeros de um polinémio variam continuamente com os coeficientes do polinomio.

Sejam 21, 29, . . ., 2 0 conjuntos dos zeros do polindmio P(z) = 2" +a12" ! +
.-+ 4 ay, z; sendo um zero de ordem m;; seja p = rgél? |zi — z;|. Mostre que
para todo € € (0, p) existe um ¢ > 0 tal que todo polinémio

q(z) = 2" + b1 2"+ by,
com max |b; —a;| < 6 possui exatamente m; zeros ( contando as multiplici-

1<i<n

dades) no disco aberto B(z;,€), j =1,2,...,k. Sugestdo: Sabe-se que
P(z) = (z—2z1)™ - (2 — 2)™

Mostre que sobre o circulo de equagao |z — z;| = €, tem-se que |P(z)| >
€™i(p — €)™~ ™. Mostre que

n—1 n—1
la(z) = P(2)| <6 12" <8 (2 + o)
t=0 t=0
Logo considerando
0 <d < min " lp=e) ’




22)

23)

24)

25)

26)
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conclua o resultado, aplicando o teorema de Rouché.

Mostre que a equagao z(e* —1) = w para |w| < 1/6 tem exatamente duas
solugoes na bola aberta de raio R = 1/2 centrada na origem. Sugestdo:
Mostre que se |z| = r < 1 entdo

7,.2

2—r

| —1| >r—

Encontre o nimero de zeros do polinémio p(z) = 27 — 523 + 12 contidos
dentro da bola unitaria aberta de raio 1 centrada na origem. Idem para o
anel {1 < |z| < 2}. Sugestao: Mostre usando o algoritmo de Euclides que p e
p’ sao primos entre si, concluindo que todas os zeros de p sdo simples.

) 2 . i .
Seja w € C tal que |w| < —=. Mostre que existe um tnico nimero complexo

13\/3
z = f(w) tal que |z| < 7 com 23 + 2z = w.

a) Mostre que f(w) é holomorfa e infira a seguinte férmula

1 322+ 1
f(w) = — @ dz
2me lz]=2L % +z—w
Ve
b) Escreva o desenvolvimento de Taylor de f(w) em w = 0, explicitando os

coeficientes do desenvolvimento e determinando o raio de convergéncia

da série.
Sejam ai,...,a, e b nimeros complexos de mdédulo inferior que 1, e sejam
ki,...,k, nimeros inteiros positivos. Mostre que a equagao

ﬁ z—a, ki _
| za—1 N
possui k := ky + - - - + k,, solugoes na bola unitaria aberta de raio 1 centrada

na origem.

Considere polinémio f(z) dado por

2 4 2n
z z nil?

fle)i= 2= S ()

2n/!

Seja 0 < a < 2m. Mostre que existe N € IN tal que se n > N entao f(z) tem

exatamente dois zeros (com multiplicidades) no disco |z] < a < 2.
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27) Dizemos que uma fungao f(z) definida no anel |z| > r, r > 0 é “holomorfa no

infinito”se, fazendo uma mudanga de varidveis z = 1/ 2 a funcao se expressa
como uma funcéo holomorfa em 2 para |zl| < 1/r. Da mesma maneira uma
funcao f(z) serd meromorfa no infinito se esta pode se expressar como uma
funcao meromorfa de Z numa vizinhancga de z = 0. Finalmente uma funcao
holomorfa para |z| > r, r > 0 admite o ponto do infinito como singularidade
essencial se a fungao f(1/ z/) tem uma singularidade essencial na origem.

Determine o tipo de singularidade das fungoes abaixo e escreva o desenvolvi-

mento de Laurent em torno de cada singularidade.

a) 22;_ 4, em z = 0o. Resp. Singularidade essencial.

b) /(2 —1)(z — 2), em z = co. Resp. Os dois ramos tém um polo simples.

c) cosz —sinz, em z = 0.

d) sin 1 i ,em z = 0o. Resp. A funcao é regular e tem um zero simples l4.

e) Dé exemplos de fungoes meromorfas em {|z| > r, r > 0} que possuem o
infinito como ponto limite (de acumulagao ) de polos simples.

f) sin T Mz = 1. Resp. Singularidade essencial.

g) 7 _162, em z = 27i. Resp. Polo simples com residuo —1.

h) m em z = % Resp. Polo simples com residuo %\/5

28) Suponha que no ponto zy, a funcao fi(z) tem um zero de ordem «, e que a

funcdo f2(z) tem um polo de ordem f(a > 0,3 > 0). Que tipo de ponto é z
para
a) fix fo
b) f1-fa
c) S
jﬁz
2
d) 7

29) Determine os residuos das fungoes abaixo e encontre a parte principal da série

de Laurent em torno de cada singularidade.
emz=Fkr, k=0+1£2,.... Resp. (—1)¥

a,) sin z

Ry T

emz =+1eem z = +2. Resp. Res(f,1) =1, Res(f,2) =
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a

(z —21)™(z — 22)

c) em z1 € za, 21 # 22 (a # 0, m € IN) Resp. Res(f,z1) =

—a a
—— Res(f,z9) = ————.
a0 = G e

d) (1—-e2*)"", em z=0.

1+ =

(14 2+ 2%)2

30) Suponha que f(z) tenha uma singularidade isolada em z = a e suponha que
f(2) # 0. Suponha que exista s € IR tal que uma das seguintes equagoes vale

lim |2 — al*| f(2)[ =0

lim |2 — al*|f(2)] =00

a) Mostre que existe um inteiro m tal que a primeira equagao vale se s > m,
e a segunda equacao vale se s < m.

b) m =0, se z = a é uma singularidade artificial e f(a) # 0.

c) m <0, se z = a é uma singularidade artificial e f tem um zero em z = a
de ordem —m.

d) m >0, se z=a é um polo de f de ordem m.

e) Se z = a é uma singularidade essencial de f entdo nenhuma das equagoes

acima vale para algum s € IR.

31) Seja f uma funcao holomorfa no disco perfurado D* = {|z| < 1}\{0}. Mostre
que a funcao

27
1 .
M(r) ::%/f(re”)dt 0<r<l1
0

é uma constante que nao depende de 7. Sugestao : Use o desenvolvimento de
Laurent na origem.
32) O que vocé pode dizer de uma fungao holomorfa f(z) num perfurado centrado

na origem e que satisfaz uma das condigoes abaixo ?

2) ()] > o

IiW

33) Considere a fungao

,meN,c>0,a >0

1

&= - =)
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onde a, a, c sao niumeros reais distintos e nao nulos. Usando obrigatoriamente
o teorema dos residuos calcule o desenvolvimento em somas parciais de f.
Em seguida calcule o desenvolvimento de Taylor na origem de f. Calcule
o desenvolvimento de Taylor, por outro método efetuando logo o produto.
Compare os resultados e obtenha uma férmula algébrica.

34) Escreva os desenvolvimentos de Laurent das fungoes abaixo em torno de cada
singularidade.

1
SR (EETIEE
b) f(z) = (1+ 22) (1 — 22)2
35) Considere

1
f(Z) - (Zn o 1)2
a) Calcule os residuos de f(z) nas singularidades, mostrando que os pdlos
de f sao duplos e que

Res(f a = e2k7ri/n) _ _erﬂ'i/n (Il - 1)
) 2

b) Seja v uma curva simples fechada contida no exterior do disco fechado

de raio 1, i.e [y] € C\ B1(0). Mostre que

Lf(z)dz =0

Deduza a integrabilidade de f(z) no dominio C \ B;(0). Deduza uma
outra alternativa demonstracao deste fato.

c) Seja h(z) uma funcao inteira. Calcule

|z—z) | =€

onde z; é uma singularidade de f(z) e € é tomado suficientemente pequeno.
d) Escreva a série de Taylor de f(z) em z = 0.
e) Escreva a série de Laurent de f(z) em z = 1.



