Variaveis Complexas- 2009—Listad
Professor: Ricardo Sa Earp

APLICACOES E MAPEAMENTOS CONFORMES

1) Lembre-se que a equagao geral de uma reta ou circulo no plano complexo é

da forma

azi+Bz+PBi+v=0

onde o,y € IR, 8 € C,|5)? > ay.

a)

Mostre que a aplicagdo f(z) =1 / z € uma aplicacao conforme que leva
circulos ou retas em circulos ou retas, analisando separadamente os casos

em que o circulo ou reta passa pela origem.
2

Mostre que a aplicacao ¢ : z — —— 4 a, onde a € C,r > 0 deixa fixo
Z—a

todos os pontos do circulo C, de raio r e centro a, e leva cada circulo C

ortogonal a (', em si mesmo.

Tal aplicagao é chamada de inversao ou simetia ou reflexao com respeito ao

circulo.

e Estude as propriedades da reflexao ¢ com respeito ao circulo C, de
raio r e centro a.

No exercicio anterior mostre que quando a = —i e r = v/2, a aplicacdo ¢
composta com a conjugacao usual dos niimeros complexos, chamada de 1,
fornece uma equivaléncia conforme entre o semi-plano IH?> = {Im z > 0} e
o disco unitério aberto D = {|z| < 1}. O que vocé pode dizer da imagem
por ¢ de cada semi-reta vertical em IH? e de cada semi-circulo em IH?
ortogonal a {Imz =0} 7

Verifique que Va € IR* = IR\ {0},

Z— U

fz) =

2+«

determina uma transformagao conforme satisfazendo f(IR~) = IR, de
maneira que f(H) =H,sea>0e f(H)=H_,se a <0.
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b) Verifique que uma familia de transformagdes conformes do disco aberto

|z| < 71 sobre o disco aberto aberto |z| < ry é dada por

zZ—ar
flz)=crqg . ———

ry—az
onde |¢| = 1, |a] < 1. Existem outras equivaléncias conformes entre |z| <
rielz| <ry?
Exiba uma familia de aplicagoes de Mobius que sao transformacoes con-
formes de D sobre D. Dai obtenha uma familia de equivaléncias conformes
entre D e {z € Cw,|2| > 1}. Idem entre H e {2z € C, |2| > 1}, levando
em conta o conhecimento dado em aula de uma equivaléncia conforme
entre 'H e D. Voceé terd obtido em cada caso todas as transformacoes
conformes ?
Dé uma familia de transformacoes conformes do semi-plano Rz > 0 so-
bre si mesmo. Idem para transformacoes conformes de Rz > 0 sobre D.
Mostre que no primeiro problema basta conhecer uma familia de trans-
formagoes conformes de H sobre si mesmo. Quanto ao segundo problema,

que conhecimento adquirido em aula que é suficiente para resolvé-lo 7

3) Mostre que a transformacao f(z) = z/(z + 1) d4 uma equivaléncia conforme

entre o primeiro quadrante Rz > 0,Im z > 0 e o semi-disco aberto
{w,Imw > 0, |w —1/2| < 1/2}.

4) Sejam p, q pontos no plano complexo p # ¢g. Considere

fe) ==y Te={=

z:Z‘:k}, k>0

Fazendo desenhos responda as seguintes questoes:

2)
b)

Se Ty = f(Tx), = Tr = {w, |w| =k},

A aplicagao inversa g de f é dada por g(w) = (qw — p)/(w — 1).

Como g(f;) = I'y, concluir que I'y é um circulo se k£ # 1, e I'y é uma
reta.

Se A ’e um circulo passando por p e ¢, entao A = f(A) é uma reta
passando por w = 0. A reta Ay passando por p e ¢ dd f(Ao) = IR.

Se k # 1, f~1(+k) = g(+k) determina um didmetro de 'y, dai deduza
que o centro zg de I'y, é dado por 1/2{g(k) + g(—k)} e seu raio R é dado

por 1/2[g(k) — g(—k)|.
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+q+]%z’t, t e IR,

f) Verifique que I'; é uma reta de equagao paramétrica P
calculando g(—1) e g(i).

g) Verifique que, se 0 < k < 1, 'y é um circulo contendo p no interior do
disco que delimita e se k > 1, I'y é um circulo contendo ¢ no interior do
disco que delimita. Sugestao: Mostre que em cada caso |p — zg| = kR e
lg — 20| = R/k, respectivamente.

Os circulos de equagao |(z — p)/(z — q)| = k s@o chamados

de circulos de Apollonius determinados por p e q. Os

sistemas ortogonais de coordenadas determinados pelos circulos
ortogonais A e I' sao chamados de circulos de Steiner.

Por qué sao ortogonais ?

6) Considere a aplicacao f dada por z — 22.

a) Seja H um semi-plano aberto determinado pela reta e IR, para 6 real
qualquer. Mostre que f(H) = C\ L, L=e*IR, eque f: H —
f(H) é uma transformacao conforme. Determine a inversa.

2 2 =z +1iy. Mostre que u = ug e v = vy determina

b) Sejaw =u+iv==z2
duas familias de hipérboles ortogonais. Também mostre que x = x¢ e
y = yo determina duas familias de pardabolas ortogonais.

c) Mostre que a imagem por f do circulo S = {z, |z—1| = 1} é um cardiéide.
Mostre que f fornece uma equivaléncia conforme entre o dominio aberto
delimitado pelo cardidide e o disco aberto delimitado por S.

7) Considere a aplicagao

1+ 2\2
Z) =
9() (1 — z)
a) Mostre que g d4 uma equivaléncia conforme entre o semi-disco aberto
aberto A = {z, Imz > 0, |z| < 1} e o semi-plano aberto A = {w, Imw >

0}.

* * *

1 1
10) Estude amplamente a aplicacdo de Zhukovsky dada por f(z) = 3 (z + —) ,
z

seguindo as seguintes linhas:
a) Mostre que nos abertos contendo +1 ou —1 f nao pode ser injetiva.

b) Mostre que o grau de f é 2. “Quais sdo os pontos de ramificagdo de f?”
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c) Mostre que f nao pode ser injetiva num dominio que contenha z e 1/z si-
multaneamente. Reciprocamente num dominio que contenha no méximo
um dos numeros z, 1/z (z € C\{0}), mostre que f restrita a este dominio
¢ injetiva.

d) Estude as imagens dos circulos concéntricos centrados na origem |z| = r e
|z| = 1/r, pela aplicacao de Zhukovsky. Estude as imagens das semi-retas
partindo da origem pela aplicacao de Zhukovsky. Discuta a ortogonali-
dade entre as imagens deste sistema coordenado.

e) Mostre que f é injetiva nos seguintes dominios: D\ {0}, V = {z; |z| >
1} e H? (Lembremos que D é a bola unitaria aberta e que IH? é o semi-

plano superior).

f) Mostre que f : D\ {0} — C\ L, onde L = [—1,1], é uma equivaléncia
conforme . Idem para f : V — C\ L, onde L = [—1,1],
g) Mostre que f : TH?\ {0} — C\ S, onde S =] — 0o, —1] U [1, 00[, é6 uma

equivaléncia conforme.
h) Considere A = {z; |z + xo| < 1 + o}, B ={z; |z + x| > 1+ 20} e
C={z |z+ 20| =14 20}, onde 0 < g < 1. Faga figuras !!

i) Seja C' = f(C). Mostre que C' é uma curva simétrica com respeito
ao eixo real passando por 1 e cortando ortogonalmente a reta real
no ponto f(—1— 2z).

ii) Mostre que f é injetiva em C e que a curva de Jordan C é regular,
exceto no ponto 1. Mostre que C faz um angulo tipo “quina” em
w = 1.

11) Considere © o dominio contido no disco de centro 1 e raio V/2 satisfazendo
Rez < 0 (faga um desenho). O objetivo deste item é determinar a imagem

de Q pela aplicacao

2z
g(Z) - 1 — 22
Considere a aplicagao
1+2
f(Z) - 1 —

a) Estabeleca uma relacao funcional entre f(z), g(z) e a aplicagdo de Cayley



Professor Ricardo Sa Earp 5

Tc(z), definida por z — T (z) = : _T_ Z,, mostrando que
z 41

—if 7 ((Te(2)*) = g(2)

Serd que g(z) tem alguma simetria ?
b) Mostre que g(z) d4 uma equivaléncia conforme, levando 2 num certo
semi-disco, determinando tal disco.
c¢) Fazendo um célculo simples, independente do item (b) acima, determine o
efeito de g no ponto ¢ no que concerne o angulo, calculando explicitamente
o angulo da imagem de 02 na imagem de 3.
) 24 1)"2% — (1 —2)n/?
12) Seja f(z) = EZJF 1§n/2 n El — Z;n/Q,

elementares conhecidas neste ponto, mostre que f leva uma certa regiao cir-

n € IN*. Decompondo f(z) em funcoes

cular €2 conformemente sobre o disco unitario. Sendo que 2 estd determinada
por dois circulos simétricos em relagao ao eixo real, interceptando o eixo real
segundo um angulo 7/n.

13) Seja f uma funcao holomorfa em um dominio € que seja localmente injetiva
(leia-se: f’ nunca se anula. Na verdade, esta propriedade é equivalente a ser

localmente injetiva, como veremos posteriormente). A derivada Schwarziana

)

o uma aplicacoes de Mobius entao

de f denotada por Sy estd definida por

1
Sf'_d ’z 2
(2) s

a) Mostre que se w =T(z) e

Storoq(2) = Sp(Q(2)Q'(2)?

e assim é invariante por aplica¢oes de Mobius, isto é Stor(2) = Sr(z).
Conclua que a derivada Schwarziana de uma aplicacao de Mobius é nula.
A derivada Schwarziana tem papel importante na Analise Complexa.

14) Considere f(z) = ﬁ

e Deduza que f(z) é meromorfa em C, holomorfa em C\ {1}, e conforme
no disco |z| < 1.
e Deduza que f(z) = f(1/Z), inferindo que f(z) leva o circulo unitario na

reta real, dai conclua que
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4 . elf 1
f(e%) = f(e7%) € IR, 6 € (0,27). Deduza que 1oy = “ e ?(0/2)" VRS
(0,27), concluindo que a imagem do circulo unitério |z| = 1, removendo o ponto
z =1, o semi-eixo (—oo, —1/4], recoberto duas vezes.
e Explicite a série de Taylor de f(z) na origem determinando o raio de
convergéncia da série.
e Deduza que f(z) é univalente em |z| < 1, e que assim um mapeamento

conforme do disco unitario em C\ (—oo, —1/4].



