Variaveis Complexas 2009—Lista 6

Professor: Ricardo Sa Earp

SERIES DE TAYLOR E ANALITICIDADE

Seja f(z) = 1/2(z — 1), z € C\ {0,1}. Obtenha o desenvolvimento de
f(2) em z = 2, usando a seguinte técnica

f(z):—%+zi1:—%(1+z;2)_1+(1+(z—2))

:—%{1—Z;2+<Z;2)2—~-}+{1—(2—2)+(2—2)2—~~}

Qual é o raio de convergéncia da série acima ? Discuta isto!
1) Considere

f2)=2%/(2=2), z#2

a) Mostre que f(z) é holomorfa. Encontre os termos de ordem < 3 do
desenvolvimento em série de poténcias da fungao f(z) em z = 1.
Resposta: —1—(1+2)(z—1)—(1+2+1)(z—1)2 = (1 +2+1)(z — 1)3.
b) Agora, aplicando a técnica acima desenvolvida em sala de aula, obtenha
a série de Taylor de f(z) em z = 1. Daf calcule f(™) (1), n >0

2) Considere a funcao

2z

= 1,2
I)= =55 #*L

a) Obtenha o desenvolvimento de Taylor de f(z) em z = 0, determinando o

termo geral da série. Calcule o raio de convergéncia da série de Taylor.
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b) Obtenha o desenvolvimento de Taylor de f(z) em z = 3/2, determinando
o termo geral da série. Calcule o raio de convergéncia da série de Taylor.
3) Idem item 2) com respeito a funcao f(z) = z/((z + 1)*(z — 3).
4) Idem item 2) com respeito a funcio f(z) = z/(2* +1)(z — 1)2.
5) Seja a € R. Considere a série S(z) = f 2™ cosh na.

n=0
Determine o raio de convergncia R da série e calcule f@")(0),n € IN a

derivada de ordem 2" na origem.

Encontre uma funcao elementar f(z) que seja meromorfa em C; satisfazendo
f(z) = 5(2); |2] < R.
1 /2
6) Mostre que f(z) = P + (ZZ/_ B (z #1i) e f(i) = 1/4, é holomorfa para
|z —i| < 2, deduzindo que

9-1(3) G- i<

7) Considere a fungao

1
14z 422

(*) f(2)

Seja E anz" o desenvolvimento de Taylor de f(z) na origem.
a) Mostre que os coeficientes a,, satisfazem uma relacao de recorréncia que
dé a seguinte equacao de diferengas linear de primeira ordem:

Ap+1+ Gp + ap—1 :()7 a0:17a1 =-1

b) Calcule a,,, mostrando que

0 = Lo gmin—1)/3 _ 1 —mi(2n—1)/3
V3 V3

¢) Calcule f(™(0), a derivada de ordem n de f(z) na origem.

d) Determine o desenvolvimento de Taylor de f na origem, verificando que
a funcao racional (%) acima d& a forma fechada de tal desenvolvimento,
verificando o seu resultado.

e) Calcule o raio de convergéncia da série de Taylor.
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f) Mostre que f(z) satisfaz uma equacao diferencial de segunda ordem (en-
volvendo f(z), f'(z), f”(2)) nao linear.

8) Considere
s (21" 2y
J(z) =% (—)
(2) 0 (nh)2 \2

Qual é o raio de convergéncia da série 7 Indique um dominio compacto no
qual a série converge normalmente.

Mostre que J(z) satisfaz a equagao diferencial (Veja num livro outros exem-
plos de equacoes lineares complexas, regulares e singulares-regulares, de segunda
ordem)

2J"2) 4+ 2 (2) + 22T (2) =0

9) Sejam a, b, k constantes reais, com k # 0. Define-se uma seqiiéncia {a,,} pela
relacdo de recorréncia (equagao de diferengas linear de segunda ordem):

ap=a, ay=">b, kanio— (1+kHaps1+ka, =0

Considere a série
o Zn
fz) = E :an—,
5 n!

a) Mostre que f(z) satisfaz a uma equacao diferencial linear de segunda
ordem. Encontre uma expressao explicita para f(z) e em seguida encontre
uma expressao para os a,. Analise os casos k = *+1, separadamente.

10) Considere {a,} uma seqiiéncia satisfazendo a equacao de diferencas de se-
gunda ordem
Ap—2 + ap—1
In = ———5— n>1
com condigoes iniciais a; = 0, a9 = 1.

Considere a série de poténcias
oo
f(z) = E anz"
1

a) Mostre que a série define uma fungao holomorfa f(z) numa vizinhanca

da origem.
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b) Determine f(z) numa “closed form”, i.e na forma de uma fragao racional,

92 2
obtendo f(z) = ﬁ
¢) Calcule f(™(0), n >0, e calcule o raio de convergéncia da série, mostrando
2 (=1 2
e an =3+ 901 73

11) Considere a equagao de diferencas

Ap = Ap_1 + Ap_2, n =2

satisfazendo as condicoes iniciais ay = a; = 1. Esta é uma equacao linear de
diferencas de segunda ordem com coeficientes constantes. Vocé deveria saber
resolver isto com os métodos do Célculo IV! Vamos propor outra solucao via
a teoria das funcoes analiticas. A proposito: Tal seqiiéncia é chamada de
seqiiéncia de Fibonacci.
a) Mostre que A(z) := Z anz™ tem raio de convergéncia R > 0.
1

b) Mostre que A(z) = T 2 concluindo que A(z) tem raio de con-
—z—z

V5 —1

vergéncia R = 5

c) Mostre que

Ay —

/By ntl — /Byt
%((12 5) ) _<1 2 5) +)
145 _

5 ~ 1,618... é o niumero aureo dos gregos da antiguidade.

12) Verifique (ou obtenha) os desenvolvimentos de Taylor das funcoes abaixo , jus-

O numero

tificando a convergéncia ( raio e disco de convergéncia) em cada caso. Discuta

convergéncia normal.
1 o0
a) WZZ(TL—Fl)Z{n, |Z’ < 1.

n=0

1 _OO (n+1)..(n+m) n
b) (1_z)m+1_n§;; m! z, |z| <1, m € IN.
e a2+l _—
C) S11 (aZ) = 7;)(—1) mz , z € C
1/2 _ S iy 2"
d) cosz'/“ = Z( 1) @n)’ 2ecC.
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, ™
1 o (—=1)"sin(n + 1)1
e) —— = (z—1)", 2 — 1] < V2.
22 41 T;) (V2)n+1
1 x©  (n+1)i0 _ —(n+1)i0
f) =S <1
1 —2zcosf + 22 5 gt — 10
g) Exiba as séries abaixo escrevendo uma expressao numa “forma fechada”
(s € R)
Z 2" cosns
n>=0
Z z" sinns
n=0
e—Z
13) Consid funca = .
) Considere a fungao f(z) T2

a) Encontre o desenvolvimento de Taylor de f na origem, determinando os
coeficientes da série.

b) Calcule o raio de convergéncia por dois métodos distintos.
¢) Calcule f(™(0).

Doravante, vamos ter como base o seguinte resultado fundamental enunciado
em sala de aula:

“Analiticidade € equivalente a holomorfia, além disso, se uma fun¢ao
f holomorfa num disco aberto Br(zy), R > 0 centrado num ponto zy, a
série de Taylor de f em zy converge em todos os pontos do disco Br(zp)
e € itgual a f neste disco”

*ok

14) Responda verdadeiro ou falso. Caso verdadeiro esboce uma dedugao rigorosa.
Caso falso esboce um contra-exemplo detalhadamente.
a) Seja f: Q C C — C uma fungao holomorfa definida num dominio 2. Seja
cn, n=0,1,2..., uma seqiiéncia de pontos de 2 com
¢n, — ¢ (n — 00). Assuma que f(c,) = 0. Segue entao que f =0 em .

b) Suponha que 0 € 2 e que f(z) e g(z) s@o duas func¢oes holomorfas em €2

com f(z) nao se anulando na sequéncia a, = — e g(z) nao se anulando
n!

fan) _ g'(an)
Flan) ~ glan)

em z = 0; entdo se f(z) e g(z) satisfazem ; segue que
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existe uma relagdo funcional simples entre f(z) e g(z). Determine tal
relacao.

Seja f : Q2 € C — C uma func¢ao anti-holomorfa definida num dominio €2.
Seja ¢,, m =0,1,2..., uma seqiiéncia de pontos de 2 que possui um
ponto de acumulacao pertencendo ao dominio . Assuma que f(c¢,) = 0.
Segue entao que Ji =0em €.

Seja f(z) = (18_2).

simples em z = 1. Alm disso, segue que f(z) é holomorfa em C\ {1} e

Segue que f(z) meromorfa em C com um poélo

f(2) = 2,50 an2™ para |z| < 1, onde o raio de convergncia da série ¢

igual a 1 e é dado por
1
an:(1+‘--+—>, n=1, ag=1
n!

Existem funcoes holomorfas definidas num dominio contendo a origem
que satisfacam a condicao abaixo: f(%) = e V™ onde n € IN*,

Se f e g sao duas fungoes holomorfas definidas em (2 satisfazendo f(z)g(z) =
0 para todo z € €, entdo f(z) =0 ou g(z) =0 em (.

Seja {an, n € IN} uma sequéncia limitada. Segue entdo que o raio de

oo
convergéncia da série g an(z —c)" é igual a 1.
0

oo

Se a série E an(z —¢)", tem raio de convergéncia R > 0 e
0

o.¢]
an, — 0 (n — 00); entao Z lan|R" < 0.
0

oo
Se a série E an(z — ¢)™ é uma série de raio de convergéncia R, entao

0
i) Se sup,, |a,| < oo, mas a,, # 0(n — o0), entdo R = 1.

Existe uma série E an(z—c)" de raio de convergéncia R, que admite um

0
prolongamento analitico F'(z) que é holomorfa num aberto U contendo o

disco fechado Bg(c) centrado em c e de raio R.

Existe uma série E an(z—c)" de raio de convergéncia R, que admite um

0
prolongamento analitico F'(z) que é meromorfa num aberto U contendo
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o disco fechado Bg(c) centrado em c¢ e de raio R.
15) Verificar as afirmagoes abaixo com respeito a existéncia de uma fungao analitica

f definida numa vizinhanca (aberta) de z = 0.

1
a) f ( ) =cosnm, n=1,2,..., é impossivel.

— sin > , n=1,2,..., é impossivel.

n? sin n®sin(m/n)

il T 1,2,..., implica que f(z) = sin(wz)/z(z+1),

07 (3) =
(%) x —— n=1,2,... implica que f(2) = z/( +1).
(%>

0)

Q

om f

~—~

= .
1
f (2—) 1,2,..., implica que f é constante.

—
3|*—‘
I

el () o
n

onde a, b sao constantes > 0,implica que f é identicamente nula.

1 1
1 1
h e tvel.
) f (n> 31+ con(rn) ¢ impossive

16) Seja €2 um dominio e sejam f e g duas func¢oes holomorfas definidas em 2.
a) Assuma que f(z)ﬁ = 0 para todo z € . O qué vocé pode dizer de f
edeg?
b) Suponha que f?(z) = z e que g*(z) = z para todo z € Q. O que vocé
pode dizer de fede g ?
17) Seja u = u(x+iy) uma fungao harmonica definida num dominio €2. Assumindo
que localmente uma funcao harmonica é parte real de uma funcao holomorfa,

o que vocé pode dizer do conjunto C = {u; = u, =0} ?
* % k
O seguinte problema para equacoes diferenciais ordindrias holomorfas de primeira
ordem é fundamental

Considere f(z,w) uma fungao holomorfa nas variaveis z, w, para z numa vizin-

hanca de a e w numa vizinhanga de b. Considere o seguinte problema com condicao
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inicial

(%)

O seguinte resultado ¢ fundamental: O problema acima () possui uma e
apenas uma solucao.
O mesmo resultado vale para equacoes diferenciais ordinarias holomorfas de

ordem superior:
( d*w

i f(z,w,w’, .. w™ D)
w(a)=1"b
w/(a) = b1 <**)
w” (a) = by
L w" ™V (a) = b,y

Quando a equacgao ¢ linear um pouco mais pode ser dito: Considere

w” +p(z)w’ +g(zx)w =0 (%)

onde p(z) e q(z) sao holomorfas para |z —a] < R, R > 0. Segue entao
que a solucao geral de (xx) é combinacao linear de duas solugoes linearmente
independentes holomorfas para |z — a| < R.
18) Os préximos exercicios dizem respeito ao que foi dicutido acima:

a) Considere a equagao diferencial abaixo
w'(2) + 2zw(z) = 2 (%)

i) Mostre que toda solucao de (*) é inteira e que sempre existe tal
solucao.

ii) Sejaw(z) = Z a,z", uma solucao de (x). Mostre que os coeficientes
an satisfazem uma equacdo de diferencas linear de sequnda ordem,
usualmente chamada de rela¢ao de recorréncia. Resolva esta equagao

calculando os coeficientes. Determine a solucao geral da equagao.
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b) Considere a equagao diferencial

( & w dw
2 J— R — —_ — =
(22 —2z—3) ° +3(z—1) P +w =0
w(l) =4 (%)
w'(1) =1

\

i) Dé uma argumento, sem fazer conta, que (x) possui uma solugao que
é dada por uma série de poténcias f(z) = Z an(z—1)", de raio de
convergéencia R igual a 2.

ii) Encontre a equagao de diferengas satisfeita pelos coeficientes a,,
referidos no item 7).

iii) Encontre uma férmula para os coeficientes a,, em funcao de n.
iv) Fazendo obrigatoriamente dois cédlculos distintos, calcule de duas
maneiras distintas explicitamente o raio de convergéncia da série.

v) Calcule f(2004)(1),

vi) Encontre a solucao da equagao diferencial

/ 2

d d
(z2—2z—3)d—;;+3(z—1)£+w:1+z+z2

19) Considere a equagao diferencial complexa de segunda ordem dada por:

E

(*) EZZ ]
1+ EFE

zz

Dizemos que uma funcao E : U — C de classe C? definida num dominio
U C C é uma solugdo trivial da equagao (x), se E é holomorfa ou anti-holomorfa.
Sejam f(z) e g(z) fungdes holomorfas em U.

a) Assuma que E(z) = f(2)g(z) seja uma solugao de (x). Mostre que E é

uma solucgao trivial de ().
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b) Assuma que E(z) = f(z) + g(z) seja uma solugao de (x). Mostre que E

¢ uma solucao trivial de (x).
20) Seja w = g(z) uma fungdo meromorfa em C, tal que g # i. Deduza que a
equacao diferencial complexa de Ricatti ¢'+g%+1 = 0, é verificada apenas para

- ae?® +1 N . N
a familia g(z) = Z—e2iz 1 a € C. Sugestao: Considere a funcao meromorfa
a —_—
obtida pela composta de g(z) com a transformao de M&bius w — W Z,, dada
w—1

g(z) —i
or f(z) = =—F——.
por f(z) 92+

21) Seja f(z) uma funcao analitica definida numa vizinhanca da origem. Mostre
que se f(z) satisfaz

F(22) =2f (2)- f()

entdo f(z) é uma funcao inteira, i.e definida em todo plano complexo C. Dé

exemplos de fungoes elementares que satisfazem a igualdade acima.

No préximo exercicio vocé vai ter que assumir o fato de que uma aplicacao

analitica é aberta.

22) Considere p(z) = u(z) +iv(z) uma funcao complexa de classe C! definida em

um dominio 2. Relembre do fato que 8_@ = (8—10)
0z 0z

a) Suponha agora que ¢ seja analitica em ). Suponha ainda que existe

um disco aberto V' C Q, tal que p(2) € Q, Vz € V. Mostre que w =
¢ (p(2)) é uma funcao holomorfa num aberto de 2. Considere o conjunto

A={z€V, 2= ¢(2)}. Suponha finalmente que a € A seja um ponto de
acumulacio de A. Mostre que z = ¢ (p(2)) em V. Conclua que |¢ (a)| = 1.

23) Seja f(z) uma fungdo holomorfa no disco unitario aberto centrado na origem.
Suponha que para —1 <z < 1(z € R), u = f(x) satisfaca a equacao diferen-
cial

~ 2u(x) 1

A (1—2)?

Assuma que f(0) = 0. Encontre f(z). Calcule £(™(0).
24) Seja f(z) =

(1= 2)(1 = 22)(1 — 73y Deduza a decomposico:

4 1/4 1/4 1/3
f(Z)— (1_2)3 + (1—z)2 * (1—2’2) - (1_Z3)
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a) Determine A e escreva f(z) = > ¢(n)z", |z| < 1, o desenvolvimento
n=0
de Taylor de f(z) na origem. Deduza fazendo um minimo de contas que
c(n) ~n?/12 (quando n — o0),i.e lim c(n) 1.

n—oo n? /12 -

. 1 n
b) Generalize para A=) =) (1= ) = Z c(n)z", |z] < 1
n>0
onde p1,..., Pk, SA0 nUmeros primos.

25) Exiba um exemplo de uma aplicagdo meromorfa f(z) no plano complexo C
com um numero finito de polos, satisfazendo:

a) f(z) leva o disco aberto unitério |z| < 1 no disco aberto unitério |w| < 1.

b) flB,(0) : B1(0) — Bi1(0) é prépria.

¢) f(z) tem um zero de ordem 2* no ponto 1/2¥** k = 0,1,---, N, para
N € Z™", e f(2) nao tem outros zeros.

d) Para cada w € B(0), o conjunto f~!(w) contém 2N*! — 1 elementos
(cada ponto w na imagem tem 2NV — 1 pré-imagens).

* * *

Nota cultural matemdtica:

Seja f uma funcao holomorfa num disco §2 de C. Diz-se que ) é o dominio de
holomorfia de f se f nao possui nenhum prolongamento a um dominio Q contendo
Q com = (). Pode-se mostrar que para todo dominio €2 de C, existe uma funcao
holomorfa f definida em €2 para a qual €2 é seu dominio de holomorfia. Neste caso
o bordo 092 de Q2 é chamado de fronteira natural de holomorfia de f e os pontos de
0€) sao chamados de pontos singulares de f, ou seja, f nao admite prolongamento
analitico a nenhum aberto U contendo um ponto ¢ qualquer de 9f).

e Note que todos os pontos do bordo do disco de convergéncia da séria
abaixo sao pontos singulares, i.e o circulo S = 99 é a fronteira natural

de f e o disco de convergéncia é o dominio de holomorfia de f:

f(z):z+z2+z4—l—-~22z2n.
n=0

OBS: : para ver isto note que o limite radial quando o raio tende a 1 é co. Mais
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precisamente, note primeiramente que
lim | f(re")| = oo
t—1

quando cada t ¢ da forma 27k/2¢, k € Z, ¢ € IN. Em seguida note que isto é
suficiente para mostrar que um ponto ¢ qualquer de 9€) é um ponto singular de f.
ee Note que sempre tem um ponto singular no bordo do disco de con-

vergéncia de uma funcao analitica.

eee Scja R, 0 < R < oo o raio de convergéncia de série

oo

Z cn(z—a)"

n=0
O teorema de Abel diz o seguinte: Se ( é um ponto da fronteira do disco
de convergéncia |z —a| < R, se a série converge para z = (, entao o limite

radial existe em z = (, isto é ( mas, o limite, em geral nao existe !)

lim f(a+t¢—a) = ealC—a). (%)
ogt<1 n=0

Usando o teorema de Abel note que

L B (_1)n—1
log2 = lim log(1 +1) = ) —

0<1 n>1

Conclua que, de fato, tem-se que

s B (_1)7171
log2 = i:ni log(1+z2) = Z —

n=1
Seja
3 5 2n+1
z z z
— - =N , <1
fl=z-2 1% Sris e
n>0
. . N L., / 1
verificar que o raio de convergéncia da série é 1 e que f (z) = m, |z| < 1.
z

Deduzir que para t real em (—1,1), f(t) = arctant. Pelo teorema de Abel conclua
que ( série de Gregory e Leibniz)
w (—1) 11
R pu— 1 —— —_— — s s .
4 Z 2n +1 3 + 5)
n>0




