MAT1154 (Egs. Diferenciais e de Diferengas) — Prova 1 — 10/09,/2010

Nome:

1. [2% pt] QUESTAO COM MAPLE.

Considere o problema de valor inicial (PVI):

d
{ d—y — 042 +1.22% +5.22 + 0.1 — 0.3y2 — 0.6y + 2y
X
y(0) = wo

Encontre um valor de yg entre —5 e 5 para o qual o PVI tem uma solugao tal que

y(=3) < =10 e y(3) > 10.

Escreva uma sequéncia de comandos do Maple que permita confirmar que o seu valor de yg
satisfaz os requerimentos.

Resolugao: Apods algumas tentativas e erros, descobre-se que qualquer valor de
yo entre —2.4 e —2.6 funciona. A sequéncia de comandos abaixo confirma que

funciona:

> with(plots):
> with(DEtools):
> edo:=diff (y(x),x)=0.1+.4%x"3+1.2%x~2+5.2%x~. 3%y (x) “2-. 6%y (x) +2*x*y (x)|;

d
edo := e () =014042° +1.222 +522 — 0.3 (y (2))?
.5]

- 0.6y (z)+2zy (x)
> DEplot(edo,y(x),x=-3..3,y=-20..20, [y(0)=-2 ;

)
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2. Uma func¢édo f tem o grafico abaixo:
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Considere a equagao diferencial d_gt/ = f(y).

(a) [Y5 pt] Esta equacao tem solugoes da forma y(t) = yo (constantes)? Quais?

Resolugao: Sim; sdo as solugoes ‘ y(t) = —1 ‘ e ‘ y(t) =1 ‘ De fato, para que y(t) =
Yo seja solugdo, é necessario e suficiente que f(yg) = 0.

Obs.: Essas solugoes s@o equilibrios instével e estavel, respectivamente.

(b) [1 pt] Esboce no plano ty as solugoes para os seguintes valores iniciais:

y(0) = —=1.5, y(0) =0, y(0)=1.5.

Resolucao:

Obs.: Nao é necessario desenhar as flechas (amarelas), ou as solugoes de equilibrio
(verdes).

3. Considere a equagao diferencial
dy
dt
(a) [1 1, pt] Encontre a solugao geral.

t—y
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Resolugao: Esta é uma EDO de 1* ordem linear nao-homogénea. O fator inte-
grante é (pela formula)

= e ldt _ ot
Multiplicando por i a equacao fica:
d
etd—gz + ety = tel.
& (ety)

Integrando dos dois lados:

ely = /tet dt.
Integrando por partes:

/ t etdt= t et —/ et dt =tet —e +e.
~ N —~— ~—~

u dv u v v du

Dividindo por p, encontramos a solucao geral:

y=t—1+ce’

Obs.: A solugao poderia ter sido encontrada de outras maneiras; por exemplo, pelo
método dos coeficientes a determinar.

(b) [¥ pt] Determine a solugao que satisfaz a condi¢ao inicial y(0) = 3, e esboce seu gréfico.

Resolucao: Substituindo ¢t = 0, y = 3 na solucdo geral, temos 3 = 0 — 1 + ce™,

isto ¢, ¢ = 4. Logo a solucdo é |y =t — 1 4+ 4e t|. O grafico da solucdo esta acima
da reta y =t — 1, se aproxima da reta a medida que t cresce, e se afasta quando t

decresce.
3\

4. |2 pt] Encontre a solucao geral da equagao

2tyy (t) = cost — y?
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Resolugao: A EDO nao é linear nem separével; vamos torcer para que seja exata, isto
é, da forma %w(t,y) = 0, ou seja (pela regra da cadeia do Calculo II) 0 = %w(t,y) =
Gvdy 4 %—If A EDO dada é Mccll—? + N =0com M =2ty e N = —cost+ y>. Fazemos o

By dt
teste para ver se a EDO ¢ exata: (%% = a%%—lf)

8M13N
ot Oy
2y;2y

Que sorte! A equagao dada é exata. Agora vamos encontrar a fungao . Devemos ter

— =M=2t
Mo
6—1?:N:—cost—i-y2

Integrando a primeira equacao, temos v (t,y) = ty? + ¢(t). Substituindo na segunda,
temos y% + ¢/(t) = —cost + y?, logo ¢(t) = — [costdt = —sint (a constante de
integracio ndo é necessaria aqui) e ¥ (t,y) = ty? — sint. Portanto a solugdo geral da

EDO ¢ ty2 —sint = ¢| (na forma implicita). Neste caso, se quisermos, podemos isolar
c—+sint
y em funcao de ¢; a solugao ¢ |y = +4/ % .

5. [2 pt] Um corpo tem temperatura v = u(f) no instante ¢, e estd imerso em um ambiente
cuja temperatura é mantida constante igual a u,. A lei do resfriamento de Newton diz que
a taxa de variacao de u é proporcional & diferenca u — u,, isto €,

du
= —k(u —u,), ondek > 0 éuma constante.

il

A meia-noite (00:00:00), colocamos um corpo aquecido a 120°C em um ambiente cuja tem-
peratura ¢ mantida constante em 30°C. As 00:05:00 medimos a temperatura do corpo,
encontrando 90°C. Quando a temperatura do corpo vai atingir 45°C?

Resolugao: A EDO é linear e também separavel; podemos resolvé-la de diversas formas.

Por exemplo:
d
/ LI / —kdt
U — Ug

In|u—us| = —kt+co
u(t) = uq + ce ™ (c = £e®)

Sejam u, u, medidos em °C, ¢ medido em segundos. Substituindo u, = 30, u(0) = 120
e u(5) = 90, temos

120 = 30 + ¢
90 = 30 + ceF
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Portanto ¢ =90 e k = —(1/5)In(60/90) = (1/5)In(3/2). Queremos encontrar ¢ tal que
u(t) = uq + ce~* = 45. Portanto a resposta é que o corpo atingira 45°C ¢ minutos apos

a meia noite, onde

po Ly 15 36 o) o5
k90 In(3/2)

isto é, as .
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