Roteiro MAT1605 - Intro Analise

Monitoria: Fillipo Impellizieri, quartas das 13 as 15hs na Sala L581

E – Elon Lages Lima, Curso de Análise Vol. 1, décima segunda edição)

	Aula
	Conteúdo
	Bibliografia e Exercícios

	1
	Motivação: enunciado do teorema do valor intermediario, “a probabilidade de se escolher um irracional aleatoriamente é 100%”, conjunto de Cantor.

Revisão de notação de teoria de conjuntos, exemplos de reuniões e interseções (finitas e infinitas) de bolas (fechadas e abertas) no plano

Demonstrações por indução. Exemplos: somatório dos primeiros n naturais,  vale n! > 2^n para todo  n \geq 4
	--

	2
	Demonstrações por contradição. Exemplos: raiz de 2 é irracional, existem  infinitos primos

Vocabulário básico de matemática: teorema, proposição, corolário, lema, demonstração. Injecao, sobrejecao, bijecao.

Definição de conjunto finito. O conjunto I_n não admite nenhuma bijeção com subconjunto próprio. Vale o mesmo para qq conjunto finito.


	Pags. 42-43


Exs. Cap. 2:  6, 8, 12

	3
	A cardinalidade de um conjunto finito é bem-definida. Um conjunto finito nao admite bijecao com subconjunto proprio. 

Todo subconjunto de um conjunto finito é finito.

A finitude de um conjunto A é equivalente à existência de sobrejeção de um conjunto I_n sobre A. A finitude de A é equivalente à existência de uma injeção de A num conjunto finito.

Definição de conjunto infinito. Um conjunto X é infinito se e só se existe bijeção entre ele e um subconjunto próprio dele. Exemplos: naturais e reais.
	Pags. 43-45
Exs. Cap. 2: 9, 10, 14 

	4
	Se X é conjunto de naturais, então X é finito se e só se é limitado e se e só se possui elemento máximo.

Reuniões de finitos são finitos (e a cardinalidade da reunião é a soma das cardinalidades,  supondo que os conjuntos são disjuntos). 

Produtos cartesianos X x Y de finitos são finitos, e vale card(X x Y) = card(X) card(Y).


	Pags. 45-48
Exs. Cap. 2: 15, 19, 21, 22

	5
	Conjuntos enumeráveis. Todo conjunto infinito admite subconjunto infinito enumerável. Um conjunto é infinito se e só se admite bijeção com algum subconjunto próprio. 


Todo subconjunto dos naturais é enumerável. Todo subconjunto de enumerável é enumerável. Exemplos de infinitos enumeráveis: pares, impares, inteiros, primos.

Se f:X (Y é injetiva e Y é enumerável então X é enumerável. Se f:X (Y é sobrejetiva e X é enumerável então Y é enumerável.  

Reuniões enumeráveis de enumeráveis são enumeráveis. (Aplicação: enumerabilidade dos racionais).
	Pags. 48-51
Exs. Cap. 2: 16, 20, 24

	6
	Produtos cartesianos finitos de enumeráveis são enumeráveis (logo os racionais são enumeráveis, bis).  Mas produtos enumeráveis de enumeráveis não são enumeráveis. Exemplo: conjunto das sequências infinitas de 0s e 1s (argumento diagonal de Cantor)

Não-enumerabilidade do intervalo [0,1) via não-enumerabilidade das sequencias infinitas de 0 a 9. Não-enumerabilidade de qq intervalo não-degenerado.


Reunião de um não-enumeravel com qq conjunto é não-enumeravel. Não-enumerável menos um enumerável é não-enumerável (aplicação: os irracionais)
	Pags.  50-53*

Exs. Cap. 2: 26


*(esta aula usou uma abordagem menos abstrata de não-enumerabilidade do que o livro)

	7
	Subconjuntos da reta limitados superiormente e inferiormente. Supremo e ínfimo. Máximo e mínimo. Exemplos, exemplos.

Teorema dos intervalos encaixados. Mais uma demonstração da não-enumerabilidade de intervalos não-degenerados (via intervalos encaixados).
	Pags.  74-79* 
Pags. 85-87

Exs. Cap. 3: 27, 32, 37, 44, 45, 46, 48

*(nesta parte ignorem o papo abstrato sobre “corpo ordenado”: K é simplesmente a reta real)

	8
	Definição de sequência de números reais. Sequencias limitadas, limitadas inferiormente, limitadas superiormente, e monótonas. Exemplos e mais exemplos. 


	Pags. 100-106

(sem exercícios sugeridos)

	9
	Convergência de sequências. Unicidade do limite. Subsequências de sequências convergentes são convergentes. Sequências convergentes são limitadas. Sequências limitadas e monótonas são convergentes. 

Exemplos. 
	Pags. 107-113

Exs. Cap. 4: 1, 2, 3, 4, 5

	10
	Mais exemplos.

Produto de uma seq limitada por uma seq convergente para zero é convergente para zero. 

Aritmética de limites: soma, produto, quociente. Exemplos.
	Pags. 113-117

Exs. Cap. 4: 6, 9, 10, 11, 11a, 14

	11
	Se x_n converge para um numero diferente de zero então x_n é não-nulo para n suf grande. Se $x_n  ≤ y_n$ convergem respectivamente para a e b então $a ≤ b$. (Obs: aqui não dá para trocar $≤$ por $<$). Se b é menor do que o limite de uma sequência x_n, então x_n  > b para n suficientemente grande. Exemplos.

“Teorema do sanduiche” para sequências. Exemplo.

Definição e caracterização de valores de aderência.
	Pags. 117-121

Exs. Cap. 4: 15, 16, 18, 20

	12
	Exemplo: o conjunto de valores de aderência de uma sequência que enumera os racionais é a reta real toda.

Liminf e limsup. Teorema de Bolzano-Weierstrass: sequências limitadas possuem subseqüências convergentes .

Sequencias de Cauchy: caracterização de convergência,  método das aproximações sucessivas, e exemplo.
	Pags. 122-129

(sem exercícios sugeridos)

	
	P1
	

	13
	Aula-gabarito da P1
	

	14
	Limites infinitos, suas propriedades aritméticas, e exemplos. 
	          Pags. 129-133

Exs. Cap. 4: 22, 23, 25, 26, 27 

	15
	Séries e sua convergência. Se {\sum a_n} converge então a_n converge para 0. Mas não vale a volta: considere {\sum 1/n} e {\sum 1/n^r} onde r \in (0, 1). 

Outros exemplos: séries geométricas e a série {\sum 1/(n(n+1))} 
	Pags. 133-136

Exs. Cap. 4: 35, 36, 37, 38

	16
	Uma série não-negativa converge se e só se suas somas parciais são limitadas. Critério de comparação para series não-negativas.  Exemplos. 

Critério de Cauchy para séries. Convergência de {\sum 1/{n^r}} com r > 1. Séries absolutamente convergentes e sua convergência. Exemplo de uma série convergente que não é absolutamente convergente {\sum {{-1}^n}/n}. 
	Pags. 137-140

Exs. Cap. 4: 39, 40

	17
	Critérios de comparação para convergência absoluta. Critério de raiz. Exemplos de séries que satisfazem o critério (limsup da n-esima raiz < 1), de series que não satisfazem e portanto divergem (>1), e de series que estão “na fronteira” do critério e podem convergir ou não (= 1). Exemplos.
	Pags. 140-141

Exs. Cap. 4: 41, 42, 43, 46

	18
	Critério da razão, exemplos e comentários.  Relação entre critérios da raiz e da razão.
	Pags. 141-145

	19
	Pontos interiores. Abertos da reta. Interseções finitas (mas não infinitas!) e reuniões arbitrárias de abertos são abertas. Exemplos.

Enunciado (sem demonstração) do teorema da estrutura dos abertos da reta (“abertos são reuniões disjuntas e enumeráveis de intervalos abertos”)

Definição de pontos aderentes de um conjunto. O ínfimos e o supremo de um conjunto limitado são pontos aderentes seus. Exemplos.

Conjuntos fechados. Exemplos.
	Pags. 161-171

Exs. Cap. 5: 1, 2, 4, 6, 9, 10, 11, 12

	20
	Um conjunto é fechado se e só se seu complemento é aberto. Reuniões finitas de fechados e intersecões arbitrarias de fechados são fechados. Exemplos. 

O fecho de um conjunto é sempre fechado.

Construção do Cantor ternário. Ele é fechado, infinito, e tem interior vazio.

Diferentes caracterizações da densidade de um subconjunto. 
	Pags. 171-174

Exs. Cap. 5: 13, 14, 15, 16

	21
	Todo conjunto de números possui um subconjunto enumerável e denso. Exemplo: os extremos do conjunto de Cantor.

O conjunto de X’ dos pontos de acumulação: caracterizações  e exemplos. O fecho de X é a reunião de X com X’. Vários corolários. Se todos os pontos de X são isolados então X é enumerável.

Conjuntos de acumulação à direita e à esquerda. Exemplos.
	Pags. 174-178

Exs. Cap. 5: 20, 21, 22, 25, 27

	22
	Se X = X’ então X é vazio ou então não-enumerável. Corolário: a não-enumerabilida de do conjunto de Cantor.

Coberturas e subcoberturas. Exemplos. Teorema de Borel-Lebesgue para intervalos compactos. 

Conjuntos compactos. Exemplos. Teorema de Borel-Lebesgue para conjuntos compactos. Exemplos. 
	Pags. 179-181

Exs. Cap. 5: 17, 29, 32, 38, 40, 50, 55, 62

	23
	Caracterizações da compacidade (“Teorema 11”).

Teorema de Bolzano-Weierstrass. Teorema de compactos encaixados.  

(OBS: Pular o “apêndice” que começa no final da página 184.)

Definição e exemplos de limites de funções. Exemplos.

O limite é único quando existe. Limites independem de restrições do domínio. Se o limite existe em p então a função é limitada em torno de p. Teoremas do sanduíche e correlatos (i.e., Teoremas 4 e 5 e seus corolários) para limites de funções.
	Pags. 181-184

Exs. Cap. 5 (bis): 17, 29, 32, 38, 40, 50, 55, 62

Pags. 196-199

Exs. Cap. 6: 1, 3, 4, 7

	24
	Caracterização de limite de funções via sequências e seus corolários. Aritmética de limites e critério de Cauchy para limites de funções. “Regra da cadeia” para limites.

Exemplos de limites (seção 6.2).
	Pags. 199-205

Exs. Cap. 6: 8, 9, 11

	25
	Limites laterais e suas propriedades. Exemplos. Funções monótonas têm limites laterais. 

Limites infinitos e limites no infinito. Exemplos e propriedades elementares.

Definição de continuidade e exemplos. Pontos isolados são sempre pontos de continuidade.
	Pags. 205-212
Pags. 222-224

Exs. Cap. 6: 5, 6, 12, 13

	26
	Funções contínuas são localmente limitadas.  Caracterização de continuidade via sequências. 


Somas e produtos de contínuas são contínuas. Quocientes de contínuas são continuas desde que o denominador seja diferente de zero. Compostas de contínuas são contínuas. Polinômios e funções racionais. Outros exemplos.


Se f é contínua em dois fechados então ela é contínua na reunião dos dois fechados. Se f é localmente contínua em torno de cada ponto do seu domínio, então f é contínua.

Pontos de descontinuidade. Exemplo de função descontínua em todos os pontos da reta. Análise da (des)continuidade da função característica do conjunto de Cantor.
	Pags. 224-230

Exs. Cap. 7: 1, 3, 4, 5, 6, 7

	27
	Exemplo de função contínua apenas nos irracionais.

Teorema do valor intermediário e seus corolários. Aplicações: funções contínuas de um intervalo em Z são contantes; polinômios de grau ímpar têm pelo menos uma raiz; todo número positivo possui pelo menos uma n-ésima raiz.

Funções contínuas e injetivas definidas num intervalo têm inversa contínua. 
	                 Pag. 230

            Pags. 234-238

 Exs. Cap. 7: 8, 9, 12, 15, 19

	28
	Teorema de Weierstrass: imagens de compactos por funções contínuas são compactas. Exemplos. Aplicação: distância entre um ponto um conjunto fechado. 

Se f é contínua e injetiva num compacto K então sua inversa (de f(K) em K) também é contínua.

Continuidade uniforme. Exemplos e consequências. Toda função contínua num compacto é uniformemente contínua. 
	Pags 238-243

Ex. Cap. 7: 22, 27, 28, 35, 40


