Lista 2 de MAT1604 - Introdugao a Anéalise

Entrega: No inicio da tltima aula antes da P2, sem excecoes.

1. Determine quais das séries abaixo convergem:
2) ¥
b) % gty

2. Verdadeiro ou falso (justifique!)

a) Se >(an)? converge entdo Y % converge.

=)

Se > (a,)? converge entdo > a, converge.

Se > (a,)® converge entdo > a, converge.

o

)
)
)
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d) Se {a,} € decrescente e > a, converge entdo lim n - a, = 0.

a) Mostre que um conjunto C' C R é aberto se e somente se vale a seguinte
condicdo: dado x € C' e uma sequéncia xp — z, entdo existe N € N tal
que se k > N vale x € C.

b) Seja {C;},en uma familia enumerével de conjuntos fechados C; tais que
int(C;) = 0 para todo j € N. Mostre que int([;cy Cj) = 0.

4. Mostre que se A C R é um aberto entdo A é a reunido de uma familia
enumeravel (possivelmente finita) de intervalos abertos disjuntos.

(Obs: a enumerabilidade jd foi provada em aula, entdo s6 falta mostrar a decom-
posicao em intervalos abertos disjuntos. Antes de sair colando do Elon, pensem
em infimos e supremos...)

5.
a) Mostre que o fecho de qualquer conjunto é um conjunto fechado.

b) Mostre que dado C' C R e F' um fechado que contém C, entdo vale F' O C.
(Em palavras: “o fecho de um conjunto é o menor fechado que o contém.”)



6. Seja K o conjunto de Cantor.

a) Mostre que 1 € K.

b) Mostre que vale

{lz—yl: 2,y € K} =10,1]

¢) Mostre que dado qualquer € > 0 entao existe uma familia finita de interva-
los abertos (a1, b1),. .., (as,bs) tais que vale K C ((a1,b1)U...U (as,bs))
e (b —a1)+...+ (bs —as) < e. (Em palavras: “o conjunto de Cantor tem

medida nula”.)

7. Calcule os seguintes limites:

a) !

lim xm lim xm im (2], tim 2 [2]

z—0t a

x z—0t T La z—0- T La

onde a e b sao reais positivos e [y] denota o maior inteiro < y.

8. Verdadeiro ou falso:

a) Se f: R — R é continua entdo {z € R: f(z) = 0} é fechado.

b) Se f,g: R — R sido continuas entdo {x € R: f(z) = g(x)} é fechado.

¢) Se C C R é um conjunto fechado entdo existe uma fun¢io continua f :
R — R* tal que f(z) =0 se e somente se z € C.

d) Se C C R é um conjunto aberto entao existe uma funcgao continua f : R —
R* tal que f(z) = 0 se e somente se x € C.

1Ttem dedicado ao Lucas.



