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SOLUCOES
1. |2 pt] A afirmacao abaixo é verdadeira ou falsa? Justifique.
Afirmagao: Existe uma sequéncia de conjuntos (Cj,)nen com as seguintes propriedades:

e cada C, é infinito;

i UnEN Cn = N;
e 0s conjuntos sao disjuntos, isto é, m #n = C, N Cy, = 2.

Solugao: A afirmagéo é verdadeira.

Vimos em aula que existe uma bijecdo ¢: N> — N. Para cada n € N, defina D,, =
{n} x N. Note que:

e cada D, é infinito;

° UneN D, =N;

e 0s conjuntos sao disjuntos, isto é, m #n = D, N D,, = 2.

Defina C,, = ¢(D,,) para cada n. Como ¢ é bijegao, as propriedades desejadas para os
conjuntos C,,’s seguem das propriedades correspondentes para os D,,’s.

2. [2Y, pt|] Sejam A, B C R nao-vazios e limitados superiormente. Prove que A + B :=
{r+y; x € A, y € B} é limitado superiormente e que sup(4 + B) = sup A + sup B.

Solugao: Seja a =sup A e b = sup B, os quais existem pelo axioma da completude.

Dado z € A+ B, existem x € A e y € B tais que z = z + y. Como a é cota superior de
A e b é cota superior de B, temos z < aey <b. Logo z =x+y < a+ b. Isto mostra
que a + b é cota superior de A + B e, em particular, A + B é limitado superiormente.

Seja agora ¢ < a 4+ b qualquer; vamos mostrar que ¢ néo é cota superior de A 4+ B. Seja
e:=(a+b—¢)/2>0. Como a—e < a=supA, onimero a — ¢ nao é cota superior
de A, ou seja, existe x € X tal que x > a — ¢. Analogamente, existe y € B tal que
y>b—e. Portantox+y >a+b—2¢=c. Como z+y € A+ B, mostramos que ¢ nao
é cota superior de A + B.

Ou seja, provamos que a+b é a menor cota superior de A+ B, isto é, a+b = sup(A+ B).

3. |2V pt|] Suponha que (t,) ¢ uma sequéncia limitada, e que (z,) e (y,) sdo sequéncias con-
vergentes com o mesmo limite L. Prove que

lim ((1 —tn)xn + tnyn) =1L

n—o0



Solugao: Seja M > 0 tal que |t,| < M para todo n. Dado € > 0, seja N € N tal que

g
>N = —L - L < 7.
Entao

n>N = |(1=tn)xn+tyyn — L| = |(1 = tn)(@n — L) + ta(ys — L)
<1 = tp||zn — L] + [tn|lyn — L
< (Ital + D) (|2n = L] + |y — L)
< €.

4. |2V pt| Seja (x,) uma sequéncia nao-convergente e limitada. Mostre que existem duas
subsequéncias convergentes com limites diferentes.

Solugao: Como (zy,) € limitada, pelo Teorema de Bolzano—Weierstrass existe uma sub-
sequéncia convergente; seja L o seu limite. Resta encontrar uma outra subsequéncia
com um limite diferente.

Como (x,) nao é convergente, em particular é falso que limx,, = L. Ou seja, a seguinte
sentenca ¢é falsa:
Ve >03dN €Ntq Vn>N, |z, — L| <e.

Isto quer dizer que:

Je>0tq. VN eN3In>N tq. |z, —L|>e. (%)

Seja € > 0 como em (x). Vamos definir por indu¢do uma subsequéncia (z,); tal que
|zn, — L| > L para todo i € N. (t)

Aplicando (x) com N = 1 encontramos n; tal que |z,,, —L| > L. Supondo indutivamente
que n; ja foi definido, aplicamos (x) com N = n; + 1 e encontramos n;+1 > n; tal que
|Tn;,, — L| > L. Isto completa a definicao da subsequéncia (zy,);.

Por ser subsequéncia de uma sequéncia limitada, (z,,); também é limitada. Logo, pelo
Teorema de Bolzano—Weierstrass, existe uma subsequéncia (xm.j)j convergente. Segue
de (1) que o limite desta subsequéncia nao pode ser L. Além disso, (mnzj) é subsequéncia
também da sequéncia original (x,).




