Exemplo de dois espagos contrateis com um ponto em comum cuja
unido ndo é contratil (seguindo Elon L. Lima)

O exemplo estd pdg. 48 do livro Grupo Fundamental e Espagos de Recobrimento,
do Elon Lages Lima. Parece 6bvio que o exemplo em questdo nio é contrdtil, mas a
demonstragio que eu consegui encontrar ndo é tio simples, nem elementar. Agradego
ao Eduardo Casagrande por ter me chamado a atengdo para esse exemplo, e ao meu
irmdo Jodo Paulo, que me ajudou a provar o lema 4.

Dado j € N, sejam S} e S C R? ¢ R3 os circulos de raio 1/j e centros
respectivos (1/7,0) e (=1/7,0). Sejam os pontos N* = (0,0, +1) e sejam D;—' 0s
cones com base S;—' e vértice N*. Defina

X = O(D;F uD;)

j=1

Seja a7 : I —» X um caminho fechado, com a;—'(O) = 0, que da uma volta
no circulo S]?, digamos com velocidade constante. Considere a concatencado
infinita

Y =aj(ay(az(ay(---))-

Afirmacdo do Elon. O caminhoy : I — X nio é homotdpico a constante.

Suponha por absurdo que existe uma homotopia F : > — X, com ponto-
base a origem, entre y e o caminho constante 0. Seja k > 1 um inteiro fixado.

Considere
k

X, = Ul(D; uD;)
]:

Seja Ry : X — X o retrato que “esmaga horizontalmente” os cones D;r (resp.
D]T), com j > k, no segmento (0, 0) X [0, 1] (resp. (0,0) x [-1,0]). Seja p = Ry o y;

entdo o caminho f é homotépico a 0 via a homotopia H = Ry o F. Vamos provar
o seguinte:

Lema 1. Existem z, z’ € I? tais que

’ C ’
IIZ—ZII<% e [|Hs(z) - Hs(Z')| > 1,

onde C é uma constante (ndo depende de k), e H = (Hy, Ha, H3).



O lema implica a afirmag¢do do Elon. De fato, Ry preserva a terceira coor-
denada, logo
|F3(z) — F3(z')| = |H3(z) — H3(z)| > 1,

Como k é arbitrariamente alto, isso contradiz a continuidade uniforme de F.

Sejam X;” e X,” as componentes conexas de X\ {0}, sendo a primeira contida
em {x3 > 0}. Vamos considerar as componentes conexas de H™ (X \ {0}) que
intersectam a parte de baixo do quadrado, I X {0}. Essas serdo chamadas
componentes principais. Cada componente principal estd contida H‘l(X]':) ou
em H ‘1(X]:), e serd chamada de positiva ou negativa de acordo. Temos:

Lema 2. Seja U uma componente positiva (resp. negativa). Entdo H(U) contém o
ponto N* (resp. N™).

Prova. Seja U uma componente positiva. Tome um intervalo | C I tal que ] x{0}
intersecta U, e tal que o caminho f restrito a | é uma reparametri¢do de um
caminho a}“. SejaR : Xj — D]’T o retrato que esmaga horizontalmente os outros
cones positivos no eixo (0,0) x [0,1], e manda os cones negativos em 0. Seja
G : I> - K dada por

=g 22

Entdo G é continua. Além disso, G envia o bordo do quadrado no bordo do
cone D;r, e essa restricdo dI2 — St ndo é homotépica a constante. Como D;r é

topologicamente um disco fechado, segue que G é sobrejetiva. a

E claro que existem no méximo k componentes principais de cada tipo.
Além disso, vale o seguinte:

Lema 3. Existem pelo menos k + 1 componentes principais.

Antes de provar esse lema, vamos concluir dele a:

Prova do lema 1. Pelo lema 3, existem pelo menos ’%1 componentes positivas

ou ]%1 componentes negativas. Digamos que seja o primeiro caso. Pelo lema 2,
em cada componente positiva U; existe um ponto z; tal que H(z;) = N*. Se
k é grande, existem dois deles z; e z; que estdo proximos. Como estdo em
componentes conexas diferentes de H=(X \ {0}), deve existir um ponto z no
segmento [z;,z;] tal que H(z) = 0. Entdo z; e z estdo proximos mas |H3(z;) —
Hz(z)| = 1. m]

Resta provar o lema 3. Considere os intervalos abertos disjuntos Iy, I,. . .,
I C I tais que
BHXN{O) =L UL U Iy
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B(h)=5i, B(R)=Sy, ... P(x1)=S; B(Ix)=S5;-
Dadosi, j € {1,...,2k}, escrevemos i ~ j para indicar que I; X {0} e [; X {0} estao
numa mesma componente principal. Isso define uma relacdo de equivaléncia
no conjunto {1,2,...,2k}.
Vejamos que a relagdo ~ possui as propriedades seguintes:
sei~ jentdoie j sdo ambos pares ou ambos impares; (1)
sej1<j2<j3<jgsdotaisquej; ~jzejp~ jpentdoj; ~jo~j3~ ja. (2)
A primeira é 6bvia, e a segunda é conseqiiéncia do teorema da curva de Jordan.
De fato, considere j;’s como em (2). Tome pontos x; em [ j» entdo x; < xp <
x3 < x4. Sejam U e V as componentes principais que contém {(x1,0), (x3,0)} e
{(x2,0), (x4,0)}, respectivamente. U é aberto em 2, logo existe caminho injetivo
de (x3,0) a (x1,0) cuja imagem estd, exceto pelos extremos, contida em UNint 2.
Justapondo com o segmento em [x1, x3] X {0}, obtemos uma curva de Jordan.
Se ¢ > 0 é pequeno, os pontos de V (x2, €) e (x4, €) estdo respectivamente no
interior (pois (x2, —¢) estd no exterior) e no exterior da curva de Jordan. Como

existe um caminho em V N int I? ligando os dois, concluimos que UNV # @,
provando (2).

Portanto o lema 3 segue do seguinte fato combinatério:

Lema4. Seja N C Z um “intervalo” finito, com n > 1 elementos. Seja ~ uma relagdo
de equivaléncia em N que satisfaz (1) e (2). Entdo ~ possui pelo menos |n/2] + 1
classes de equivaléncia.

Prova. Indugdo em n: para n = 1 vale. Podemos supor que N = [1,n] =
{1,...,n}. Seja £ > 1 o maior inteiro tal que 1 ~ 2¢ — 1. Pela propriedade 2,
nenhum ponto no intervalo [1,2¢ — 1] é equivalente a um ponto no intervalo
(possivelmente vazio) [2¢, n].

O ntmero de classes em [1,2¢ — 1] é maior ou igual a ¢: isso é evidente se
¢ = 1; caso contrario aplicamos a hipétese de indugédo ao intervalo [1,2¢ - 2].

Se2f—1=mn,entdo [n/2]+1 = { e acabou. Se 2 — 1 < n, entdo o niumero
de classes em [2£, n] &, pela hipétese de inducdo, pelo menos

n—-2+1 n+1
{—2 J+1_{ > J—€+1.
Logo o namero total de classes de N é pelo menos
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