XXI OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA
Terceira Fase — Nivel 1

Instrucdes:

. A duracgao da prova é de 4 horas e 30 minutos.

. Nao é permitido o uso de calculadoras nem consultas a notas ou livros.
. Vocé pode solicitar papel para rascunho.

. Todas as suas solu¢cdes devem ser justificadas.

PROBLEMA 1
Diga como dividir um cubo em 1999 cubinhos. A figura mostra uma maneira de dividir um cubo
em 15 cubinhos.

PROBLEMA 2

Emanuela, Marta e Isabel sdo trés nadadoras que gostam de competir e por isso resolveram
organizar um desafio de natacdo entre elas. Ficou combinado o total de pontos para o primeiro, o
segundo e o terceiro lugares em cada prova. A pontuagdo para primeiro lugar € maior que a para
0 segundo e esta € maior que a pontuagdo para o terceiro. As pontuacfes s8o nUmeros inteiros
positivos. O desafio consistiu de varias provas e a0 fina observou-se que Emanuela fez 20
pontos, Marta 9 pontos e Isabel 10. A primeira provafoi vencida por Isabel.

(8 Quantas provas foram disputadas?
(b) Determine o total de pontos para o primeiro, segundo e terceiro lugares.

PROBLEMA 3

Um reino é formado por dez cidades. Um cidad@ muito chato foi exilado da cidade A para
cidade B, que é acidade do reino mais longe de A. Ap6s um tempo, ele foi expulso da cidade B
para a cidade C do reino mais longe de B. Sabe-se que a cidade C ndo é a mesma cidade A. Se
ele continuar sendo exilado dessa maneira, € possivel que ele retorne a cidade A?

Nota: as distancias entre as cidades sdo todas diferentes.

PROBLEMA 4

Adriano, Bruno e Carlos disputaram uma série de partidas de ténis de mesa. Cada vez que um
jogador perdia, era substituido pelo que estava a esperar. A primeira partida foi disputada por
Adriano e Bruno. Sabe-se que Adriano venceu 12 partidas e Bruno 21. Quantas vezes Adriano e
Bruno se enfrentaram?



XXI OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA
Terceira Fase — Nivel 2

Instrucdes:

. A duracgao da prova é de 4 horas e 30 minutos.

. Nao é permitido o uso de calculadoras nem consultas a notas ou livros.
. Vocé pode solicitar papel para rascunho.

. Todas as suas solucdes devem ser justificadas.

PROBLEMA 1
Seja ABCDE um pentégono regular tal que a estrela ACEBD tem &rea 1. Sgjam P intersecéo entre
AC e BE e Q aintersegdo entre BD e CE. Determine a &rea de APQD.

PROBLEMA 2

Um reino € formado por dez cidades. Um cidad@ muito chato foi exilado da cidade A para a
cidade B, que é a cidade do reino mais longe de A. Apds um tempo, ele foi expulso da cidade B
para a cidade C do reino mais longe de B. Sabe-se que a cidade C ndo é a mesma cidade A. Se
ele continuar sendo exilado dessa maneira, € possivel que ele retorne a cidade A?

Nota: as distancias entre as cidades sdo todas diferentes.

PROBLEMA 3

Adriano, Bruno e Carlos disputaram uma série de partidas de ténis de mesa. Cada vez que um
jogador perdia, era substituido pelo que estava a esperar. A primeira partida foi disputada por
Adriano e Bruno. Sabe-se que Adriano venceu 12 partidas e Bruno 21. Quantas vezes Adriano e
Bruno se enfrentaram?

PROBLEMA 4
Prove que ha pelo menos um agarismo diferente de zero entre a 1.000.000% e a 3.000.000%. casa

decimal de“/E apos avirgula.



XXI OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA
Terceira Fase — Nivel 3

PRIMEIRO DIA
Instrucdes:
. A duracgao da prova é de 4 horas e 30 minutos.
. Nao é permitido o uso de calculadoras nem consultas a notas ou livros.
. Vocé pode solicitar papel para rascunho.
. Todas as suas solu¢cdes devem ser justificadas.

PROBLEMA 1
Seja ABCDE um pentégono regular tal que a estrela ACEBD tem &rea 1. Sgjam P intersecéo entre
AC e BE e Q aintersegdo entre BD e CE. Determine a &rea de APQD.

PROBLEMA 2
Prove que ha pelo menos um agarismo diferente de zero entre a 1.000.000% e a 3.000.000%. casa

decimal de“/E apos avirgula.

PROBLEMA 3

Temos um tabuleiro quadrado 10 x 10.

Desgjamos colocar n pegas em casas do tabuleiro de tal forma que néo existam 4 pecas formando
em reténgulo de lados paralelos aos lados do tabuleiro.

Determine o maior valor de n para o qual é possivel fazer esta construgéo.



XXI OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA
Terceira Fase — Nivel 3

SEGUNDO DIA
Instrucdes:
. A duracao da prova é de 4 horas e 30 minutos.
. Nao é permitido o uso de calculadoras nem consultas a notas ou livros.
. Vocé pode solicitar papel para rascunho.
. Todas as suas solu¢cdes devem ser justificadas.

PROBLEMA 4

O planeta Zork é esférico e tem vérias cidades. Dada qualquer cidade existe uma cidade antipoda
(i.e., simétrica em relacdo ao centro do planeta).

Existem em Zork estradas ligando pares de cidades. Se existe uma estrada ligando as cidades P e
Q ent&o também existe umaestrada ligando as cidades P’ e Q', onde P’ é aantipodadeP e Q' é
a antipoda de Q. Além disso, estradas ndo se cruzam e dadas duas cidades P e Q sempre €
possivel vigar de P a Q usando alguma seqiiéncia de estradas.

O prego da Kriptonita em Urghs (a moeda planetéria) em duas cidades ligadas por uma estrada
difere por no méximo 100 Urghs. Prove que existem duas cidades antipodas onde o prego da
Kriptonita difere por no maximo 100 Urghs.

PROBLEMA 5

Em Tumbdlia existem n times de futebol .

Desga—se organizar um campeonato em gue cada time joga exatamente uma vez com cada um
dos outros. Todos 0s jogos ocorrem aos domingos, e um time ndo pode jogar mais de umavez no
mesmo dia. Determine o menor inteiro positivo m para 0 qua € possivel redlizar um ta
campeonato em m domingos.

PROBLEMA 6
Dado tridngulo ABC mostre como construir com régua e compasso um tridngulo A'B'C'de &rea

O O O O
minimacom C'UAC, AU ABeBU BC 4 e BAC'=BAC e AC'B'= ACB.




XXI OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA
Solucbes da Terceira Fase — Nivel 1

PROBLEMA 1

SOLUCAO DE MARIANA DE MORAES SILVEIRA (Belo Horizonte - MG)

O cubo deve ser dividido em 1000 cubinhos, ou sgja 10 x 10 x 10, depois, deve-se pegar um
deles e dividi-lo novamente em 1000 cubinhos para que obtenhamos 1999 cubinhos. Assim
teremos 1000 - 1 (que sera dividido) + 1000 = 1999 cubinhos.

PROBLEMA 2
SOLUCAO DE DIOGO DOS SANTOS SUYAMA (Belo Horizonte - MG)

a)

b)

Foram disputadas 3 provas. Como 20 + 10 + 9 = 39, o nimero de pontos distribuidos por
prova sO poderia ser 3 ou 13, pois estes sdo 0s Unicos divisores de 39, a ndo ser 0 mesmo e 0
1. Em consequéncias, 0 nimero de provas também serd um desses nimeros. Porém, se forem
disputadas 13 provas, s6 ha uma maneira de se distribuir os pontos: 2 para o primeiro, 1 para
0 segundo e 0 para o terceiro. Entretanto, O ndo é positivo, sendo assim descartada essa
hipétese.

Ja sabendo que sdo 3 provas, € impossivel que a vencedora ganhe menos que 8 pontos, pois
assim, Emanuela s conseguiria os 20 pontos fazendo 7, 7 e 6 pontos em cada prova. Para
iSso, seria preciso que a vencedora fizesse 7 pontos, a segunda colocada 6 e a Ultima 0, mas
como vimos, 0 ndo é positivo. E impossivel, também que a vencedora faca mais de 10
pontos, pois ndo seria possivel que a segunda fizesse mais pontos que a Ultima, ou que esta
ndo fizesse 0 pontos. Ent&o, as Unicas possibilidades sdo: 12 - 10, 2% - 2, 3 - 1; 12 -
922 5 3,3F 5110 5822 54,3F 5 1 elr - 822 - 3,3 - 2. A primeraopgdo
€ incorreta, pois Isabel, que venceu uma das provas, ndo poderiater feito pontos nas outras.
A segunda op¢do também ndo € correta, pois Isabel teria que marcar apenas um ponto em
duas provas. A Ultima opcéo € incorreta também, pois Isabel teria que marcar 2 pontos em
duas provas. Terceiraopgdo: 1°. - 8,22 - 4, 3% - 1 éacorreta. Veao quadro abaixo:

12. Prova 22, 32, Total

Prova Prova

Emanuela

4

8

8

20

Marta

1

4

4

9

Isabel

8

1

1

10

PROBLEMA 3
Veja solucéo do problema 2 do nivel 2.

PROBLEMA 4

Veja solucéo do problema 3 do nivel 2




XXI OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA
Solucbes da Terceira Fase — Nivel 2

PROBLEMA 1
Veja solucéo do problema 1 do nivel 3.

PROBLEMA 2
SOLUCAO DE EINSTEIN DO NASCIMENTO JUNIOR ( Fortaleza — CE )
Hadez cidadesA, B, C,D, E, F, G, H, I, J.
Um chato da cidade A foi exilado para a cidade mais longe de A, acidade B.
Como B é a cidade mais longe de A, pode-se dizer que se tomarmos A como sendo o centro de
uma circunferéncia de raio AB, todas as cidades estardo dentro dos limites da circunferéncia,
exceto a cidade B que estard em cima dela.
\EAN

Como as distancias entre as cidades ndo sdo iguais e o chato foi exilado para a cidade C que é a
mais longe de B entdo BC > AB.

Da cidade C ele serd exilado para a cidade D que é amais longe de C e assim sucessivamente até
chegar na cidade J onde teremos a seguinte verdade:

AB<BC<CD<...<HI<IJ

Ao chegar nesse ponto vemos que A com certeza ndo é a cidade mais longe de J pois
AB =raio

AJ<raio

AJ<AB

AB<1J

AJ<1J

Logo eeiraparauma cidade diferente de A, e nuncaretornara a cidade A.

PROBLEMA 3
SOLUCAO DE FABIO DIAS MOREIRA (Rio de Janeiro - RJ)



Quando comega a série, ja ocorre um encontro entre Adriano (A) e Bruno (B). Vamos chamar de
Va, V& € Vc 0 nimero de vitérias de Adriano, Bruno e Carlos, respectivamente. Ent&o ao final da
série Va + Vg = 33 e depois do 1°. jogo Va + Ve = 1. Suponhamos que o0 segundo jogo sejax x C.
Chamemos de E 0 nimero de jogos A x B.

Entdo no 2°. jogo E = 1. Enquanto C ganhar, Va + V& € E permanecem constantes. Quando C
perder, Va + Ve aumenta uma unidade. O proximo jogo serd A x B, aumentando Va + Vs e E em
uma unidade. Apo6s este jogo, 0 proximo serd x x C. Ou sgja, para que E aumente uma unidade,
Va + Vg aumenta duas, e o aumento de um em E. Como no 2°. jogo E = 1 e fdtaque Va + Vg
aumente 32 unidades, ocorrem 1 + 16 = 17 jogos A x B.

PROBLEMA 4
SOLUCAO ALTERNATIVA DE HENRIQUE CHOCIAY (Pinhais - PR)

Para comecar a deﬁenvolver“/E , utilizel o processo de extragdo que ndo utiliza tentativas
(processo prético por aproximagao).

V2
N 1,414
1.00
96 1" 2=24" 4 @100
T 4.00 96 4
281
1.1900 14" 2=281" 1 @00
1.1296
0060400 141" 2=2824" 4 @11900
11296 &

Deste lado, o nimero de casas sempre
aumentaem 1 casa, nuncamais.

(mesmo se houvesse um caso de 99999 9 =
899991 (sO aumenta 1 casa) (entre 1.000.000
e 3.000.000)

Quando estivermos no nimero 1.000.000 de casas no multiplicador, teremos 999.999 casas
decimais. Supondo que haja so 1 casa no resto nesta situagdo, depois de 1.000.000 de operagoes,
teremos 1.999.999 casas decimais (1 milh&o de zeros), 2.000.000 no multiplicador e 2.000.001
no resto, podendo obter nimero diferente de zero.

Em geral

O fato de, ndo podendo haver divisdo, com o aumento das casas divisorasem 1 edorestoem 2 e
as casas decimais serem menores que as divisoras em 1 torna impossivel a obtencdo desta
sequiéncia de zeros entre as casas de 1.000.000 e 3.000.000.



XXI OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA
SolucBes da Terceira Fase — Nivel 3

PROBLEMA 1
SOLUGCAO DE HUGO PINTO IWATA (Séo José do Rio Preto — SP)

Como o pentagono e a estrela sdo regulares, o quadrildtero APQD é um trapézio.
A &eado trapézio APQD ¢€igual a &rea do tridngulo APD somada a do triangulo PQD. Como

BDRP também é um trapézio, RP//QD, entdo a érea de PQD éigua ade RQD. Como aestrela
éregular, a&reade RQD é€igud ade ERS entdo, aareade PQD éigua ade ERS Assim a &ea
do trapézio APQD ¢€ igua a soma das areas dos tridngulos APD e ERS que é igua a figura
APDRES, que é exatamente metade da estrela toda.

Resposta: A &eade APQD €é0,5.

PROBLEMA 2
SOLUCAO DE HUMBERTO SILVA NAVES (Goiania — GO)

Suponhamos, por absurdo, que todos os agarismos das casas decimais entre a 1.000.000% casa

decimal e a3.000.000?. casa decimal de“/E fossem zero, entdo:
107 b /2[] bd™ 2 [ (onde BNZ e R X< BF +1)
102 (X = 1¢*™+/2[0 (ondeK = 1d*"/2[ )0 10*™ K <10 /2 <10*" K +1,
6 6 _ 10°
mas como 107 K #10°% 2 , (pois se ndo fosse teriamos J2=K/107, um absurdo, pois

V2 éirracional!) entdo:

K K 1
6 6 6 06 </\/§< 06 + 3|ID6
102 K <10°™" /2 <10*™°K +10 10" 10 10
2 2
K K2 2K, 1 O zcopend cpzs 2K 1

102m06 <2< 102m06 104&106 106EI]06 102m06 1041]106 !



— 10°
mas como K = b2z, temos (pela definicdo de B[):

6 GSN/ED Kes /ﬁe <£|:| 2K6 Sl’
K<10° /2<K+10 10 10 107 4 10 2 |y,
K2<2[10™ <K?+ 2K6+ 16<K2+1+ L _<K2+10

10 10 2 10

K2<2[0™ <K?+10 0<200* -K*<1 absurdo, pois ndo existe nenhum
inteiro maior que 0 e menor que 1, disto concluimos que hd um agarismo diferente de 0 nestas

casas decimais. (Poderiamos ter uma aproximagdo melhor pois 2K é bem menor que 107 ).

Obs: K [denota afuncéo do "maior inteiro".

PROBLEMA 3
SOLUCAO DA BANCA

O problema é equivaente a encontrar subconjuntos Aq, Az, ?, A de{1, 2, 3, ?, 10} cuja somado
nimero de elementos sejaa maior possivel tais que aintersecdo de dois quaisquer deles tenha no
méaximo um elemento (A € o conjunto das posi¢oes das pegas na i—ésimalinha do tabuleiro). Se

CZ - ki (kl B
ki
A tem k; elementos entdo ha 2 subconjuntos de 2 e ementos ndo pode pertencer a
C2 =45

dois dos conjuntos A, e h4 no total
N ki (ki _1)
= -<45

subconjuntos de 2 elementos de {1, 2,},?,10}.

Assim, devemos ter =1 2
Por outro lado, s existem i, | com k > k + 1  temos
k +1) (k,-Dk; -2 k(k +1) k(k -
Ck2+1 CE L= K( ) ( )( ) |(| )+ J( J :D+kl +1_k- <Cé +Ck2
2 2 2 2 . J
L (k -1) 2 _
. . Z LY k —k;|<1
Assim para minimizar =1 mantendo =1 fixo devemos ter ' ! para
2 2 — —_
todo i, j. Se observamos que C, +5C3 =oMB+503=45, concluimos que se
10 k (k 1) 10
2_7<45 Z<5m+5[3 35,
entdo =1 valendo a igualdade se e sb se 5 dos ki sdo

iguais a4 e os outros 5 iguais a 3. Para que a contrucdo seja possivel nesse caso precisamos de
gue cada par de elementos apareca em exatamente um dos conjuntos A: . Nesse caso, cada
elemento de {1, 2, 3?, 10} deve aparecer em 3 conjuntos com 4 elementos ou em um conjunto
com 4 elementos e 2 conjuntos com 3 e ementos (pois cada um dos outros 9 elementos aparece
exatamante uma vez junto com ele). Como haveria 5 conjuntos com 4 elementos, 0 nimero
médio de conjuntos com 4 elementos aos quais cada e emento pertence é 2, donde h elementos
gue pertencem a 3 conjuntos com 4 edementos (pois um elemento ndo pode pertencer a
exatamente 2 conjuntos com 4 elemetos). Assim, podemos supor sem perda de generaidade que
A={1,223,4}, A={1,506,7eA={18 9 10}, mais entdo qualquer outro conjunto de 4
elementos deve estar contido em {2, 3, ?, 10}, e portanto deve intersectar um dos conjunto Aq, Ao,



10

>k
As, A1, em pelo menos 2 elementos. Assim, ndo é possivel que =1 sgaigua a 35. Por outro
10

k =34,

lado é possivel construir exemplos com ; como abaixo:

A={1,234, A={1567,A={252829,A={368 10}, As ={1,09, 10},
As={27,10}, A7={3,7,9}, As={4,5,10}, Av={ 4,6,9} eAwn={4,7, 8}.

[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
PROBLEMA 4
SOLUCAO DE GILBERTO SANTOS DO NASCIMENTO (Séo Paulo - SP)
Sga C, 0 antipoda de C.
Vamos ligar C a Ci e vice-versa, formando uma linhafechada. Abaixo < € 0 antipoda de

I paratodoj.




Agora, supondo que a diferenca da Kriptonita de G, para C, sgja maior que 100. Entdo, vamos
supor que (C, — Cy) + (Cs — Cy) +2+ (Ci' — C,)) > 100. Como a0 percorrer o caminho, temos de
ter uma diferenca zero ao chegarmos em C; novamente, somando (G, — C/') + (G5’ — C') +2+
(C.-Cy) <-100.

Agora, supondo que o Superman trace uma linha de C, a C," (esta linha ndo poderia ser uma
estrada, pois | C,' — C4] > 100) a soma das diferencas na parte de cima da linha deve ser maior
gue 100 e embaixo menor que —100.

>?]_OO

te de cima (p.c.
C . C
te de baixo (p.b
?

Agora, supondo que esta linha percorra a figura, ligando todas as cidades antipodas, na parte de
cima, a soma deve continuar sendo maior que 100 e embaixo menor que 100. Em p.c. (parte de
cima), a soma nédo pode passar bruscamente de > 100 para< —100, pois sdo somadas apenas duas
diferencas de cada vez (menores que 200 no total!). Assim, para gque p.c. fique negativo < —100 e
p.b. fique positivo > 100, teriamos de ter duas cidades antipodas com diferenca < 100 em
maodul o.

Ck
?
H ) ?
C,
C
<-100 p.b. [ p.c. >100 c,

C\Ql

? ?

X

Continuando o percurso, ao chegarmos em C,’, teremos de liga-lo a C;. No entanto, p.c. estara
em baixo e a soma das diferencas na diregdo de C,’ para C, tera de ser positivo > 100. Mas essa
soma era negativa e < —100 quando comegamos ([ [J ) Contradicao.

O mesmo ocorre analogamente com p.b. Logo, em agum par da cidades (uma cidade e sua
antipoda), a diferenca do prego da Kriptonita devera ser menor ou igua a 100.

Vivao Superman!.

PROBLEMA 4

SOLUCAO ALTERNATIVA DE HUMBERTO SILVA NAVES (Goiania - GO)

Suponhamos, por absurdo, que os pregos diferem por mais de 100 Urghs em todas as cidades
antipodas, entéo:

| Xo = yo| > 100 O Mo — mp > 100 (onde x, € y» Sdo antipodas e representam o prego da
Kriptonita).
| X1 —yi|>100 0 M;—nm > 100



[ Xo = yn| >100 O M, = m, > 100 (Onde M, = Max (X, Yn) € My = min (Xa, Yn))

Como sabemos que existe um caminho de estradas que leva de M, até my, entdo deve existir uma
estradaqueliga(paracertoi, j O N;i,j<n) M « - m.

Como existe uma estrada ligando Mi — —» m}, também existe uma estrada ligando m « - M,
(antipodas). Pode acontecer i = j, caso em que se conclui facilmente que Mi — m > 100, um

absurdo poism e M; sdo "vizinhas', logo o prego da Kriptonita difere por no méximo 100 Urghs.
Sei =j, entdo:

| Mj —m | <100 (sfo "vizinhas")

| Mi = my | £ 100, mas como

M; — m > 100 e M; — m > 100, entdo:

Mi+Mj— m—m>200

Mi-m+ M-m>2000 |[Mi-m+M-m|>2000 |Mi—-m|+|M - m| >2000 200>
> | Mi — m| +| M; — m| > 200, um absurdo, logo existem cidades antipodas cujo preco difere no
maximo em 100 Urghs.

PROBLEMA 5
SOLUCAO DE FABRICIO SIQUEIRA BENEVIDES (Fortaleza — CE)

Fagcamos 2 casos, n par e n impar.
)] n par.

Cada time tem que jogar com cada um dos outros. Se os times s&o: Ty, T, ?, T, temos que um
time T, tem que jogar (n — 1) vezes e para isso precisara de pelo menos (n — 1) domingos. (pois
s6 pode jogar 1 vez por domingo). Mostraremos que € possivel realizar o campeonato em (n — 1)
domingos. Paraisso bastaque o jogo entre T; e T; (i # j) ocorra no seguinte domingo.

1) disi+j(modn-1),1<dj<n-1lpaali#n,j#n
2) dn=2i (modn-1),1<dn<n-1paratodoi #n,j#n
(se um dostimesfor Ty).

Podemos observar isso numatabelaqueindique o diaentre Ti e T,
Exemplo: paran =6

d; T: T, T3 T, Ts Ts
T1 3 4 5 1 2
T 3 5 1 2 4
Ts 4 5 2 3 1
T4 5 1 2 4 3
Ts 1 2 3 4 5
Te 2 3 4 5 1

O campeonato organizado assim satisfaz o problema pois: € facil ver que um time | joga com
cada um dos outros times (no domingo d;, j # i). E cada time s6 joga uma vez num mesmo dia,
caso contrario teriamos. um time T; que joga contra T; e T« no mesmo domingo, ou sgja dij = di

1) Sei=n:dn=dn0 2j =2k(modn - 1) como (2, n— 1) = 1 teriamos
jEk(modn-1),{j,k O{1,2,? n-1} Oj=k, umacontradi¢éo.



2) Sei#n.

21) jek#zn:di=d;0i+k=i+j(modn-1)0j=k(modn-1)ek=j.uma

contradicéo.
2.2) j=n,k# nsemperdadegenerdidade: dn=dx 0 i+i=i+k(modn-1)
23) i=k(modn-1){i,j} <{1,2,?2n-1} O i =j umacontradicdo.

Agorase n for impar, como cada time tem que jogar com todos 0s outros seria necesséario pelo
menos (n — 1) domingos.

SO que (n — 1) domingos néo sdo suficientes pois em cada dia hd um time que fica sem jogar.
Assim, se no primeiro dia T; foi o time que ndo jogou, ele ainda precisardde mais ( n — 1)
domingos parajogar contra os outros. De modo que s80 necessérios pelo menos n domingos.

n domingos sdo suficientes, basta que o campeonato se organize assim: Sgjam Ty, T, ?, Tn 0S
times. Criamos um time virtual chamado T, +1 onde jogar contra T, .1 um certo dia, significando
jogar naquele dia.

Temos entdo n + 1 = x times, organizamos ent&o como no caso anterior 0 campeonato. Como x é
par isso pode ser feitoem x — 1 = ndias.

Obs: O exemplo para (2k — 1) times é obtido do de (2k) times esquecendo—se um dos times.

Resposta: Senépam=n-1.
Senéimpar m=n.

PROBLEMA 6
SOLUCAO DA BANCA

Sgiam A, OB, OOC os angulos internos do tridngulo ABC, sgjam OA’, (OB’, OOC' os angulos
internos do tridngulo A'B’C’ e consideremos A’ = DA e OC =[OC.

Seja D 0 ponto de intersecdo das circunferéncias circuscritas aos trigngulos AA'C’ e CC'B’. Nos
quadrilateros inscritiveis AADC’ e CC'DB’ temos DA'DC' =? - DA e OCDB =7? - [OC.
Logo, OA'DB’' =2? - (? - OA) - (? - OC) = ? - B, e portanto, a circunferéncia circunscrita ao
tridngulo BB’ A’ passa por D.



No quadrilétero inscritivel AA'DC’, ODAA" = (IDC'A’ = a e IDA'C’ = ODAC’ =a Como A
= A’ concluimos que ODA'B’ = a. Logo, no quadrilé&ero inscritivel BB'DA’ temos que [IDBB’
= o. No quadrilétero inscritivel CC'DB’ temos que ODCB' = ODC'B’ = ¢, ecomo OC = C
concluimos que 0DCC'’ = a.

O ponto D esté entdo associado ao tridngulo ABC pela propriedade:
[ODAB = ODBC = [JCDA

e portanto ndo depende da posicéo de A', B' e C'. O ponto D é fixo e sua construgdo sera
mostrada no fina da solucéo.

Como os angulos A'DB’, B DC' e C'DA’' sdo constantes, a menor &rea possivel do tridngulo
A’B’C’ é obtida quando os segmentos DA’, DB’ e DC’ forem os menores possiveis. Logo, DA,
DB’ e DC' sdo respectivamente perpendicul ares aos lados AB, BC e CA.

Construcao do ponto D

Sgja E aintersecéo da mediatriz de AB com a perpendicular a BC tragcada por B. A circunferéncia
de centro E eraio EA = EB é tangente em B areta BC. Logo, para qualquer ponto X do menor

arco AB tem—se que [1XAB = [IXBC.

SgjaF aintersecéo da mediatriz de BC com a perpendicular a CA tracada por C. A circunferéncia
de centro F eraio FB = FC é tangente em C areta CA. Logo, para qualguer ponto X do menor
arco BC tem—se que 1XBC = LOXCA.

O ponto D, intersecéo desses dois arcos € tal que [1DAB = [1DBC = [ICDA.



