OLIMPIADA DE MATEMATICA DO ESTADO DO RIO DE JANEIRO
- 2000
22 FASE - 23 de Setembro de 2000

NIVEL 1 — 52 e 62 Séries

Instrucdes:

— A Prova consta de 4 questfes discursivas, todas de igual valor.

— Todas as solucdes devem ser justificadas.

— Se vocé conseguir apenas solugdes parciais, ndo deixe de registra-las assim mesmo.
— A Provatem aduracéo de 4 horas.

- Nao é permitido o uso de calculadora.

PROBLEMA 1:

Dentro de uma caixa fechada, ha uma bola branca e uma bola preta. Numa segunda caixa
fechada, h& duas bolas brancas, e numa terceira caixa fechada, h& duas bolas pretas. Cada caixa
possui uma etiqueta indicando o contelido da caixa, mas alguém misturou as trés etiquetas de
modo que todas as etiquetas estdo erradas. Vocé seria capaz de escolher apenas uma das seis
bolas de modo tal que, olhando sua cor, vocé possa dizer o contelido de cada uma das caixas?

PROBLEMA 2:

Trés grandes amigos, cada um deles com agum dinheiro, redistribuem o que possuem da
seguinte maneira : Antonio da a Bernardo e a Carlos dinheiro suficiente para duplicar a quantia
que cada um possui. A seguir, Bernardo da a Antonio e a Carlos o suficiente para que cada um
duplique a quantia que possui. Findmente, Carlos faz 0 mesmo, isto é daaAntonio e a Bernardo

o suficiente para que cada um duplique a quantia que possui. Se Carlos possuia R336,00 tanto

no inicio quanto no final da distribuicdo, qua a quantia total que os trés amigos possuem juntos
?

PROBLEMA 3:

Anténio e Paulo disputam um jogo, com as seguintes regras. Dois niimeros naturais sdo escritos
no quadro. Anténio calculaa diferenca entre 0 maior e 0 menor desses dois nUmeros, e escreve 0
resultado no quadro. Em seguida, Paulo escolhe dois nimeros que que j& estejam no quadro e
escreve no quadro a diferenca entre 0 maior e 0 menor, desde que o resultado ndo repita um
nimero que ja esteja no quadro. Em seguida, Paulo e Antbnio continuam a agir assim, ora um,
ora outro. O jogo sb para quando um dos jogadores ndo tiver mais nUmero para escrever, e entdo
este jogador € o perdedor. Por exemplo, se 0s nimeros iniciais forem 5 e 3, Antdnio escreve 2,
em seguida Paulo s pode escrever 1, e Anténio sO pode escrever 4. Paulo entdo perde, pois ndo
tem mais 0 que escrever. Agora, 0S numeros 57 e 75 estdo escritos iniciamente no quadro, e
Anténio comega 0 jogo. Pode-se garantir que um dos dois vai perder? Pode—se prever o nimero
de jogadas em que 0 jogo vai terminar?

PROBLEMA 4:

Mostre que os nimeros inteiros de 1 a 16 podem ser dispostos em linha huma certa ordem, sem
repetir nenhum, de modo que a soma de dois adjacentes (vizinhos) quaisquer seja um quadrado
perfeito (isto € o quadrado de um inteiro).
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NIVEL 2 — 72 e 82 Séries

Instrucdes:

1) - A Provaconsta de 4 questdes discursivas, todas de igual valor.

— Todas as solucdes devem ser justificadas.

— Se vocé conseguir apenas solugdes parciais, ndo deixe de registra—las assim mesmo.
— A Provatem aduracgéo de 4 horas.

- Nao é permitido o uso de calculadora.

PROBLEMA 1:
De quantas maneiras se pode escrever 2000 como a diferenca de dois quadrados perfeitos (isto €,
quadrados de nimeros inteiros)?

PROBLEMA 2:

Anténio e Paulo disputam um jogo, com as seguintes regras. Dois nimeros naturais sdo escritos
no quadro. Anténio calculaa diferenca entre 0 maior e 0 menor desses dois nUmeros, e escreve 0
resultado no quadro. Em seguida, Paulo escolhe dois nimeros que que j& estejam no quadro e
escreve no quadro a diferenca entre 0 maior e 0 menor, desde que o resultado ndo repita um
nimero que ja esteja no quadro. Em seguida, Paulo e Antbnio continuam a agir assim, ora um,
ora outro. O jogo sb para quando um dos jogadores ndo tiver mais nUmero para escrever, e entdo
este jogador € o perdedor. Por exemplo, se 0s nimeros iniciais forem 5 e 3, Antdnio escreve 2,
em seguida Paulo s pode escrever 1, e Anténio sO pode escrever 4. Paulo entdo perde, pois ndo
tem mais 0 que escrever. Agora, 0S numeros 57 e 75 estdo escritos inicidmente no quadro, e
Anténio comega 0 jogo. Pode-se garantir que um dos dois vai perder? Pode—se prever o nimero
de jogadas em que 0 jogo vai terminar?

PROBLEMA 3:

1) Mostre que os nimeros inteiros de 1 a 16 podem ser dispostos em linha numa certa ordem,
sem repetir nenhum, de modo que a soma de dois adjacentes (vizinhos) quaisquer sgja um
quadrado perfeito (isto €, o quadrado de um inteiro).

2) Mostre que este procedimento € impossivel, se 0s nimeros estiverem sobre uma
circunferéncia

PROBLEMA 4:
O tridngulo ABC é equilatero de lado a. Sobre o lado AB, marca—se o ponto P, tal que AP =b
(onde b< a), e sobre o prolongamento do lado BC, marca—se o ponto Q (mais proximo de C do

gue de B) ta que cQ= b. O segmento PQ corta o lado AC no ponto M.



Mostre que M é o ponto médio de PQ.
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NIVEL 3 — Ensino Médio

Instrucdes:

— A Prova consta de 4 questfes discursivas, todas de igual valor.

— Todas as solucdes devem ser justificadas.

— Se vocé conseguir apenas solugdes parciais, ndo deixe de registra—las assim mesmo.
— A Provatem aduracéo de 4 horas.

- Nao é permitido o uso de calculadora.

PROBLEMA 1:

Forme uma sucessdo de algarismos do seguinte modo: inicia—se com um nimero de dois
algarismos, multiplicam—se esses dois agarismos, escreve-se a direita este resultado, e em
seguida prossegue-se indefinidamente, sempre multiplicando os dois Ultimos algarismos obtidos.
Por exemplo, comecando com 67, obtém—se 6742816.... Se agora comegarmos com 77, qual seré
0 2000° algarismo da sucessao?

PROBLEMA 2:

Duas pessoas jogam 0 seguinte jogo. Inicidmente, ha duas pilhas de baas, uma com 21 e outra
com 20 balas. O primeiro jogador escolhe uma das duas pilhas, come todas as balas desta pilha, e
divide a outra pilha em duas (ndo necessariamente com 0 mesmo nimero de balas). Em seguida,
0 outro jogador segue 0 mesmo procedimento com as duas pilhas de balas que restam, e assim
sucessivamente. O jogo acaba quando um jogador n&o consegue mais realizar este procedimento.
1) Existe uma estratégia vencedora para o jogador que comega?

2) Se em vez de 21 e 20, uma pilha contém inicidmente u baas e a outra, v balas, com

U>V>1 existe uma estratégia vencedora para o jogador que comega?

PROBLEMA 3:
Determine o Unico numero inteiro N de nove algarismos que satisfaz as seguintes condicoes

(1) seus algarismos sdo todos distintos e diferentes de zero.

(2) para todo inteiro positivo n = 2, 3, 4, ..., 9, 0 numero formado pelos n primeiros
algarismosde N (da esquerda para a direita) édivisivel por n.

PROBLEMA 4:



O tridngulo ABC é equilatero de lado a. Sobre o lado AB, marca—se o ponto P, tal que AP =b
(onde b< a), e sobre o prolongamento do lado BC, marca—se o ponto Q (mais proximo de C do

gue de B) ta que Q= b. O segmento PQ corta o lado AC no ponto M.
1) Mostre que M é o ponto médio de PQ.
2) Cacule arazéo entre as éreas dos tridngulos APM e MCQ.

SOLUCOES DO PRIMEIRO NiVEL

SOLUCAO DO PROBLEMA 1:

O contetdo verdadeiro da caixa em que estiver escrito "duas bolas brancas' é de duas
bolas pretas. O contelido verdadeiro da caixa em que estiver escrito "duas bolas pretas' é
de duas bolas brancas. Na caixa em que estiver escrito "uma branca e uma preta’,
escolhe—-se uma bola ao acaso, e olha—se a cor dela. A cor darestante € a oposta.

SOLUCAO DO PROBLEMA 2:
Como Carlos comegou com R$36.00e gya quantia foi duplicada nas duas primeiras vezes,

suas quantias, ao longo das transagoes, foram, sucessi vamente: 36’OO; 72,00; 144,00 e
36,00 reais. sto significa que, ao passar daterceira para a Ultima etapa, €le distribuiu aos
outros amigos 108,00 e isto foi exatamente o0 bastante para duplicar as quantias de
Antonio e Bernardo. Portanto, 108,00 era a soma do que possuiam Antonio e Bernardo
naterceiraetapa. Assim, eles possuem, no total: 144,00 + 108,00 = 252,00 reais.

SOLUCAO DO PROBLEMA 3:

Como 75 e 57 sdo multiplos de 3, todas as diferencas obtidas serdo multiplas de 3, e tém
gue ser menores que 75 = 3 x 25. Logo, as diferencas pertencerdo ao conjunto dos 24
nimerosA={3=1x3; 6=2x3;...; 72=3x 24}. Como 0 jogo SO para quando um dos
jogadores ndo tiver mais 0 que escrever, todas as diferencas possiveis de aparecer seréo
realmente escritas. Porém 3 é possivel de aparecer, pois75 - 57 =18; 57 -18=239; 75
—39=236; 39 - 36 = 3. Mas quando 3 for escrito, seréo também escritos 75 - 3= 72; 72
-3=69; ..., isto &, todos os dos conjunto A. Como nenhum pode ser repetido, e
lembrando que 57 ja estava escrito, seréo escritos 23 numeros, aém dos doisiniciais.
Como Antdnio comega escrevendo o 1°, Antdnio escreveratodos os de ordem impar,
inclusive o 23°. Logo € Paulo que ndo tera mais 0 que escrever, e portanto Paulo perde.

SOLUCAO DO PROBLEMA 4:

Os Unicos quadrados possiveis de aparecer sdo 1, 4, 9, 16 e 25. Parao nimero 16, o
anico vizinho possivel € 9. Para este agora, 0 Unico outro vizinho possivel é 7. E assm
por diante, até obter: 16; 9; 7; 2; 14; 11, 5; 4; 12; 13; 6; 10; 15; 1; 8. Naturalmente, estes
numeros poderiam também estar exatamente na ordem contraria.



SOLUCOES DO SEGUNDO NIVEL

SOLU(;AO DO PROBLEMA 1:
a2 W2 — _ _ —n_
se 2000=2a"-b" = (a+b)(a b), entio X =@+b ¢ ¥ =870 5 givisores de 2000, tais que

_Xty L _x-y
xy=2000, 2= 5 . °

e 2 sexe y tivessem paridades diferentes, a e b ndo seriam

Xy = 2000

inteiros, e se x e y fossem ambos impares, seriam impossivel que
ambos pares. As Unicas 3 possibilidades entéo sdo:

x=1000 ¢ ¥ =2 4 queds 2000 = 50T —-499”.
Xx=250 ¢ Y =8 ¢ queds 2000=129" -121°.

. Logo x e y tém que ser

SOLUCAO DO PROBLEMA 2:

Como 75 e 57 sdo multiplos de 3, todas as diferencas obtidas serdo multiplas de 3, e tém
gue ser menores que 75 = 3 x 25. Logo, as diferencas pertencerdo ao conjunto dos 24
nimerosA={3=1x3; 6=2x3;...; 72=3x 24}. Como 0 jogo SO para quando um dos
jogadores ndo tiver mais 0 que escrever, todas as diferencas possiveis de aparecer seréo
realmente escritas. Porém 3 é possivel de aparecer, pois75-57=18; 57 -18=239; 75
—39=236; 39 - 36= 3. Mas quando 3 for escrito, seréo também escritos 75 - 3 = 72; 72
-3=69; ..., isto &, todos os dos conjunto A. Como nenhum pode ser repetido, e
lembrando que 57 j& estava escrito, seréo escritos 23 numeros, além dos doisiniciais.
Como Antdnio comega escrevendo o 1°, Antdnio escreveratodos os de ordem impar,
inclusive o 23°. Logo € Paulo que ndo tera mais 0 que escrever, e portanto Paulo perde.

SOLUGAO DO PROBLEMA 3:

1) Os Unicos quadrados possiveis de aparecer sd0 1, 4, 9, 16 e 25. Para o nimero 16, o
anico vizinho possivel € 9. Para este agora, 0 Unico outro vizinho possivel é 7. E assm
por diante, até obter: 16; 9; 7; 2; 14; 11, 5; 4; 12; 13; 6; 10; 15; 1; 8. Naturalmente, estes
numeros poderiam também estar exatamente na ordem contraria.

2) O fato de que 0 16 s6 pode ter 9 como vizinho demonstra que ndo pode ter dois vizinhos (0 mesmo
acontece com 8), e portanto € impossivel a disposi¢ao circular.



SOLUCAO DO PROBLEMA 4:

Uma paralelaa AB por M encontra BC em N, de modo que o tridangulo MNC é equiléatero
de lado x, e o tridngulo MNQ é semel hante ao tridngulo PBQ. Logo:

MN _ ON X _X+b _a-b

—= X
PB QB isto& @a—b a+b donde se conclui que 2 Portanto, M é médio de PQ.

SOLUCOES DO TERCEIRO NiVEL

SOLUCAO DO PROBLEMA 1:

A sucess&o inicia por: 774936188642483261224... O regparecimento do grupo 24 faz com que,
apos os 11 primeiros termos 77493618864, o ciclo 24832612, de comprimento 8, va repetir-se
indefinidamente. Como 2000-11 = 1989 = 8 x 248 + 5, segue—se que o0 2000° algarismo vai ser 0
5°dociclo, isto & 2.

SOLUCAO DO PROBLEMA 2:

1) O primeiro jogador (J1) come a pilha de 21 balas e reparte a de 20 em duas pilhas de modo
gue cada uma contenha um nimero impar de balas; por exemplo, 1 e 19. O segundo jogador (J2)
é forcado a comer a de 1 (pois esta ele ndo podera repartir), e repartir a outra em duas pilhas de
forma que uma contenha um ndimero impar i de balas e a outra, um nimero par p de balas. J1
come apilhacom i balas e reparte a outra novamente em duas com nimero impar de balas, por

exemplo, 1 e P _l. O processo repete—se de modo que J1 oferece sempre a J2 duas pilhas com
nimero impar de balas. J2 come uma e é obrigado a repartir a restante em pilhas com paridades
diferentes em seu nimero de baas. Apds um nimero finito de passos, necessariamente J2 se vera
em frente & situacdo em que cada uma das duas pilhas contém 1 bala, e perde.

2) O raciocinio acimamostra que se pelo menos um dos dois nimeros u e v for par, J1 tem uma
estratégia vencedora andl oga a descrita acima. Porém se ambos forem impares, j& que séo

maiores que 1, qualquer que sgjaa primeirajogada de J1, ele terd que deixar umapilhapar e
outra impar para J2, e entdo ser este que podera aplicar a mesma estratégia vencedora.

SOLUCAO DO PR(_)BLEMA 3:
Sea N = abcdefghi

nimero de 5 agarismos e como

,onde asletras de aaté i representam os algarismos de 1 a 9. Se abcde ¢ ym

5abcde o yimos que ©=5. Observemos aindaque b, d, f e

h sdo todos pares logo, a, ¢, g, e i sdo impares. Como abcd g abcdefgh sdo divisiveis por 4 e
seus agarismos das dezenas sd0 impares, concluimos que d e h sdo 2 e 6 (em aguma ordem)

enquanto que b e f sio 4 e 8 (em aguma ordem). Além disso, 3|a+b+c,
3latb+c+d+e+f , 3latb+c+d+e+f+g+h+i=45,, 3|d+e+f, 3|g+h+i

logo concluimos que def € 258 ou 654. Uma vez que 8| fgh e f é par, concluimos que 8| gh_
Com estas restricbes eliminamos todos os nimeros de 9 agarismos exceto 147258963,
183654729, 189654327, 381654729, 741258963, 789654321 e 987654321. Entretanto, somente
381654729 possui a propriedade dos sete primeiros agarismos formarem um nimero divisivel
por 7.



SOLUCAO DO PROBLEMA 4:
1) Uma paralelaa AB por M encontra BC em N, de modo que o trigngulo MNC é equiléatero de
lado X, e o tridngulo MNQ é semelhante ao tridngulo PBQ. Logo:

MN _QN X _Xx+b = a-b
PB QB istoé a-b a+b donde se condlui que 2 Pportanto, M é médio de PQ.
b b
A &ea de APM é 2 vezes a distanciay de M a AP, enquanto a drea de MCQ é 2 vezes a

y

distéanciaz de M a CQ. Logo, arazdo entre as &reas de APM e MCQ éarazdo <. Porém z, como
atura do tridngulo equildtero MNC, também é adistnciade C aMN. Ent&o, a semelhanca entre

y+Z:E:L 14.1——28'
z  x (a=0)/2 poiano Z a-b_ ponde

os tridngulos ABC e MNC fornece:
y_atb
z a-b.



