19 Olimpiada Brasileira de M atemética Junior
Segunda Fase

Problema 1

No edificio mais dto de Terra Brasilis moram Eduardo e Augusto. O
nimero do andar do apartamento de Eduardo coincide com o nimero do
gpartamento de Augusto. A soma dos nimeros dos apartamentos dos dois é
2164. Cdcule o nimero do apartamento de Eduardo sabendo que h& 12
apartamentos por andar. (Por exemplo, no primeiro andar estéd os
apartamentos de 1 a 12, no segundo, de 13 a 24, e assim por diante).

Solugio

Sga a 0 andar do apartamento de Eduardo. Entdo o nimero de seu
gpartamento €12 (a- 1) + b, com 1< b < 12. D4i,

a+12(a-1)+b=2164,

b=2176 - 13a
1<2176-13a<12
a=167,b=5

Portanto, o nimero do apartamento de Eduardo €
12(@a-1)+b=12x 166 +5=1997.

Problema 2
A professora de Matematica propds 0 seguinte problema para seus a unos:

"Marquem 6 pontos sobre uma circunferéncia. Eu quero que vocés pintem
0 maior nimero de cordas determinadas por estes pontos, de modo que ndo
existam quatro dos pontos sobre a circunferéncia determinado um
quadril &tero com todos os lados e diagonais coloridos."

a) Edmilson encontrou uma solucéo correta colorindo 12 cordas. Exiba
uma maneira de como fazer isto.



b) Gustavo Afirmou ter encontrado uma solugdo na qua pintara 13
cordas. Mostre que a solucéo de Gustavo ndo esta correta.

Solugo

a) Umamaneira é mostrada abaixo:

b) Suponha que a solugdo de Gustavo esta correta. Sgjam A, B, C, D, E,
F os pontos. Entdo como os 6 pontos determinan 15 cordas, somente
dois segmentos ndo foram coloridos. Estes dois segmentos incidem em
3 ou 4 vertices.

i.) Se A é vértice comum de dois segmentos ndo coloridos, AB e AF.
Neste caso existem 6 quadriléteros totalmente coloridos: ACDE,
BCDE, BCDF, BCEF, BDEF e CDEF.

ii.) Se os segmentos AB e EF ndo foram coloridos. Neste caso
existem 4 quadril&eros coloridos: CDAE, CDAF, CDBE, CDBF.

Problema 3
Segjam ABCD um quadrado, M o ponto médio de AD e E um ponto sobre o

lado AB. P é a intersegdo de EC e MB. Mostre que a reta DP divide o
segmento EB em dois segmentos de mesma medida.

Solugo



ProlongeBM até encontrar o prolongamento do lado CD no ponto N.

Claramente, AAMB = ADMN, donde segue que AB = DN . Portanto, D &
o ponto médio de CN. O resultado segue observando que os tridngulos
CPN e EPB séo semelhantes, e como PD é mediana do tridngulo CPN,
conclui—se que o prolongamento de DP encontra EB em seu ponto médio.

Problema 4

Mostre que existem infinitos inteiros positivos n satisfazendo

simultaneamente as seguintes condigdes:

i. n é impar;

i n possui exatamente 1200 divisores positivos;

iii. existem exatamente 1997 tridngulos retdngulos, dois a dois ndo
congruentes, de lados inteiros e n como medida de um dos catetos.

Solugo



Sela n um numero natural impar. Vamos calcular o nimero de tridngulos
retdngul os de lados inteiros nos quais n é medida de um dos catetos. Para
isso, devemos ter

n2 +X2 - y2,
n? =(y=x)(y +x),

com X ey inteiros positivos, x < y. Observe que (y — X) < (y + x). Se
fizermos (y — x) = d, com d um divisor de n?, d serdmenor quene (y + Xx)
= n?/d serd maior que n. Para qualquer d satisfazendo estas condicoes,
podemos encontrar uma sol ucéo:
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Estas solugdes sdo inteiras e positivas, pois ni € impar (e entdo d), ed <
n.Portanto, o nimero de tridngulos retangulos é o nimero de divisores de
n® menor que n. Mas para cada divisor de n> menor que n, corresponde um
divisor maior que n. Lembrando que 0 n é também um divisor, concluimos
que o nimero procurado é 1/2 (d(n®) — 1), onde d(n) o nimero de divisores
positivos de n. Portanto, é necessario e suficiente que n? sgia um niimero
impar com d(r?) = 2 x 1997 + 1 = 3995 divisores.

Uma das vérias possibilidades para n? ter 3995 divisores é ser da forma
p*g’™*®, com peq primos distintos. Neste caso, n = p?g*®, possui d(n) = (2
+1) x (399 +1) = 1200 divisores.

Problema 5



Sgan = 1 um inteiro. Temos n lampadas alinhadas e numeradas, da
esquerda para a direita, de 1 a n. Cada |ampada pode estar acesa ou
apagada. A cada segundo, determina—se a l&mpada apagada de maior
nimero e inverte-se o estado desta ( de acesa para apagada ou de apagada
para acesa) e das |ampadas posteriores (as |ampadas de maior nimero).

a) Mostre que em algum momento todas as |ampadas estaréo acesas
(e 0 processo se encerrard).

b) Suponha que inicialmente todas as |@mpadas estejam apagadas.
Determine depois de quantos segundos todas as |ampadas estardo
acesas.

C) Suponha agora n = 11 e que no inicio somente as |ampadas de
nimeros 6, 7 e 10 estejam acesas. Mostre que apls exatamente
1997 segundos todas as |ampadas estardo acesas.

Solugdo

Vamos representar por 1 uma lampada acesa e por 0 umalampada apagada
e interpretar o nimero obtido na base 2.

Veaque se, em algum passo, o Ultimo digito for 0, ele serd 0 Unico digito
aterado no proximo passo. Isto significa que 0 nimero aumentara 1
unidade.

Caso contrério, 0 nimero terminard com um bloco de 1's antecipado por
um 0:0111. No proximo passo, 0 numero sera 1000. Mas observe que
(0111) + 1 = 1000. Portanto, em qualgquer caso, 0 numero k € sucedido
pelo nimero k + 1.

a) Dada qualquer disposicdo inicial das l&mpadas, ou sga, qualquer
nimero bin&rio de no méximo n digitos, em algum momento, todos os
digitos serdo iguais a 1, pois este é 0 maior niUmero de n digitos na
base 2.

b) Existem 2" nimeros de no méximo n digitos na base 2. Comegando
com 0, devemos chegar a 2", passando por todos os naturais
intermedi&rios. Sdo necessdrios, entdo, 2" segundos.

c) Observe que a configuragdo inicia representa o nimero 2°+ 24+ 2 =
50. Para n = 11, todas as |ampadas estardo acesas depois de (211-1)
—50 = 1997 segundos.
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Segunda Fase

Problema 1



Duas Circunsferéncias de raios R e r e centros O e O', respectivamente,
interceptam—se nos pontos P e P'. Sga | a reta que passa por P e P'.
Determine em funcdo de R er, o menor vaor que pode assumir a soma das
distdnciasdel aO e O'.

Problema 2

Dizemos que um conjunto A [ N satisfaz a propriedade P(n) se A tem n
n(n +1)

dementose A+ A={x+vy tdquex OA eyOdA} tem 2
elementos. Dado A O N finito definimos didmetro de A como sendo a
diferenc entre 0 maior e o menor eemento de A. Sga f(n) o menor

didmetro que o conjunto A satisfazendo P(n) pode ter. Mostre que
2

n 3
—< f(n)<n
4 paratodon = 2.

(Se 0 seu tempo de prova ndo estiver esgotado, tente melhorar esta
estimativa. Por exemplo, tente mostrar que f(p) < 2p?, para todo nimero

primo p.)

Problema 3

a) Prove que ndo existem fungbesf : R = R eg: R - R
satisfazendo g (f(x) ) = x* e f(g(X) ) = x* paratodo x [0 R.

b) Exibafuncbesf:] 1, o[ - ] 1;0[eg:] 1 o] - ]1; oo [ taisque
g(f(x))=xe f(g(x))=x*, paratodox 0 ]1; o [.

Problema 4

SgaF,definidopor F; =1, F=1 e Fne + Fy, paratodo n > 1. Sga

Vn=F2+F2, n=1

n+2: Mostre que, paratodo n inteiro positivo, Vi ,



Vi1 € Viiz S80 lados de um tridngulo de érea 1/2.

Problema 5

Sgamc 0 Q, f(X) = x*+c. Definimos 2 (x) =x, f™(x)= f( f"
(X)), nON . Dizemos quex [ORépré-periodicose{ f"(x) tal quen ON
} éfinito. Mostre que{ x 0 Q tal que x é pré—periddico } éfinito.

Problema 6

Sgjaf uma funcdo do plano no plano que satisfaz d (P,Q) = 1 O d (f (P),
f(Q)) =1 paratodos os pontos P e Q do plano. Mostre que d (f (P), f(Q)) =
d (P, Q) paratodos os pontos P e Q do plano.

(d (X,Y) denotaadistanciaentre X e Y).















