XXIl OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA
Segunda Fase — Nivel 1 (5% e 6°. séries)

PROBLEMA 1
De quantas maneiras diferentes podemos construir um paraelepipedo usando exatamente 24

blocos cubicos de medidas 1 x 1 x 1?
Obs: Blocosdedimensfes2 x 3 x 4 e 2 x 4 x 3 devem ser considerados iguais.

PROBLEMA 2
O reténgulo ao lado esta dividido em 9
quadrados, A, B, C,D, E, F, G, Hel. O

quadrado A tem lado 1 e o quadrado B tem D
lado 9.
Qual éo lado do quadrado 1?
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PROBLEMA 3

Pintamos de vermelho ou azul 100 pontos em uma reta Se dois pontos vizinhos s30
vermelhos, pintamos o0 segmento que os une de vermelho. Se dois pontos vizinhos s80 azuis,
pintamos o segmento de azul. Findmente, se dois pontos vizinhos tém cores distintas,
pintamos 0 segmento de verde. Feito isto, existem exatamente 20 segmentos verdes.

O ponto na ponta esquerda é vermel ho.

E possivel determinar com estes dados a cor do ponto na ponta direita?

Em caso afirmativo, qual a cor deste ponto?

PROBLEMA 4

Desgjamos escrever os inteiros de 1 a 10 nas casas do
desenho a0 lado de tal forma que quaisquer quatro nimeros
alinhados aparecem em ordem crescente ou decrescente.

a) Mostre uma maneira de dispor 0s nimeros respeitando
estas condicdes.

b) Quais nimeros podem aparecer nas pontas da estrela?

¢) Quais nimeros podem aparecer nas outras cinco posi ¢des?

PROBLEMA 5
Qual é o menor inteiro positivo que € o dobro de um cubo e o quintuplo de um quadrado?

PROBLEMA 6
Qual é o maior inteiro positivo n ta que os restos das divisdes de 154, 238 e 334 por n séo
iguais?



XXIl OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA
Segunda Fase — Nivel 2 (7. e 82 séries)

PROBLEMA 1
Qual é o menor inteiro positivo que € o dobro de um cubo e o quintuplo de um quadrado?

PROBLEMA 2
De quantas maneiras diferentes podemos construir um paral elepipedo usando exatamente 216

blocos cubicos de medidas 1 x 1 x 1?
Obs: Blocos de dimensfes2 x 3 x 36 e 2 x 36 x 3 devem ser considerados iguais.

PROBLEMA 3 F c
No retangulo ABCD, E é o ponto médio do
lado BC e F é o ponto médio do lado CD. A
intersecdo de DE com FB é G. E

|
O angulo EAF mede 20°. Quanto vae o

|
angulo EGB7

PROBLEMA 4

O reténgulo a0 lado estd dividido em 9
guadrados, A, B, C, D, E, F, G, Hel. O D
guadrado A tem lado 1.

Qual é o lado do quadrado 1?

PROBLEMA 5

Listamos os inteiros de 1 a n. Desta lista apagamos o inteiro m. A média dos n — 1 nimeros
134

restantesé 11  Determinenem.

PROBLEMA 6

O campeonato Venusiano de futebol é disputado por 10 times, em dois turnos. Em cada turno
cada equipe joga uma vez contra cada uma das outras. Suponha que o Vulcano FC vencga todas
as partidas do 1°. turno. Caso ndo venga o 2°. turno, o Vulcano FC jogara uma final contra o
vencedor do 2°. turno, na qua terd vantagem caso fagca mais pontos que o adversario durante
todo o campeonato (vitériavale 3 pontos, empate vale 1 ponto e derrota O pontos).

a) Determine o menor n tal que, se o Vulcano FC fizer exatamente n pontos no segundo
turno, garantirq pelo menos a vantagem na fina (independente de contra quem e com que
placares conquiste os n pontos).

b) Determine 0 menor nta que, se 0 Vulcano FC fizer pelo menos n pontos no segundo turno,
garantir4 pelo menos a vantagem na fina (independente de contra quem e com que placares
conquiste os n pontos).



XXIl OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA
Segunda Fase — Nivel 3 (Ensino Médio)

PROBLEMA 1
Qual é o menor inteiro positivo que € o dobro de um cubo e o quintuplo de um quadrado?

PROBLEMA 2

O retdhgulo a0 lado esta dividido em 9
quadrados, A, B, C, D, E, F, G, Hel. O
quadrado A tem lado 1. D

Qual éo lado do quadrado 1?
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PROBLEMA 3
O trapézio ABCD tem bases AB e CD. O lado DA mede x e o lado BC mede 2x. A soma dos

| 0 |
angulos DAB e ABC ¢ 120°. Determine o angulo DAB .

PROBLEMA 4

O campeonato Venusiano de futebol é disputado por 10 times, em dois turnos. Em cada turno
cada equipe joga uma vez contra cada uma das outras. Suponha que o Vulcano FC venga todas
as partidas do 1°. turno. Caso ndo venga o 2°. turno, o Vulcano FC jogara uma final contra o
vencedor do 2°. turno, na qua terd vantagem caso faca mais pontos que o adversario durante
todo o campeonato (vitériavale 3 pontos, empate vale 1 ponto e derrota O pontos).

a) Determine o menor n tal que, se o Vulcano FC fizer exatamente n pontos no segundo
turno, garantirq pelo menos a vantagem na fina (independente de contra quem e com que
placares conquiste os n pontos).

b) Determine 0 menor nta que, se 0 Vulcano FC fizer pelo menos n pontos no segundo turno,
garantir4 pelo menos a vantagem na fina (independente de contra quem e com que placares
conquiste os n pontos).

PROBLEMA 5

O nimero |
P

1+—2+—2+\/1+—2+—2+___+\/1+ 2+—12
1 2 2° 3 2000° 2001 & raciona; escreva—o na

forma 9 ,peqinteros.

PROBLEMA 6

Para efetuar um sorteio entre os n alunos de uma escola (n > 1) se adota 0 seguinte
procedimento. Os alunos sdo colocados em roda e inicia—se uma contagem da forma "um,
DOIS, um, DOIS,...". Cada vez que se diz DOIS o auno correspondente € eliminado e sai da
roda. A contagem prossegue até que sobre um Unico auno, que é o escolhido.

a) Para que vaores de n o aluno escolhido é aquele por quem comegou o sorteio?

b) Se ha 192 aunos narodainicial, qual € aposi¢éo narodado auno escolhido?



SOLUCOES DO PRIMEIRO NiVEL

Solucéo do Problema 1: )
Sejam @<b<C a5 dimensdes do paraeepipedo. Temos que® P:cH! * ¢ abc=24. como
abczaaa - a’<24, {505 252, ousgad=loua=2

Se a=ZL bc =24. As pOSSIbIIIda‘deS para b e ¢ s% bzleC:24; b=2€C=lZ;
b=3ec=8 b=4ec=6.

Se @= 2 bc=12. Ag nossibilidades parab e c com D=2 g5 P=2€¢=6 b=3ec=4.
Assim, h4d 6 maneiras de construirmos o paral €l epipedo.

Solucéo do Problema 2:

O guadrado A medida de lado 1cm enguanto que o quadrado B tem medida de lado 9cm. Dai
gue as longitudes dos lados dos quadrados restantes si0:

C =10cm G =4cm.

F=7cm E =8cm.

D = 14cm. | = 18cm.

Solucéo do Problema 3:

Temos gue os segmentos verdes dividem os pontos da reta em conjuntos de pontos com cores
iguais, sendo que o primeiro conjunto & esquerda contém pontos vermelhos, 0 segundo
conjunto contém pontos azuis, o terceiro conjunto contém pontos vermelhos, e assim por
diante. Como ha 20 segmentos verdes, temos 21 conjuntos de pontos.

Assim, como o 21° conjunto contém pontos vermelhos, o ponto na ponta direita é vermel ho.

Solucéo do Problema 4:

1) 1 e 2 ocupam pontas vizinhas. E f&cil ver que colocando 0 2 no meio ou em uma ponta
"oposta'a 1 o problema ndo tem solucéo.

2) 9 e 10 ocupam pontas vizinhas. Pelo mesmo raciocinio anterior.

3) Umavez que 1 e 2 estdo colocados 0 3 estd no meio, entreo 1 e o 2. Observe que colocar
0 3 em qualquer outra posi¢do leva a um absurdo.

4) Umavez que 1, 2 e 3 estéo colocados, ficaclaro que 0 4 é vizinho ao 3.

5) Se 1, 2, 3 e4 jaestdo colocados, 5 pode estar no meio ou em uma ponta, € 0 mesmo
ocorre com o 6. (ver figuras) Quando um deles esta numa ponta, o outro estd no meio.

6) O 7 estAno meio.

Respostas:

a) Ver figuras

b) 1, 2, 9 e 10 obrigatdrios mais 5 ou 6.
c) 3, 4, 7, 8 obrigatérios mais 5 ou 6.



Solucéo do Problema 5:

Decomponha N em primos = 2%3%
Dobro de um cubo quer dizer que todos os & séo multiplos de 3 exceto a; que deixa resto 1 na

divisdo por 3.
Quintuplo de um quadrado quer dizer que todos sdo pares exceto as.
Os menores expoentes possiveis sdo entdo a; = 4; as = 3 e 0soutros a = a; =...= 0.

Resposta: N = 2* 5° = 2000.

Solucéo do Problema 6:

Dois nimeros deixam 0 mesmo resto quando divididos por n se e sO se sua diferenca €
multipla de n. Logo, as diferencas 238 — 154 = 84 e 334 — 238 = 96 sdo ambas multiplas de n.
Como n € o maior possivel, concluimos que n deve ser 0 maior divisor comum de 84 e 96, que
éel12.

SOLUCOES DO SEGUNDO NIVEL

Solucéo do Problema 1

DecomponhaN em primos = 2%3%...

Dobro de um cubo quer dizer que todos os a sdo multiplos de 3 exceto a que deixaresto 1 na
divisdo por 3.

Quintuplo de um quadrado quer dizer que todos sdo pares exceto as.

Os menores exponentes possiveis sdo entdo a, = 4; as = 3 e 0s outros az = a7 =...= 0.

Resposta: N = 2* 5% = 2000.

Solucéo do Problema 2

Sejam 2= b<C as medides do paralel epipedo. Temos entdo que a, b e ¢ sdo inteiros positivos
eabC:216_

Como ablc=alala - agaea|216, temos @=L a=2,a=3 a=4oua=6.

Se @=L temos b€ =216. As possibilidades neste caso sio © =1 € ¢ =216, b=2 e c=108;
b=3ec=72; b=4ec=54 b=6ec=36b=8ec=27;b=9ec=24 b=12 e c=18.
Se azz’temos b[&=108
b=2ec=54b=3ec=36
b=4ec=27, b=6 e c=18 b=9 ec=12.

Se 273 temos PE=720m D23, Temos entBo as  possibilidades
b=3ec=24b=4ec=18;

b=6ec=12 b=8e c=9.

Se 273 temos PE=720m D23, Temos entBo as possibilidades
b=3ec=24b=4ec=18;

b=6ec=12 b=8e c=9.

Se 24 tamos PC=54, com b24. Nege caso temos uma 6 solugdo, que é
b=6ec=9

Se @ 6.3 tnicasolugao ¢ D= =6.

Temos, assim, 19 maneiras de construirmos o para el epipedo.

com P22 Temos entfo as  possibilidades

Observagio: pode-se verificar que o nimero de solugdes de P€ = I com b= Cnaturais, &
rd(n)o
E 2 % onde [X]denota 0 menor nimero inteiro maior ou igual a X € d(n) € 0 nimero de

(21e)_ g
divisores de n. Assim, bEl7=216temg 2 H solugdes; PLE=108 com b=2 tem



rd(08)0

-1=5
2 solugBes  (descontamos agui a solugio P=1 ec=108). blE=72 o
(2o ,_,
b=>3 tem E 2 E g)|ug(’jes (diminamos b=5ec=72eb=2 eC:36);
(54)0 3=1

= H 2 - P b=1 b=2eb=3

ble=54 com b24 tem solucdo (eliminamos : ) e
i (36)0 4=1

. 52 8%

bl&=36 com b=6 tem solucdo (dimina-seb =1, 2,3 ou 4).

Solucéo do Problema 3:
F

: c ) FAD=FBC=x
G A A
E 2) EAB=EDC=y O x+y=70C
- X DEC=90-y=0+x
A 5 90° — (x+y) =0 [ 8 =20°

Solucéo do Problema 4

Segjaxolado deB. O lado de

C =x-1, D=x+5, E=x-1, F=x-2, G=4, H=2x-3,
| =x+ 9 (=D + G) mastambém é3x -9 (=F + H - G).

Assimx+9=3x—-9ex=9. Donde, olado del é 18.

Solucéo do Problema 5:

A média aritmética dos inteiros de 1 a n € (n+1)/2. Quando se apaga um destes nimeros, a
menor média possivel € a dos nimeros de 1 a(n—1), que én/2, e amaior € ados nimeros de 2
an, queéen/2 +1.

Nep2Nyy 2224 <n<2s?

Logo, deve-se ter 2 11 2 gue fornece 11 11 e, portanto, n éigual a 23 ou
24. Mas a média dos nimeros restantes € uma fragdo de denominador 11. Logo, a quantidade de
ndmeros que restam no quadro deve ser mlltiplade 11. Portanto, n so pode ser igua a 23.

Finalmente, a soma dos nimeros que restam é 22 x 12 2/11 = 268.

A somados nimerosde 1 a 23 é 23 x 12 = 276.

Logo, o nimero apagado foi m= 276 — 268 = 8.

Solucéo do Problema 6:

No pior caso, 0 2°. colocado do 1°. turno faz 24 pontos no 1°. turno. Se o Vulcano FC fizer 23
pontos no 2°. turno, ele ganhard 7 jogos e empatara 2, e 0 2°. colocado no 1°. turno chegard a
um maximo de 25 pontos (pois no méximo empatard com o Vulcano FC) no segundo turno.
Assim, o Vulcano FC terd vantagem na decisdo, nesse caso.

Note que se 0 Vulcano FC fizer 24 pontos no 2°. turno perdendo para o 2°. colocado do 1°.
turno, este pode fazer 27 pontos no 2°. turno e ganhar a vantagem para a deciséo.

Se 0 Vulcano FC fizer 22 pontos ou menos e o Klingon FC tiver feito 24 pontos no 10. turno
poderd fazer 27 pontos no 20. turno, somando 51 pontos, mais que 0s 49 (ou menos) pontos
do Vulcano FC.

Assim, aresposta da segunda pergunta é n = 25, enquanto aresposta da 12. pergunta é n = 23.



SOLUCOES DO TERCEIRO NIVEL

Solucéo do Problema 1:
Veja Solucéo do problema 1 do nivel 2.

Solucéo do Problema 2:
Veja Solucéo do problema 4 do nivel 2.

Solucgéo do Problema 3:

Tracemos DM // BC (vide figura abaixo). Como JAMD = [JABC e ODAM + OAMD = [ODAM +
OABC = 120° tem—se que JADM = 60°. Como AD = x e BC = 2x, sendo P o ponto médio de DM,
entdo, AD = DP = x e ADP é um tridngulo equilétero, isto é, AP = a. Portanto APM é um tridngulo
isosceles com entdo OPAM = OAMP e como [ODPA é um angulo externo do tridngulo APM temos
60° = ODPA = OPAM + OAMP = 2. JAMP = 2. JABC. Portanto, 0ABC =30° e ODAB =120° -
OABC = 90°.

Solucéo do Problema 4:
Veja Solucéo do problema 6 do nivel 2.

Solucéo do Problema 5:
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Solucéo do Problema 6:

a) Para que o primeiro da fila sgja 0 escolhido é preciso, antes de mais nada, que hgja um
nimero par de alunos (caso contrério, ele sera eliminado quando comegar a segunda rodada).
Mais precisamente, o primeiro da fila € o escolhido se e sO se, a cada rodada, a fila tem um
nimero par de aunos. Portanto, o primeiro dafila € escolhido se e s se 0 nimero de alunos é
uma poténcia de 2.

b) Como 192 = 2¢ . 3, nas primeiras 6 rodadas a filatem um nimero par de alunos. Apés estas
6 rodadas, a fila se reduz a trés alunos e é fécil verificar que o escolhido € o terceiro deles.
Resta, portanto, determinar quem sdo 0s alunos que restam apos as primeiras 6 rodadas. Na
primeira rodada, sobrevivem 1, 5, 9, ..., 189. De um modo geral, sobrevivem a rodada de
ordem n (n = 1, 2, ..., 6) 0s nimeros da forma 2" + 1. Portanto, ap6s 6 rodadas os
sobreviventes sdo 1, 65 e 129 e o aluno escolhido é o de nimero 129.



