XX OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA
Terceira Fase — Nivel 1

Instrucdes:

¢ A duracao da prova € de 4 horas e 30 minutos.

¢ Nao é permitido o uso de calculadora nem consulta a livros ou notas.
¢ Vocé pode solicitar papel para rascunho.

¢ Todas as suas solu¢cbes devem ser justificadas.

PROBLEMA 1

Considere a tabela 3 x 3 abaixo, onde todas as casas, inicialmente, contém zeros:

0} 0] O
00| O
00| O

Para alterar os nimeros da tabela, é permitida a seguinte operacdo: escolher uma sub-
tabela
2 x 2 formada por casas adjacentes, e somar 1 a todos 0s seus niumeros.

a) Diga se é possivel, apés uma sequéncia de operagdes permitidas, chegar a tabela
abaixo:
7192
15 | 25 | 12
8 |18 | 10
b) Complete o quadro abaixo, sabendo que foi obtido por uma sequiéncia de operacdes
permitidas:
14
19 | 36
14

PROBLEMA 2



Encontre uma maneira de se escrever os algarismos de 1 a 9 em seqiiéncia, de forma que
0s numeros determinados por quaisquer dois algarismos consecutivos sejam divisiveis ou
por 7 ou por 13.

PROBLEMA 3

Em um jogo existem 20 buracos vazios em fila e o jogador deve colocar um pino em cada
buraco de acordo com as seguintes regras:

a) Se colocar um pino em um buraco e se os dois buracos vizinhos estiverem vazios, o
pino permanece.

b) Se colocar um pino em um buraco e se um dos buracos vizinhos estiver ocupado, o
pino deste buraco vizinho deve ser retirado.

C) Se colocar um pino em um buraco e se os dois buracos vizinhos estiverem

ocupados, entdo um dos pinos vizinhos deve ser retirado.

Determine qual € o nUmero maximo de pinos que podem ser colocados.

PROBLEMA 4

Sete numeros naturais sdo escritos em circulo. Sabe-se que, em cada par de ndmeros
vizinhos, um deles divide o outro. Mostre que h& dois nimeros néo vizinhos com a mesma
propriedade (isto é: um deles divide o outro).



XX OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA
Terceira Fase — Nivel 2
Instrucdes:
¢ A duracao da prova € de 4 horas e 30 minutos.
¢ Na&o é permitido o uso de calculadora nem consulta a livros ou notas.

¢ Vocé pode solicitar papel para rascunho.
¢ Todas as suas solugbes devem ser justificadas.

PROBLEMA 1

Prove que em qualquer pentagono convexo existem dois angulos internos consecutivos
cuja soma é maior ou igual a 216°.

PROBLEMA 2

No triangulo ABC, D é o ponto médio de AB e E o ponto do lado BC tal que BE = 2 [EC.

| 0O |
Dado que os angulos ADC e BAE s5p iguais, encontre o angulo BAC,

PROBLEMA 3

Em um jogo existem 20 buracos vazios em fila e o jogador deve colocar um pino em cada
buraco de acordo com as seguintes regras:

d) Se colocar um pino em um buraco e se os dois buracos vizinhos estiverem vazios, o
pino permanece.

e) Se colocar um pino em um buraco e se um dos buracos vizinhos estiver ocupado, o
pino deste buraco vizinho deve ser retirado.

f) Se colocar um pino em um buraco e se os dois buracos vizinhos estiverem

ocupados, entdo um dos pinos vizinhos deve ser retirado.

Determine qual € o nUmero maximo de pinos que podem ser colocados.

PROBLEMA 4

Sao dados 15 numeros naturais maiores que 1 e menores que 1998 tais que dois quaisquer
sdo primos entre si. Mostre que pelo menos um desses 15 nimeros é primo.



XX OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA

Terceira Fase — Nivel 3
Primeira Prova.

Instrucdes:

¢ A duracao da prova é de 4 horas e 30 minutos.

¢ Nao é permitido o uso de calculadora nem consulta a livros ou notas.
¢ Vocé pode solicitar papel para rascunho.

¢ Todas as suas solugbes devem ser justificadas.

PROBLEMA 1

Sao dados 15 ndmeros naturais maiores que 1 e menores que 1998 tais que dois quaisquer sao
primos entre si. Mostre que pelo menos um desses 15 nimeros é primo.

PROBLEMA 2

No triangulo ABC, D é o ponto médio de AB e E o ponto do lado BC tal que BE = 2 . EC. Dado que os
angulos ABC e BAE séo iguais, encontre o angulo BRC.

PROBLEMA 3

Duas pessoas disputam um jogo da maneira descrita a seguir.

Inicialmente escolhem dois ndmeros naturais: n = 2 (o nimero de rodadas) et = 1 (o incremento
maximo).

Na primeira rodada o jogador A escolhe um natural m; > 0 e, posteriormente, o jogador B escolhe um
natural positivo n; # m;.

Para 2 < k < n, na rodada k o jogador A escolhe um natural m¢com my_-; <m¢<me-; +t e
posteriormente o jogador B escolhe um natural n, com ng -1 < ng < N -1 + t. Apds essas escolhas,
nessa k — ésima rodada, o jogador A ganha mdc (mg, n«-1) pontos e o jogador B ganha mdc (my,
ny) pontos. Ganha o jogo o jogador com maior pontuacdo total ao fim das n rodadas. Em caso de
pontuacdes totais iguais o jogador A é considerado vencedor.

Para cada escolha de n e t, determine qual dos jogadores possui estratégia vencedora.



XX OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA

Terceira Fase — Nivel 3
Segunda Prova.

Instrucdes:

¢ A duracao da prova € de 4 horas e 30 minutos.

¢ Nao é permitido o uso de calculadora nem consulta a livros ou notas.
¢ Vocé pode solicitar papel para rascunho.

¢ Todas as suas solugbes devem ser justificadas.

PROBLEMA 4

Dois meninos jogam o seguinte jogo. O primeiro escolhe dois nimeros inteiros diferentes de zero e o
segundo monta uma equacao do segundo grau usando como coeficientes os dois nimeros escolhidos
pelo primeiro jogador e 1998, na ordem que quiser (ou seja, se o primeiro jogador escolhe a e b o

2 — 2 —
segundo jogador pode montar a equacao 1998x" +ax+b =0, ou bx" +1998x +a=0, etc.)
O primeiro jogador é considerado vencedor se a equagao tiver duas raizes racionais diferentes.
Mostre que o primeiro jogador pode ganhar sempre.

PROBLEMA 5

Determine todas as funcdes f : N - N que satisfazem
f (2f (X)) =x+1998 paratodox[IN ={01,2,...}.

PROBLEMA 6

Dois matematicos, perdidos em Berlim, chegam a esquina da rua Barbarossa com a rua
Martin Luther, e precisam chegar & esquina da rua Meininger com a rua Martin Luther.
Infelizmente eles ndo sabem para que lado fica a rua Meininger, nem a que distancia ela



esta, e eles sdo obrigados portanto a ir e voltar ao longo da rua Martin Luther até chegaram
a esquina desejada.

Qual é o menor valor para o numero positivo K tal que eles podem ter certeza de que se ha
N quarteirdes (ou quadras) entre as ruas Barbarossa e Meininger entdo eles conseguem
chegar ao destino andando no maximo KN quarteirbes (ou quadras)?



