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Capitulo 1

Dominés e ¢g-contagem

A idéia basica da g¢-contagem é simples: ao invés de contarmos os elementos
de um conjunto diretamente (como em combinatdria “cldssica”) introduzimos no
problema um indice e usamos este indice como o expoente de uma varidvel auxiliar
g. Assim, ao invés de tentarmos encontrar inteiros tentamos agora encontrar
polinémios ou séries formais em q. A estrutura algébrica que ganhamos com
a mudancga pode ser muito util. Este método ja é tradicional mas ganhou novo
impeto com as idéis recentes de matematica quantica; por isso as vezes 0 Processo
de introduzir a variavel q é conhecido como quantizar o problema.

Ao invés de tentarmos discutir estas idéias em abstrato, vamos estudar alguns
exemplos. Primeiro veremos com certo detalhe a ¢g-versao de um dos objetos mais
tradicionais da combinatéria: o tridngulo de Pascal. Depois estudaremos outros
problemas de g-contagem relacionados com coberturas por dominds de regides
quadriculadas.

1.1 Numeros binomiais

Vamos comegar com uma definicao usual.

Definicao 1.1: Definimos os niimeros binomiais pela formula

() = sy

Outras possiveis definicoes sao a recursiva e a algébrica, que enunciaremos
€cOmMo proposicoes.

Proposicao 1.2: Os nimeros binomiais satisfazem

() =(1)+ () mae

5
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0 1, sem =0,

m 0, caso contrario.
Além disso, a unica fungao de N X Z que satisfaz esta recorréncia com estas
condigdes iniciais é ().
Dem: Inducao. |

Proposigao 1.3: (Binomio de Newton) Para todo n € N vale a identidade de
polinémios

xX+y)yr= Y (;) Xmyn-m,

0<m<n

Dem: Inducio. |

Observemos ainda que

(:c) w(@—1)-(z — (m—1))

m m)!

é um polinomio de grau m na variavel z. Definimos assim mais geralmente

<x) | [etebeletmt) g g >
m) 0, se m < 0.

para qualquer z € C (ou mesmo em outro corpo qualquer) e m € Z. A identidade

()= ()= ()

ainda vale para quaisquer valores de x e m.

Existem intimeras interpretacoes combinatdrias para nimeros binomiais: a
mais conhecida é que (7’;) é o numero de subconjuntos de m elementos de um
conjunto de n elementos dado (por exemplo, {1,2,...,n}). Outra interpretagao
interessante é como o nimero de caminhos de comprimento n (o valor minimo)
ligando (0, m) e (n —m,0) andando sempre por retas verticais ou horizontais in-
teiras, conforme ilustrado abaixo. Uma demonstracao bijetiva deste fato consiste
em tomar para cada caminho o conjunto das posi¢oes ao longo do caminho dos
segmentos verticais: este é um subconjunto de m elementos de {1,2,... ,n}. O
caminho na figura abaixo corresponde ao subconjunto {2,3,5,10,11, 14}.

Existem muitissimas identidades interessantes envolvendo nimeros binomiais.
Enunciaremos agora algumas que serao usadas mais adiante.
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Proposicao 1.4: Para quaisquer n € N, m € Z e x € C temos
. J m m—n
0<j<n

Dem: Porinducao em n, sendo trivial o cason = 0. O cason = 1 é a identidade
recursiva da Proposi¢ao 1.2 (apenas mudando o nome das varidveis):

T r—1\ [(z-1
m m ) \m-1)
Suponha a identidade demonstrada para n; para n + 1 temos
> (")
0<j<n+1 J
-2 G GC)
0<j<n+1 J 7= mn
(BOC) (200
0<j<n J m 1<j<n+1 J m
. — —i-1
-z ()C)- ( r()CY)
0<j<n J 0<j<n J
_[r—=nY\ x—n-—1\ z—(n+1)
\m-n m—-n ) —(n+1))’
o que demonstra a identidade para n 4+ 1 e conclui a demonstracao. [ |

Coroldrio 1.5: Seja n € Z um inteiro positivo e P € C[z], P(z) = Y_ a;2", um
polinémio de grau menor do que n. Entao

D (-1y (?)P(x - =Y (-1) (?) P(z —j) = 0.

JEZ 0<ji<n
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Observe que apenas um numero finito de termos do primeiro somatério sao
diferentes de 0: exatamente aqueles valores considerados no segundo somatorio.

Dem: Podemos escrever

Pz)= Y b <";”>

0<i<n

donde, pela proposicao anterior,

(-2 (2 ()(7))

Proposicao 1.6: Para quaisquer naturais a, b, c temos

b+c b+c . b+c
Ebi% g’éi%; . g”tﬁzlg o
det bT1 b b+(?*2 — H w
( b—;—c ) ( b-;—c ) (bjrc) 0<i<a,0<j<b,0<k<c 1+j+k+1
b—a+1 b—a+2 e b

Observe que a matriz é quadrada de ordem a. Observe também que do lado
direito os papéis de a, b e ¢ sao intercambiaveis, o que nao ocorre do lado esquerdo.
Por outro lado, o lado esquerdo é claramente inteiro; o leitor pode tentar mostrar
diretamente que o lado direito é inteiro.

Na demonstracao da proposi¢ao usaremos a equagao
(n) S (—n—i— m — 1)’
m m

Dem: Os casos a =0 e a =1 sdo triviais. Definamos

() )
+c

e B G IR N

(bfzi1) (bf:iQ) ("ZC)

de facil demonstracao.

M(a,b,c) =
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por inducao basta mostrar que

det M(a,bc) _ ("))

det M(a —1,b,¢c) (e

pois
(arbrety a+j+k+1
Defina

P(x):<c;i—1kx)<—ab+x);

P € C[z] é um polinémio de grau b + ¢ — 1. Observe que as raizes de P sao
—c+1,—c+2,...,-2,—1ea,a+1,... ,a+b—2,a+ b— 1; observe também

que
P(~c) = (C__ll) (_“b_ ) = (1)t ( 0 I 1).

Seja v € C* um vetor cuja i-ésima coordenada ¢ v; = (—1)'P(a — 1 — i) (i varia
de0aa—1):

v = <(a1‘f;2> <;1>,_(a—2513> (—b?)7 7(_1)a—1<2: 1) <—ba)> |
Temos
Va1 = (—1)*T01 (CL + l; - 1)

pois () = (—l)b(“+2_1). Observe que as coordenadas de v sdo todas nao nulas.
Vamos calcular o produto w = M(a, b, ¢)v.

Calculemos a i-ésima coordenada w; de w. Temos, por uma simples mudanca
de indices,

wi= Y (-1)j<bfjjj)P(a—1—j)

0<j<a

:(—1)”_iZb—i§k<a+b—i(—1)k<bZC>P(a+b—z'—k—1).

Mas pelo corolario temos
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donde
w; = (=1)"7*(S; + 5F)

onde

si= % (—1)k(bZC)P(a+b—¢—k—1)

a+b—i<k<b+c

Masse 0 <k <b—itemosa < a+b—i—k—1 < a+b, assim P se anula em todos
os termos do somatério que define S;” e temos S; = 0 para qualquer valor de 3.
Por outro lado, set < a—2ea+b—i < k < b+ctemos —c+1 < a+b—i—k—1 <0
e P se anula agora em todos os termos do somatério que define S;". Assim temos
w; =0 parai < a—1. Se i =a — 1, o tinico termo do somatério S; que ndo se
anula é para kK = b+ c e temos

St = (=1)t* <b+ C)P(_C) _ _<a+b:c— 1)

b+c

0ot :(_1)a+b_1(a+b—gc—1).

Temos assim w = (—1)@t0-1(“*re e, .

Podemos escrever v = (M (a, b, c))~'w donde

a-l—b—i—c—1>_1
v.

(M(a, b, C))_lea_l = (_1)a+b—1 ( )

Assim, a entrada (a — 1,a — 1) de (M(a,b,c))"* é (“J’Z_l)/(“btc_l). Mas por

Cramer esta entrada é det M(a — 1,b,¢)/ det M(a, b, c), o que conclui a demons-
tracao. |

1.2 Numeros binomiais e ¢g-contagem

Na se¢ao anterior supomos que o leitor conhecia a fungao fatorial. Vamos comecar
esta secdo definindo (n!),.

Definicao 1.7: Seja n um natural; definimos
_¢"—1 ¢ -1 -1 ¢-1
Cg—1 ¢-1 g—1 ¢g—1

(n!)g
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E claro que podemos também definir recursivamente (0!), = 1,

(nl)g = qqn__ll (n =1 = (""" + "7+ +a+1)((n = 1)),

Vejamos agora uma interpretacao combinatéria para estes polindémios.

Lembramos que n! é o nimero de permutacoes de {1,2,...,n}. Definimos o
niimero de inversées i(m) de uma permutagao m como sendo o niimero de pares
(,7) com 1 < i < j <mn tais que 7() > 7(j).

Proposicao 1.8: Seja n um natural; temos

Z ¢ = (),

TESR

Ou seja, o polinémio (n!), serve para g-contar as permutaces m com relacdo
a este indice (7).

Dem: Usando indugao, basta mostrar que

Z qi(W) :(1+q+...+q") Zqi(ﬁ)'

WESn+1 TESR

Pensando em permutagoes como listas de nimeros, um elemento de S, é obtido
a partir de um elemento de S,, inserindo o niimero n + 1 em alguma posicao. Se
n + 1 for inserido no final, ndo criamos nenhuma nova inversao; se for inserido
na pentltima posicao, criamos uma inversao e finalmente se for inserido no inicio
criamos n inversoes. Em geral, a partir de uma permutacao com k inversoes
criamos n—+ 1 permutacoes com k,k+1,...k-+n novas inversoes, o que demonstra
nossa férmula para (n!),. [

Definicao 1.9: Sejam n e m inteiros. Definimos

( "—1)( n—l_l)___( n—m+1_1)
n } (qm—ql)(qm‘l—lg---(q—l) , sem >0,
< ) =41 sem =0,
q

0, se m < 0.

Assim (’::L)q € C(q) fica definido para quaisquer n, m inteiros. Observe que
substituindo ¢ por 1 recuperamos os numeros binomiais. Observe também que
quando n é natural e 0 < m < n temos

(Zz)q = e oy
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Estas definicbes podem ser estendidas a dominios ainda maiores mas isto estd
fora de nossos interesses neste capitulo.

Proposicao 1.10: Sejam n e m um inteiros. Temos

(22,7 (),
m + q m/, m —+ q
_(n — n
“ (o) 7 ().

Dem: Basta substituir. [ |

No caso classico, vimos que (;) ¢ um polinomio de grau m na variavel z. No
nosso caso, podemos fazer uma afirmacao semelhante. Para todo natural m existe
um polinémio P,, € C(¢)[X]| de grau m na varidvel X tal que (::L)q = P.(q")
para todo inteiro n. De fato,

(X -1D)(X/g=1)---(X/g™ ' =1)
(=1 t=1)---(¢—1)

Mais geralmente, se Q € C(¢)[X] tem grau menor ou igual a m na varidvel X
entao existem by, ... ,b, € C(q) tais que

Q") = Z bi<7;)q

0<i<m

Pn(X) =

para todo inteiro n.
Vejamos agora interpretagoes combinatérias para (:L)q. Para isso voltemos

a interpretacao de (Z) como o numero de caminhos ligando vértices em um
retangulo de lados m e n — m. Para (;)q, cada caminho contribui com ¢,
onde a é a area abaixo do caminho. Para um subconjunto de m elementos de
{1,2,...n}, portanto, o expoente de ¢ é a soma dos elementos do subconjunto
menos 1+2+---4+m =m(m+1)/2. Assim, o caminho na nossa figura na se¢ao
anterior corresponde a um termo de ¢?*. O leitor pode verificar diretamente, por
exemplo, que

(;1) =¢"+¢ +2¢° +q+1.
q

Um raciocinio combinatério simples nos da a férmula de recorréncia, demons-
trando que nossa interpretagdo é correta. Seja (provisoriamente) F'(a,b) o po-
lindmio em ¢ definido como acima em um retangulo a x b. Se a =0 ou b =10
temos F'(a,b) = (“+b)q = 1. Se a,b > 1, o ultimo trecho do caminho pode ser

a
vertical ou horizontal. Se for horizontal, retirando este ultimo trecho temos um
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caminho de mesma drea em um retangulo a x (b — 1). Se for vertical, retirando
este 1ltimo trecho temos um caminho em um retangulo (¢ — 1) X b, mas a érea
diminuiu de b. Somando estas contribuicoes temos

F(a,b) = F(a,b—1)+¢"F(a —1,b)

0 que é equivalente a recorréncia da proposig¢ao 1.10.

Esta interpretacao é ttil para ajudar a ver alguns fatos béasicos sobre (;L)q.

Refletindo o retangulo (e os caminhos) na diagonal x = y temos (::L)q = (nfm)q.

O grau de (:1)(1 é m(n —m), a drea total do retangulo; os coeficientes de 1 e de

¢™"=™) s3o ambos iguais a 1, correspondendo aos caminhos no extremo de baixo
e de cima. Girando o caminho de meia volta ao redor do centro do retangulo
trocamos o valor da drea de i por m(n —m) — i: isto prova que os coeficientes de
¢' e de ¢™™ ™)~ 530 sempre iguais.

Existe uma outra definicao combinatéria importante para g-nimeros bino-
miais usando algebra linear sobre corpos finitos.

Proposicao 1.11:  Seja F, o corpo finito com ¢ elementos (onde q é uma
poténcia de primo) e seja V um F,-espacgo vetorial de dimensao n; V tem exata-
mente (Z)q subespacos W de dimensao m.

Observemos que aqui, pela primeira vez, ¢ deixa de ser uma variavel pura-
mente formal e passa a assumir valores inteiros, de tal forma que (;‘L)q passa
também a assumir valores inteiros. Daremos duas demonstracoes independentes
para esta nova interpretacdo combinatoria de (::L)q: uma por inducao, usando
as formulas de recorréncia, e outra relacionando mais diretamente este problema
combinatério com o primeiro (que fala de caminhos em uma grade).

Dem: A demonstracio é por indugdo. Chamamos provisoriamente de f(n, m, q)
o numero de subespacos de dimensao m de V' = ;. Como s6 existe um subespago
de dimensao 0 e um subespago de dimensdo n, temos f(n,0,q) = f(n,n,q) =1
para todo n > 0. Para calcular f(n+1,m +1,¢), consideremos V; =F, C V =
Fg“. Seja W C V um subespaco de dimensao m+1; a dimensao de W, = WnNV;
pode ser m ou m + 1. No primeiro caso temos f(n,m,q) possiveis W; e cada
um deles precisa ser engordado com um elemento de V' — V; para virar um W:
existem ¢"™! — ¢" = ¢"(q — 1) elementos de V — Vi mas cada W ¢ gerado por
g™ — g™ = ¢™(g—1) destes elementos. Assim, temos ¢"~™f(n, m, q) subespagos
W para os quais W N'V; tem dimensdo m. Por outro lado, temos f(n,m + 1, q)
subespacos W para os quais esta dimensao é m + 1; somando os dois casos temos

fln+1,m+1,q)=q¢""f(n,m,q)+ f(n,m+1,q);
como esta recorréncia € a mesma que encontramos para (;”L)q e as condicoes iniciais

também sdo as mesmas temos f(n,m,q) = (:a)q'
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Para a segunda demonstragao, lembramos que podemos descrever um subes-
paco W (de dimensao m) de K™ (onde K é um corpo) via uma matriz A € K™*"
de posto m: W é o espaco gerado pelas linhas de A. Para cada subespaco W
existem muitas matrizes A correspondentes: mais precisamente, duas matrizes
Aq e Ay definem o mesmo subespaco W se e somente se existe uma matriz qua-
drada inversivel B com A; = BA,. A forma usual de tomar um representante
de cada classe de equivaléncia é considerar matrizes escalonadas por linhas, i.e.,
para cada A € K™*™ de posto m existe uma uUnica matriz inversivel B tal que
BA é escalonada por linhas. Lembramos que uma matriz escalonada por linhas
é aquela que satisfaz as seguintes condicoes:

e 0 primeiro elemento nao nulo de cada linha é sempre 1,

e em uma coluna onde aparece o primeiro elemento nao nulo de uma linha
todos os outros elementos sao iguais a 0,

e se a linha 7; estda acima da linha 75, 0 primeiro elemento nao nulo da linha
11 aparece antes do primeiro elemento nao nulo da linha ..

Um exemplo talvez torne mais claro o significado destas condicoes; a matriz

01 = 0 0 =
A=10 0 0 1 0 =
00001 =

é escalonada por linhas, onde os *’s indicam posi¢oes que podem ser preenchidas
com qualquer elemento de K. Chamemos de tipo de W (ou de A) ao conjunto
dos indices (j) das colunas onde aparece o primeiro elemento nao nulo de al-
guma linha: o exemplo acima tem tipo {2,4,5}; mais precisamente, variando o
valor dos #’s temos todas as matrizes A de tipo {2,4,5}. Os tipos possiveis sao
os subespagos de m elementos de {1,2,...n}, que equivalem aos caminhos em
um retangulo de m linhas e n — m colunas: este caminho é obtido a partir da
matriz jogando fora as colunas onde aparece o primeiro elemento nao nulo de al-
guma linha (estas colunas sao obrigatoriamente preenchidas pelos vetores da base
candnica) e separando as posi¢oes 0 (onde devemos obrigatoriamente escrever 0)
das posicoes * (onde temos liberdade de escrever qualquer elemento de K). O
caminho correspondente & matriz A acima estd indicado a seguir. [ |

Vejamos agora resultados analogos aos da primeira se¢ao.

Proposigcao 1.12: Para quaisquer n € N, m,{ € 7 temos

5ol (), ()
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Dem: Porinduc¢ao em n, sendo trivial o cason = 0. O cason = 1 é a identidade
recursiva da Proposi¢ao 1.10 (apenas mudando o nome das varidveis):

(), (), 7 (),

Suponha a identidade demonstrada para n; para n 4+ 1 temos

> (") (),
- 3 et () s () ) (),

F () ()0 5w (7)),

1<j<nt1

- O;n(_1)jq(£) (?)q <£T_nj)q e O;n(_wq(é) (?),,(E _;_ 1)q

m-n/, m-n ), m—(n+1)/,

o que demonstra a identidade para n 4+ 1 e conclui a demonstracao. [ |

Observe a total analogia entre a Proposicao 1.4 e a Proposicao 1.12; até a
demonstracao da proposicao mais geral é obtida simplesmente inserindo ¢ nos
lugares apropriados.

Coroldrio 1.13: Seja n um inteiro positivo e P € C(q)[X]| um polinémio de
grau menor do que n em X. Entao

Sa®(5) P = 3 vl () Py =o

jez J 0<j<n J

Dem: Andloga a do Corolario 1.5, usando a Proposicao 1.12. [ |
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Finalmente, a Proposicao 1.14 abaixo é andloga a Proposigao 1.6.

Proposicao 1.14: Para quaisquer naturais a, b, ¢ temos

@), dE), G
b—1 b q b+a—2 e
ot 9(2)(2ff)q q(Q)(b:c)q O G )(Hb:jZ)q
b—a+1 ' b—a+2 : b )
o), dCEI ), e dW (),
. gtitet2 1
=0 Il e

0<i<a,0<j<b,0<k<c

Novamente o lado direito é invariante por permutacoes de a, b, ¢, 0 que nao é
evidente para o lado esquerdo. Por outro lado, o lado esquerdo é claramente um
polinémio em ¢; o leitor é convidado a tentar demonstrar diretamente que o lado
direito é um polinémio em gq.

Usaremos na demonstracao a equagao

(ZZ)Q = (g (T 1);

que vem de escrevermos

(ZrLL)q . (qn — 1)(q"*1 — 1) . (qn*m+2 _ 1)(qn7m+1 _ 1)
—ndmel)y o (gentmel —ntm-2 _ 1) ... (g nt+l — "
(), (@M= 1(gmtmz—1) e (g = 1)(g - 1)
qn -1 qn—l -1 qn—m—I—Z -1 qn_m_|_1 1
q—n -1 ) q—n—|—1 -1 T q—n—|—m—2 -1 ) q—n—I—m—l —1
n+1)7(n—'fn+l)

— (_qn)(_qn—l) .. (_qn—m+2)(_qn—m+1) — (—l)mq( 2 9

Como a demonstragdo segue muito de perto a da Proposicao 1.6 seremos um
pouco mais sucintos.

Dem: Seja

(), a0, e o),
Mq(a’ b C) _ q( 2 )(bti)q q(2) ( ‘gc)q e q( 2 )-(b+:i2)q :
LG, T, e O,

por inducao, basta mostrar que

det My(a, b, c) b (a+bijc_1) q

det My(a—1,b,c)  © ()
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P.0) = (c;ii-£>q<—ab+ E)q;

observe que P, () pode ser escrito como P(g%) onde P € C(q)[X] tem grau b+c—1.
Temos Py(—c+ 1) = Py(—c+2) = --- = Py(-2) = Py(-1) = 0, Pya) =
P(a+1)=---=Pjla+b—-2)=Pla+b—-1)=0¢e

rca = (7)) (77)7) = e (e

Seja v € (C(g))* dado por v; = (—1)*P,(a — i — 1):

Defina

v=(Pyla—1),=Pyla—=2),...,(=1)"?Py(1), (=1)""" P (0))

(25,0 (2)(E),)

va1 = (=1)*171g(F)+6) (“ N z B 1>q.

ou seja

Temos

Se w = My(a, b, c)v temos
wi= Y. (_1)jq(”‘§”)( bte ) P,(a—1—7)
0/lej<a b_Z+‘7 q

= (-1 Y (=1)kgG) (b Z C) Pla+b—i—k—1)

b—i<k<a+b—i
e usando o corolario acima temos que
_ b—itl +
wi = (1) (5 +57)
onde

sc= Y (—1)kq(§)<bzc> Pla+b—i—Fk—1)

0<k<b—1 q

st= Y (—1)kq(’§><b+°’> Pla+b—i—Fk—1).

, k
a+b—i<k<b+c
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Masse 0 < k < b—1i temos a < a+b—i—k—1 < a+b, assim P, se anula em todos
os termos do somatdério que define S; e temos S; = 0 para qualquer valor de .
Por outrolado,sei <a—1lea+b—i <k <b+ctemos —c<a+b—i—k—1<0
e P se anula agora em todos os termos do somatério que define S;". Assim temos
w; =0 parai < a—1. Se i = a — 1, o tinico termo do somatério S;" que nao se
anula é para kK = b+ c e temos

550 = (o () C)qPq(—@

@ b+c

— _g(5)=()- (1) + (1) (a +b -;)- c— 1)

q

w = (1)1 (F) =)~ (5) (a +b Z c— 1) o,

Podemos escrever v = (M,(a, b, c)) *w donde

(Mq(a, b, C))_lea_l = (_1)a+b—1q7(bgc)+(g)+(a+3+c)7(0,3_0) (

a-i-b-l—c—l) -1
; v.
q

Assim, a entrada (a — 1,a — 1) de (My(a,b,¢))™* é

Tarbre—N . — 9 T meo
(a+b:c l)q (a+btc l)q

R CORORC N E S PR O N D)

(-3 O- 03 - - 0+

¢ um polinémio de grau 2. Mas por Cramer esta
et M,(a,b, c), o que conclui a demonstragdo. W

de fato, basta observar que

()
entrada é det My(a —1,b,¢)/d

1.3 Coberturas por dominéds e por lozangos

Um problema classico de combinatéria é o de contar as coberturas por arestas de
um grafo, freqientemente de um grafo bipartido. Uma cobertura por arestas é
um conjunto de arestas do grafo tal que todo vértice é o extremo de exatamente
uma aresta do conjunto. Nao tentaremos discutir o problema nesta versao geral:
estaremos apenas interessados em grafos que, informalmente falando, sao local-
mente como Z2. O grafo Z? é o grafo infinito cujos vértices sdo pares (7, 7), com
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i,j € Z, com arestas ligando (7,7) a (i =1,j) e (4,7 £1). Nao veremos aqui a
definicao desta classe de grafos; consideraremos apenas uma subclasse ja bastante
rica, a dos subgrafos (ndo necessariamente completos) conexos e finitos de Z2. A
figura abaixo mostra exemplos de grafos deste tipo.

Uma forma 1til de desenhar este tipo de grafo é substituir cada vértice por
um quadrado unitério. Vértices vizinhos correspondem a quadrados adjacentes;
quando dois vértices vizinhos em Z? pertencem a nosso grafo mas a aresta que
os liga nao, dizemos que ha uma parede entre os quadrados. Assim, um grafo
vira uma regiao quadriculada, possivelmente com paredes internas. Os grafos da
figura anterior correspondem as regioes abaixo.

Arestas no grafo podem ser traduzidas como dominés dentro da regiao cor-
respondente: o domind cobre os quadrados associados aos vértices da aresta. Dai
nossa identificacdo entre coberturas por arestas e coberturas por dominds: uma
cobertura por dominds é simplesmente uma forma de encher uma caixa (a regiao)
com dominés. A figura abaixo mostra uma cobertura por arestas de um grafo e
a cobertura por dominds a ele associada.

Uma classe de regioes similar é a de regioes formadas por triangulos equilateros
de aresta 1; regioes deste tipo correspondem a subgrafos da “colméia infinita”
mostrada abaixo. Ao invés de dominds, devemos considerar lozangos de lado 1
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e angulos internos de /3 e 27/3; como antes, coberturas por arestas no grafo
correspondem a coberturas por lozangos na regiao: a figura abaixo mostra um
exemplo desta correspondéncia.

VAR~
! N7

Um dos nossos objetivos neste capitulo é o de mostrar como contar coberturas.
Chamando a cobertura tipica de 7', queremos assim calcular ) .. 1. Na préxima
segdo atribuiremos a cada cobertura 7" um indice h(7") que nos permitird g-contar
coberturas, i.e., calcular Y, ¢"®).
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1.4 Funcoes altura e a altura total de uma co-
bertura

Uma das ferramentas mais simples e poderosas para o estudo de coberturas por
dominds ou lozangos sao as fungoes altura. A forma mais simples de apresentar
fungoes altura é provavelmente olhar para uma cobertura por lozangos, talvez
pintando os lozangos como abaixo.

Olhando para esta figura, é quase inevitavel ver uma pilha de cubos unitarios
([DT]). Se as arestas dos cubos forem paralelas aos eixos z, y e z, a figura é
obtida projetando ortogonalmente a pilha sobre o plano z + y + 2z = 0. O valor
de r + y + z em um vértice é deduzido portanto nao pela posicao do vértice
no plano e sim pela interpretacao da figura como projecdo em um plano de um
objeto tridimensional. Ou seja, o valor de  + y + z depende da cobertura por
lozangos mas x —y, * — z ou y — z nao: x+y -+ z € nossa funcao altura. Na figura
abaixo indicamos o valor da funcdo altura e as coordenadas em R?® dos vértices
dos lozangos.

E interessante tornar independente de visualizacao o processo de obter a
funcao altura de uma cobertura de lozangos. Observemos que bordos de lo-
zangos tém trés diregoes possiveis, correspondentes aos trés eixos (em R3). Se
andamos sobre um bordo de lozango o valor da coordenada correspondente ao
eixo sobe ou desce de 1 e as demais coordenadas permanecem constantes; o valor
da funcao altura x +y—+ z deve portanto também subir ou descer de 1 dependendo
da dire¢ao, conforme indicado pelas setas na figura abaixo. Isto nos permite cal-
cular a diferenca entre o valor da funcdo altura em dois pontos: completamos a
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2(0,0.2)
3(1,0.2) 3(0,1.2)
4(2,0,2/ \ 4(0,2,2)
4(1,1.2)
2(1,0,1) 2(0,1,1)
/ i \ 3(0.2,1)
30 \ /
4(2,1,0) 4(1,2,0)
2(0,2,0)
2 (2,0,0)\ 5(221) /
3(2,1,0)\ / 3(1,2,0)
4(2,2,0)

definicao escolhendo um ponto do bordo da regidao como ponto base e declarando
que a funcao altura neste ponto é zero. Resta demonstrar que a defini¢cao acima
é consistente, i.e., que o valor da funcao altura em um dado ponto independe
da escolha do caminho ou, equivalentemente, que o aumento no valor da funcao
correspondente a um caminho fechado é sempre zero.

Vemos que as setas orientam os bordos de triangulos equilateros, no sentido
anti-horario para triangulos com vértice para a esquerda e no sentido horario
para triangulos com vértice para a direita. Se mantivermos todas as arestas este
padrao de setinhas (uma espécie de 1-forma discreta) nao pode ser integrado, i.e.,
nao existe uma funcao tal que o padrao de setinhas descreva a diferenca entre o
valor da funcdo em pontos vizinhos. Voltando a analogia com formas diferenciais,
isto ocorre porque o contorno de um tridngulo tem integral 3 ou —3, ou seja, a
forma nao é exata. Se juntarmos os tridngulos dois a dois em uma cobertura por
lozangos e eliminarmos as arestas interiores aos lozangos entao a integral ao redor
de cada lozango passa a ser 0 e a 1-forma passa a ser pelo menos fechada.

Se a regiao for simplesmente conexa podemos concluir que a 1-forma é exata
e integra-la para obter a funcao altura. Se a regiao nao for simplesmente conexa,
nem sempre podemos definir globalmente uma fun¢io altura (da mesma forma
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que nao podemos definir uma funcio argumento em R?> — {0}). Podemos ou
introduzir um corte ou definir um conceito de se¢ao altura ([STCR]). Aqui con-
sideraremos apenas regioes simplesmente conexas de modo que nao discutiremos
estas dificuldades.

Esta segunda forma de definir a funcdo altura (localmente via diferengas)
generaliza-se facilmente para dominds. Pintamos os quadrados de branco e pre-
to; definimos que ao andar pelo bordo de um dominé o valor da funcao altura
aumenta de 1 (resp., diminui de 1) se o quadrado a esquerda do caminho é branco
(resp., preto). Em outras palavras, o bordo de quadrados brancos (resp. pretos)
é orientado no sentido anti-horario (resp. horario). Como no caso dos lozangos,
isto nos permite associar uma funcgao altura a cada cobertura por dominds de uma
regiao simplesmente conexa. A figura abaixo mostra a funcao altura associada a
uma cobertura por dominds.

Funcoes altura permitem demonstrar que o espago das coberturas por lozangos
ou dominés de regioes simplesmente conexas sao conexos via alguns movimentos
simples chamados flips ([T], [STCR]). Para dominds, um flip consiste em tomar
dois dominds paralelos vizinhos formando um quadrado 2 x 2 e gird-los de 90°;
para lozangos um flip consiste em tomar trés lozangos vizinhos formando um
hexagono regular e gird-los de 60°. O que ha de especial nestes movimentos
é que eles alteram o valor da funcao altura em um tnico ponto: o centro do
quadrado ou hexdgono. Flips podem assim ser naturalmente classificados como
positivos (quando aumentam o valor da funcdo altura) ou negativos (caso con-
trario). Podemos definir a altura total de uma cobertura como sendo o niimero
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0 1 0 1
2 1
-1 R B 2
3 o
o 1
2 |2
1t 2
0 1 0 1

de flips positivos menos o nimero de flips negativos usados para chagar na co-
bertura em questao a partir de uma cobertura fixa, chamada de cobertura base.
Equivalentemente, podemos calcular a altura total de uma cobertura tomando a
funcao altura para a cobertura, subtraindo dai a funcao altura para a cobertura
base, somando o valor desta diferenca sobre todos os vértices de dominé (resp.,
lozango) e dividindo o total por 4 (resp., 3). Para o caso de coberturas por lo-
zangos, a altura total é simplesmente o nimero de cubinhos na pilha de cubos
correspondente. Denotaremos a altura total de uma cobertura 7' por h(T).

1.5 Matrizes de Kasteleyn

Kasteleyn resolveu o problema de contar coberturas por dominés de um retangulo
n X m calculando o determinante de uma matriz. Veremos como usar o determi-
nante de uma matriz K com coeficientes da forma +¢°, e € Z, para g-contar as
coberturas por dominés de uma regiao: como esta matriz é uma generalizacao da
contruida por Kasteleyn vamos chaméa-la de matriz de Kasteleyn.

Lembramos que a matriz de adjacéncia A de um grafo é uma matriz simétrica
com uma linha (e uma coluna) correspondente a cada vértice do grafo. O coefi-
ciente a;; € igual a 1 se os vértices ¢ e j forem adjacentes e 0 caso contrdrio. Se

o grafo for bipartido, teremos
0 B
4= (o 0)

desde que listemos primeiro todos os vértices brancos e depois os vértices pretos.
Assim, na matriz B, linhas correspondem a vértices brancos e colunas correspon-
dem a vértices pretos e b;; = 1 se o vértice branco ¢ é vizinho do vértice preto j e 0
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caso contrario. Na figura abaixo mostramos um exemplo de regiao quadriculada
e seu grafo bipartido correspondente. Neste exemplo

111000
101100
011010
B= 001111
000101
000O0T11

e e

)
e e
® ) 0

Cada cobertura por arestas do grafo corresponderd a um monémio nao nulo na
expansdo de det(B); o determinante serd portanto o nimero de coberturas “pa-
res” menos o nimero de coberturas “impares”. Em outras palavras, o nimero de
coberturas por arestas do grafo é o permanente de B; infelizmente o permanente
tem muito menos propriedades algébricas interessantes do que o determinante.

No caso de coberturas por dominds, podemos construir a partir de B uma
matriz K tal que

det(K) =) 1.

A maégica consiste em fazer com que o sinal do produto dos coeficientes cor-
respondentes a uma cobertura tenha sempre o mesmo sinal que a permutagao
correspondente, de tal forma que as contribuicoes ao determinante sempre se so-
mam. Podemos ainda construir uma matriz K, multiplicando alguns coeficientes
de K por poténcias de ¢ de tal forma que

det(K,) = th(T)_
T

Vejamos um exemplo: na figura abaixo indicamos os coeficientes a serem intro-
duzidos na matriz K, perto de cada aresta. Assim, a entrada %,7 de K, tem o
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valor indicado na aresta que liga o vértice ¢ branco ao vértice j preto, ou zero se
nao existir tal aresta (os vértices sao numerados na ordem em que se 18). Temos

11 1 0 0 0

10 —¢gt 1 0 0

I O T T
Ko = 00 1 ¢ ¢2%2 1
0 0 0 1 0 —g3

0 0 0 0 1 —q3

edet(K)=¢*+¢*+2¢+3+2¢7 ' +q2+¢3.

1 1

1 1 1
i P . B
1 X 1 , 1
o 1 o Yo
1 1 1
-1/C|3 _q3

C @ S

Estes coeficientes podem ser construidos da seguinte forma: tome as arestas
de uma cobertura e atribua a elas coeficientes tais que o monoémio correspon-
dente traga a contribuicao correta ao determinante de K,. A seguir, tome uma
sub-arvore maximal do grafo contendo todas as arestas ja consideradas na fase
anterior e atribua a todas as novas arestas desta arvore coeficientes arbitrarios
(por exemplo, sempre 1). Procure agora um quadrado (i.e., uma posicao de flip)
tal que trés das arestas ja tenham coeficientes e atribua a aresta restante um
coeficiente tal que o produto dos coeficientes sobre as duas arestas corresponden-
tes ao flip positivo seja —q vezes o produto dos coeficientes sobre as outras duas
arestas. Repita o processo até que todas as arestam tenham recebido coeficientes.

A construgao garante que se uma cobertura traz a contribui¢do correta a
det K, entao toda cobertura vizinha por um flip também traz a contribuigao
correta. Observe que a paridade da permutagao é invertida a cada flip mas o sinal
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do produto dos coeficientes das arestas estda sendo devidamente compensado. Se
a regiao for simplesmente conexa entao todas as coberturas sao ligadas por flips,
o que demonstra nossa afirmacao.

O caso de coberturas por lozangos é analogo, com a diferenca que flips nao
mais invertem a paridade da permutacdo. Assim, para atribuir coeficientes as
arestas que nao pertencem a arvore maximal devemos procurar hexagonos tais
que cinco das seis arestas ja receberam coeficientes e fazer com que o produto
dos coeficientes das trés arestas correspondentes ao flip positivo seja ¢ vezes o
produto dos coeficientes sobre as outras trés arestas.

1.6 Resultados de contagem

O método das matrizes de Kasteleyn, exposto na se¢ao anterior, permite demons-
trar varios resultados de contagem ou g-contagem de coberturas de lozangos ou
dominds. Selecionamos para serem enunciados trés resultados classicos deste ti-
po, devidos a MacMahon [M], Kasteleyn [K] e Elkies, Kuperberg, Larsen e Propp
[EKLP].

Teorema 1.15: [K] Considere o retangulo de lados inteiros a e b; seja N o
miimero de coberturas por dominds deste retangulo. Sejam « = exp(27i/(a+1))
e 3 =exp(2mi/(b+ 1)) Entao

N= J] @+e+a’+p+57),

i=l...a,j=1...b

Para o proximo teorema, definimos o diamante asteca de lado n como sendo
a uniao dos quadrados unitarios inteiros

[ii+1]x[j,j +1] C R
para os quais
—n—2<1+j<mn;

a figura mostra o diamante asteca de lado 3.

Teorema 1.16: [EKLP] Considere o diamante asteca de lado n. Temos

sumth(T) — H (1+q2k+1)n—k_
0<k<n

As demonstracoes destes dois teoremas serao omitidas; diga-se apenas que
eles admitem demonstracoes por um método razoavelmente semelhante ao que
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usaremos para o Teorema 1.17. Este método é conhecido como matrizes de trans-
feréncia (transfer matrices).

Teorema 1.17: [M] Considere o hexagono de lados inteiros a,b,c,a,b,c com
todos os angulos internos iguais a 27 /3. Entao

gt

;qhm - H T

0<i<a,0<5<b,0<k<c
onde T varia sobre todas as coberturas por lozangos unitarios do hexdgono.

A figura mostra um hexagono de lados 2,2, 2. Lembramos que a interpretacgao
tridimensional diz que estas coberturas podem ser interpretadas como pilhas de
cubos.

Dem: Supomos que a é o tamanho do lado vertical e b é o tamanho do lado
seguinte (no sentido anti-horario). Pelo que vimos nas se¢oes anteriores, temos

Z ") = +¢* det(B)
T
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onde B é definida por

sendo que o sinal e o fator ¢* estao presentes para corrigir o valor do monomio
correspondente a cobertura de altura zero. Os indices para os vértices podem
parecer estranhos mas foram escolhidos de tal forma que se ¢ > a entao os vizinhos
do vértice branco 7 todos tém indices maiores ou iguais a . Assim a matriz B é
da forma

(* x ok K * *\

* ok k% x ok

* ok 4+ % * %
B=|*x = 0 + * k|

* * 0 0 + %

\* * 0 0 0 +)

onde os + representam entradas da forma ¢*; i.e., B tem um grande bloco trian-
gular superior antecedido de a linhas e colunas “sujas”.

Para calcular o determinante de B bastaria escalona-la usando as linhas de
baixo para limpar as duas primeiras linhas sem alterar o determinante, obtendo
assim uma matriz B’ da forma

(* * 0 0 0 0)
* * 0 0 0 0
x ok 4 % *
B =|*x x 0 + * ’
* * 0 0 + %
\* 0 0 0 +/
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cujo determinante ¢ igual ao do bloquinho a X a no canto superior esquerdo; nossa
missao € portanto encontrar este bloquinho B.

Mas B' = XB onde X é da forma

(10** **\
01 x= = * %
0010 0 0
x=1{0001 0 0],
0000 10
\0 0 0 0 0 1)

a i-ésima linha (7 < a) é um vetor (v;)! tal que
(v)'B = (x ¥ 00---00) = ((w;)"00 - - - 00),

i.e., tal que as a primeiras coordenadas sao as unicas nao nulas; chamando estas
a primeiras coordenadas de w; temos

e resta-nos encontrar os vetores v; € w;.

O vetor v; associa a cada vértice branco um coeficiente em C(g); a figura
mostra v; no nosso exemplo favorito (a forma como os coeficientes foram obtidos
serd explicada a seguir):

O vetor (v;)!B, por outro lado, associa um coeficiente a cada vértice preto. Para
obter o coeficiente de um vértice devemos somar os coeficientes dos vértices vizi-
nhos multiplicados pelos coeficientes das arestas. Vejamos w; no nosso exemplo:
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a+q+2q™q*q°

g +o+’

Os coeficientes de v; podem ser preenchidos obedecendo a ordem dos vértices
brancos. Inicialmente tomamos os valores obrigatdérios nas primeiras a coorde-
nadas (1 na i-ésima coordenada, 0 nas demais). Depois preenchemos o j-ésimo
vértice branco (j > a) com o valor necessdrio para que a j-ésima coordenada de
(v;)'B seja igual a 0: a estrutura da matriz B garante que isto é sempre possivel
de forma tinica. Finalmente, calculamos os primeiros a coeficientes de (v;)'B, que
nos dao o vetor w;.

Os coeficientes de B foram escolhidos de tal forma que os coeficientes de v;

sao da forma
g om+(") (n>
m/q

e 0 j-ésimo coeficiente de w; é

q“’“’“*”(ﬁ)( bre );

b—i+j

Assim, a menos de multiplicar linhas e colunas por poténcias de ¢, B coincide
com

b c b+1 c b+a—1 ¢
W), e, TGN,

0, D0, e IR,

b—a+1 : ¢ b—a—+2 : ¢ b ¢
() aUE ) e (),

a matriz da proposicio 1.14 acima. Como det B = +¢* dSor ¢"™). usando esta
proposi¢ao temos
i+itk+2 _ 1
R(T) _ 4 q .
Zq = +q H gititk+l — 1’
T

0<i<a,0<j<b,0<k<c

como o coeficiente de ¢° é igual 1 dos dois lados isto demonstra o teorema. W
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Capitulo 2

O latice de Toda periédico

Equacoes (algébricas, diferenciais) que podem ser resolvidas explicitamente tém
sempre algo de elementar ou de surpreendente. O latice de Toda é um sistema
de equacgoes diferenciais nao lineares para o qual existe uma solucao bastante
explicita, que alids nao é elementar. Na verdade, existem varias mutagoes do
latice de Toda, das quais consideramos duas nesse texto: o caso aberto e o ca-
so periddico. O caso aberto é mais simples em varios sentidos. Sua resolugao
nao faz uso de objetos de dimensao infinita (ou transcendentes), necessirios no
caso periddico. Os dois casos sao representativos de uma situacao freqiiente: as
equagoes sao enganadoramente dificeis porque descrevem a evolucao de projecoes
(ndo lineares) de objetos que, por sua vez, evoluem de forma simples. Para o
latice de Toda, essas projecoes sao descritas em termos de uma fatoracao ma-
tricial. No caso aberto, as matrizes estdo em GL(n,R). No caso periédico, o
grupo de interesse — um grupo de lagos, LG = LGL(n,C) — é de dimenséo
infinita, com muitas propriedades comuns com grupos de Lie de dimensao finita.
A analogia entre operagoes familiares em GL(n, R) e suas contrapartidas infinitas
é um dos temas da teoria dos grupos de lagos. Uma excelente referéncia é [PS].

2.1 As equacoes

O létice de Toda é um modelo matemético de propagacdao de ondas num cristal
unidimensional ([T]). Sem mais delongas, considere a hamiltoniana H(x,y) para
(z,y) € R?" dada por

n n—1
1
H(z,y) = 3 Zy,% + Z exp(zr — Tr41) + Pexp(x, — 1),
k=1 k=1

onde i e y, sa0 respectivamente a posicao e a velocidade da k-ésima particula. A
constante P pode ser 0 ou 1: quando P é zero, estamos tratando do latice aberto,

33
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e quando P é 1, do latice peridédico. A nomenclatura indica se as particulas 1
e n estao interagindo ou nao. As n particulas estao em R, tém todas a mesma
massa e ocasionalmente ultrapassam-se umas as outras. De forma mais explicita,
estamos considerando as equagoes

Ty =Hy =y, k=1,...,n,

Y1 = —Hg, = Pexp(z, — 71) — exp(z1 — T2)

Y = —Hy, = exp(zp—1 — k) — exp(@p — p11), k=2,...,n—1,
Yn = —H,, = exp(zn 1 — 2,) — Pexp(z, — 11),

onde f é a derivada no tempo da funcio f.

Os argumentos fisicos habituais fornecem duas leis de conservacao para o
sistema: a prépria hamiltoniana (energia) e o momento linear (que corresponde a
velocidade do centro de massa do sistema). O primeiro fato milagroso associado a
dindmica desse sistema, descoberto por Flaschka ([F]), é que é possivel descrever
de forma simples n leis de conservagao, tanto para o caso aberto quanto para o
caso periodico — isso se faz em dois passos. No caso aberto, comece mudando
de variaveis,

ak:—yk/Z, k=1,...,n
2y = exp[(zp — 7p41)/2, k=1,...,n—1,

para obter

dy = 202,

ap =2(b; —b; ), k=2,...,n,

b-kzbk(akﬂ—ak), k‘=1,...,n—1.
Perdemos um grau de liberdade no processo: 2n varidveis (x, yx) viraram 2n — 1
variaveis (ay, bx). O grau que falta é justamente a conserva¢ao do momento linear:

os detalhes que mostram que nada se perdeu no estudo da dinamica podem ser
encontrados em [To]. Agora, considere as matrizes tridiagonais

ai b1 0 e 0 —bl 0
bl (45} b2 e b1 0 —b2
L= 0 b2 as e , B = 0 bg 0 e
bn—l el e .. —bn_1
bn_1 Qp e e bn—l 0

Uma conta mostra que as equacoes de evolucao das variaveis ay, e by correspondem
a evolugao matricial
L=[L,B]=LB - BL.
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No caso periddico, alteragoes minimas do argumento acima transformam a
evolugao de (z,y) na equagao

M =[M,C]=MC —CM,

onde M e C sao matrizes tridiagonais periddicas,

a b 0 ... b, 0 —-b 0 e by,
by ay by ... 0 by 0 —=by ... 0
M = 0 b2 as 0 y B = 0 bg 0 0
bn 0 e bn—l (7% _bn 0 “e bn—l 0

Note que a diferenca entre L e M, assim como entre B e C, estd nas posi¢oes
(1,n) e (n,1) das matrizes, que apropriadamente vinculam as particulas 1 e n.

As evolugdes matriciais tém uma forma especial: L e M evoluem de acordo
com pares de Lax ([L]), e disso segue imediatamente que os autovalores de L e
M nao mudam no tempo, como veremos mais adiante — esse fato, descoberto
poucos anos antes, orientou Flaschka na reformulacao das evolugoes em (z,y).
Alids, a conservacao de momento e de energia correspondem a conservagao do
traco e da soma dos quadrados dos autovalores de L (ou M) (mais detalhes em
[To))-

2.2 O caso aberto

Teorema: A solugio da equacio L = [L,B], L(0)= Ly, é dada por
L(t) = [Q)]" LoQ(1),

onde Q(t) é obtida pela fatoragdo
exp(tLo) = Q(t)R(2),

em que a matriz Q(t) é ortogonal e R(t) é triangular superior com diagonal
positiva.

Esse procedimento se encontra em [S] e [STS].
Demonstragao: Derivando as duas equacoes, obtemos

L(t) = [Q)]"LoQ(t) + [Q(1)]T LoQ(2),
Loexp(tLo) = Q(H)R(t) + Q(t)R(?),
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das quais segue que

L(t) = LORM]"QW) + [Q®)] QM) L(),
L(t) = Q)] Q1) + R@)[R(®)] .

Como Q(t) é uma curva de matrizes ortogonais, as matrizes tangentes [Q(¢)]7Q(¢)
sdo anti-simétricas. Como R(t) é uma curva de matrizes triangulares superiores,
R(t)[R(t)]"* também o sdo. Assim, a segunda equacdo descreve uma decompo-
si¢cao de L(t) numa soma de matrizes anti-simétrica e triangular superior. Isso se
realiza de maneira dnica para uma matriz arbitraria A. Escreva A = A_+Ag+A,,
onde A_ é triangular inferior, Ay é diagonal e A, ¢é triangular superior. Entao

A =Ty A+ A = (A — (A)D) + (Ag+ A, + (A7),
No caso de L(t),

Mans L(1) = [Q()]"Q(t),  TaupL(t) = R($)[R(D)]".

Agora, note que IT;L(t) = B(t). Assim, mostramos que L(t) = L(t)B(t) —
B(t)L(t). [ |

A existéncia de uma fatoracdo exptLy = Q(t)R(t) com as propriedades exi-
gidas para Q e R é facil de justificar: () é obtida aplicando o método de orto-
gonalizagao de Gram-Schmidt as colunas de exptLy;. O método nao encontra
obstrucoes porque exptLg é inversivel. Unicidade também nao é dificil: supo-
nha QR = Q,R,. Entdo (Q,) 'Q = R,R™', j4 que as quatro matrizes sao
inversiveis. Mas dessa equacao aprendemos que os dois lados sao matrizes orto-
gonais, triangulares superiores, com diagonais positivas: nao restam muitas —
Q)" 'Q=R,R'=1.

A solucdo explicita deixa claro que os autovalores de L(t) s@o leis de conser-
vacdo. Entretanto a preservacao da forma tridiagonal de L(t) ndo se vé diretamen-
te da férmula. O leitor pode encontrar uma outra solucao explicita, bifurcando
no momento adequado das contas acima, na qual L(t) é descrita como uma con-
jugacdo de Ly por uma matriz traingular superior — por essa expressao, a forma
tridiagonal de L(t) é obviamente mantida, mas néo a simetria.

Existem muitas outras equagoes que sao resolvidas por esse processo. De ma-
neira mais geral, considere, para matrizes simétricas arbitrarias S e um polinémio
p(z) fixo, a equacao

S = [S, Hanti(p(s))]’ S(O) = SO-

Sua solugao é S = QT S,Q, onde Q = Q(t) é obtida pela fatoragao exp(tp(Sy)) =
QR. A verificacao dessa afirmacao é idéntica a feita para o caso anterior, em que
p(z) = z e a condicdo inicial era tomada tridiagonal, por razoes estritamente
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fisicas. O caso p(z) = log(z) é especialmente interessante pelas suas relagdes com
andlise numérica ([DLT]) — como o fluxo preserva autovalores, ao longo de sua
érbita a matriz log(S(t)) coincide com um polinémio fixo p(S(t)).

Mais, todos esses fluxos comutam entre si, indicacao de outra estrutura que
nao vamos considerar: essas equagoes sao induzidas por hamiltonianas comutando
entre si para uma escolha adequada de espaco de fase. Matrizes tridiagonais
com trago constante podem ser descritas como drbitas coadjuntas (e, como tais,
variedades simpléticas) associadas & ac¢do do grupo triangular sobre si mesmo.
Em particular, isso fornece uma razao geométrica para a invariancia da forma
tridiagonal na evolucao.

Existe uma equacao andloga para matrizes arbitrdrias ([DLT1]), para a qual
existe também uma solucao explicita e uma interpretacao como sistema comple-
tamente integravel (pelo menos para condigbes iniciais genéricas). Um tltimo
fato muito interessante associado a equagdo original é a convergéncia de L(t) a
uma matriz diagonal quando ¢t — +o00, demonstrada por Moser [M].

2.3 O caso periddico

Vamos agora explicitar uma solugao para a equacao M = [M,C]. A técnica a
seguir foi desenvolvida por Adler e van Moerbeke [AM], e é uma &rea de pesquisa
intensa. Apesar da analogia formal entre as equagbes nos dois casos, existe uma
diferenca substancial: C' nao é Il,,;; M, porque as posicoes nos cantos tém sinais
trocados. Isso leva a procurar um outro grupo G para o qual uma fatoragao
conveniente esteja relacionada a esta nova equagao. Considere o grupo de lacos,
LG = LGL(n,C), consistindo de fungoes suaves f : S' — GL(n,C) do circulo
unitario para as matrizes inversiveis complexas, com multiplica¢ao definida ponto
a ponto. A série de Fourier de uma func¢ao assim é da forma

f(z):...+%+%+ao+flz+f2z2+...,

onde os coeficientes a,, sdo matrizes decaindo rapidamente quando |n| — co. O
grupo ortogonal e o grupo de matrizes triangulares superiores sao substituidos
pelo subgrupo LU de lagos f : S! — U(n,C) tomando valores sobre matrizes
unitarias, e o subgrupo £*G dos lagos que admitem continuagao analitica pa-
ra o interior do disco unitario consistindo de matrizes inversiveis e que sejam
triangulares superiores com diagonal positiva em z = 0.

Para comecar, nao é claro, mas é verdade, que LG = LU LTG. O resul-
tado que faz o papel da ortogonalizacdo de Gram-Schmidt nesse caso pode ser
encontrado em [PS] (e continua sendo Gram-Schmidt no contexto adequado). O
resultado é mais estrito: os dois termos da fatoracdo dependem suavemente do
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laco inicial, e herdam a mesma suavidade — em particular, suas séries de Fou-
rier decaem com a mesma intensidade. A demonstracdo de unicidade com as
exigéncias de normalizagao feitas acima é um pouco diferente da habitual: vamos
a ela. Suponha que o lago L(z) admita duas fatoracoes desse tipo,

L(z) =U(2)R(z) =V (2)S(z).
Entao
L*(2)L(z) = R*(2)R(z) = S*(2)S(z), z€ S}
onde a estrela é a operagao matricial habitual, e dai
(S") ()R (2) = S(z)R7'(2), z€S (%)

na qual o lado direito tem uma continuagdo analitica (inversivel) para o interior
do disco unitéario, e o lado esquerdo pode ser escrito como

(S (2R (2) = (8) 7 (1/2)R*(1/2), =z €S

A segunda representacao obviamente tem uma continuagao analitica para fora do
disco unitario, que pode até ser estendida para z = oo. Entao os dois lados da
equagio (x) descrevem um lago que admite continuagdo analitica para dentro e
fora do circulo unitdrio, limitada em todo C — por Liouville,

S(z) = CR(2), |2 <1,

onde C, uma matriz constante, tem que ser triangular superior com diagonal
positiva para z = 0. Assim, todas as fatoragoes do laco original sdo da forma

L(z) =U(2)C'CR(z), z€S!,

para U(z)C~! unitdria, o que obriga C' a ser também unitaria — mais uma vez,
nao ha muitas escolhas: C' = I, e fica mostrada a unicidade da fatoragao.

Formalmente, a decomposicao do grupo induz uma decomposi¢ao aditiva na
algebra de Lie associada LG, que consiste de séries

a_2

a_q 2
a(z)=...+ +7+a0+alz+agz +...

22
sem a exigéncia de invertibilidade de a(z),z € S*. A sub-dlgebra LU associada
ao subgrupo LU consiste de elementos da forma

a2

a_q 2
— +—+a—az—a 2+ ...,
z

22
com ag anti-hermitiana. A sub-dlgebra £LtG de LTG tem por elementos

2
Ao+ a1z + agz” + ...,
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onde agora ag € triangular superior. E claro que existe uma tnica decomposicao
da algebra LG, dada por

a = Hantia + Hsupaa
onde
a_2 a_1 * * 2
Mypa=...+ = + —~ + (Hgnpiao) — a1z —a*y2" + ...,

upa = (Hgupao) + (a1 +a* )z + (ag +a*5)22 + ... .

Bom, esse é o grupo de interesse — resta ver porque. Para comecar, interprete
a equacao original, M = [M, C], como um caso especial da familia de equagoes

L(t,z) = [L(t, 2), B(t,2)], ze€S!,

onde
aq b1 0 . Z*bn
by ax by 0
L(t, Z) = 0 b2 as 0
bnfl
an 0 “. bn,1 Qp,
e
0 —bl 0 Z*bn
by 0 —b 0
Bt,z)=| 0 b 0 0
T ]
—Z*bn 0 e bn—l 0

Obviamente, M = M(t) = L(t,1),B = B(t) = B(t,1). O fato surpreendente é
que, para resolver essa unica equagdo, vale a pena considerar (e resolver) todas as
equacoes juntas. O acoplamento das equagoes sé aparece no processo de solugao:
vem das exigéncias de analiticidade nas decomposigoes tanto a nivel de grupo
quanto da &algebra.

Note que para cada z € S!, a forma de par de Lax das equacoes tem por
conseqiiéncia a preservacao do espectro de L(t, z), quando ¢ varia. Isso faz pensar
que obtivemos uma quantidade enorme de leis de conservacao para a equagao
de interesse, mas essas leis sao altamente dependentes: o leitor esta convidado a
estudar o espectro da matriz tridiagonal periddica hermitiana L(0, z) para valores
diferentes de z € S'.

Mais interessante € o fato que as leis de conservacao, independentes ou nao,
ganharam uma interpretacdo geométrica: as raizes de p(z, A) = det(L(¢t, z) — AI)
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nao dependem do tempo — a superficie de Riemann associada a p(z,A) = 0
expressa as leis de conservacao. Isso nao vem ao caso no momento: vamos em
vez descrever a solucao do latice de Toda periddico por meio da fatoracao no grupo
de lagos. Teorema: A solucdo da equacdo L(t, z) = [L(t, z), B(t, 2)], L(0,z) =

Ly(z),z € St, é dada por
L(t, z) = [U(t, 2)]" Lo(2)U (2, 2),
onde U(t) é obtida pela fatoracao
exp(tLy(z)) = U(t, 2)R(t, 2),
em que U(t,z) € LU e R(t,z) € LTG.

Demonstragao: Imitando as contas do caso aberto, é sé verificar que as fato-
racoes foram bem escolhidas. Derivando as duas evolugoes,

L(t,2)
L() exp (tL())

['U(t, 2)"LoU(t, z) + [U(t, 2) LoU(t, 2),

Ut,2)R(t,z) +U(t,2)R(t,z), z€ S,

e dai, sempre para z € S%,

L(t,2) = L(t, 2)[U(t, )] U ¢, 2) + [0 (¢, 2D U8, 2) L2, 2),

L(t,2) = (U, 2)] U 2) + Rit, 2)[R(E 2)]
Como U(t, z) é unitéria, o lago

U, )T, 2)
consiste de matrizes anti-hermitianas. Por sua vez, R(t,z) admite uma con-
tinuagdo analitica para o interior do circulo unitério, que na origem ¢ igual a
uma matriz triangular superior: o mesmo vale para R(t,z)[R(t,z)]"!. Assim,
a segunda equagdo descreve a decomposi¢do de L(t, z) numa soma de lagos nas
sub-dlgebras LU e LTG,
L(t, z) = Hgnu L(, 2) + sy, L(2, 2),

onde

Mo L(t, 2) = [U(t, 2)*U(L, 2), pL(t, 2) = R(t, 2)[R(t, 2)] .

Agora, a justificativa de toda a construcdo: I, L(t,2z) = B(t,2). Logo, mais
uma vez, L(t,z) = L(t,2)B(t,z) — B(t, z) L(t, z). [
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A partir daqui, muitos caminhos bifurcam. Mais do que no caso aberto, é
dificil ver que a construgao preserva a forma tridiagonal periédica de L(t, z). E
mais uma vez, existe uma interpretacao das equagoes como sistemas integraveis
em Orbitas coadjuntas (associadas a um grupo de lagos). Apesar do espago am-
biente ser de dimensao infinita, as 6rbitas de interesse sao de dimensao finita.
A dualidade necessaria para identificar o dual da algebra entretanto requer um
certo cuidado técnico [DLT2]. Assim, novamente a invaridncia temporal da forma
do laco admite uma interpretacao geométrica, como no caso de dimensao finita,
devida essencialmente a forma especial da orbita coadjunta em que se encontra
a condicdo inicial Ly(z). E como no caso de dimensao finita, existe uma familia
de equacoes, parametrizada por polindomios, que sao resolvidas pela mesma fato-
racao, e cujos fluxos induzidos comutam entre si.

Uma alternativa para a solugao do latice de Toda periédico, historicamente
anterior, e igualmente interessante, é devida a Kac e Van Moerbeke [KM]. O
lago L(t, z) induz um divisor D(t) na superficie de Riemann mantida fixa pela
evolugao. A imagem desse divisor pelo mapa de Jacobi descreve uma linha reta na
imagem: nesse processo, as variaveis que linearizam a familia de fluxos integraveis
aparecem naturalmente.
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Capitulo 3

Uma Visao Elementar de
Supersimetria

Os fisicos tedricos consideram a supersimetria uma idéia tao bela que mesmo na
auséncia de qualquer indicio empirico direto da sua verdade, e somente um indi-
reto de que talvez seja verdade ([Wi)), quase todas as propostas atuais de teorias
fundamentais incorporam a supersimetria. Pelas suas propriedades matematicas
e conseqiiéncias fisicas marcantes, as teorias supersimétricas destacam-se entre
os candidatos mais promissores para a nossa préxima visao do mundo fisico. Mas
0 que é a supersimetria? Nao é facil formular a resposta em termos leigos. H4
varias razoes para isto. Em primeiro lugar, a supersimetria, do jeito que o fisico
a entende, combina de uma maneira nao trivial a simetria do espago-tempo e
uma, relacdo entre os dois tipos fundamentais de campos fisicos, os bosonicos
e os fermibnicos ([So]). H& muita especificidade nesta mistura, e isto oculta
as propriedades essenciais das estruturas matematicas envolvidas, apesar destas
existirem independentemente de qualquer relacao com o espaco-tempo. De fato,
todo aluno de matematica ja é familiar, sem perceber isto, com varios exemplos
delas. Em segundo lugar, uma boa parte de supersimetria é formal, ou seja,
tem mais a ver com expressoes e nao com objetos matematicos “verdadeiros”.
Simetrias formais nao tem muita graca, a qual s6 aparece com as interpretacoes.
Interpretacoes em termos de teorias quanticas fundamentais estao longe da ex-
periéncia leiga. Infelizmente as conseqiiéncias mais notaveis e lteis aparecem sé
na teoria quantica. Fora deste contexto s6 um apelo a beleza é capaz de manter
interesse. Finalmente, a abordagem matemdtica correta exige idéias que rara-
mente fazem parte das matérias usuais de cursos de matematica, e o aluno de
modo geral tem pouca familiaridade com elas, apesar de muitas serem bastante
elementares. Tentaremos, por meio de exemplos simples, apresentar aqui uma
visao elementar deste assunto tao extraordindrio.

Considere a expressao xy e uma substituicao ¢ para x e v para y. Por exem-
plo, ¢ = (—z) e ¥ = (—y). Temos agora (—z)(—y). E tentador dizer que temos

43
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zy de novo, mas com qual justificativa? Uma seria dizer que = e y sao numeros,
ou matrizes, ou outros objetos parecidos, e portanto as propriedades elementares
destes justificam a conclusao. Ou seja, as expressoes sao interpretadas e dada a
interpretacao podemos provar que ¢ = xy. Por outro lado, numa abordagem
mais formal, podemos introduzir algumas regras pelas quais uma expressao po-
deria ser transformada numa outra e assim, apés um numero finito de aplicacoes
destas regras, ¢ se transforma em zy. Assim nao dizemos o que x e y sdo mas
somente o que pode ser feito com expressoes que os envolvem.

Digamos que « e (3 sao quaisquer justaposicoes de simbolos, e admitamos as
seguintes regras de reescrita:

Temos agora a seguinte seqiiéncia legitima de reescrita:
(=2)(=y) = —(=2)y = zy.

A supersimetria atua em situacOes intermedidrias entre as interpretadas e
as formais, onde certos simbolos tem interpretacao em termos de objetos ma-
tematicos “usuais”, e outros nao. Isto da lugar a muita perplexidade em quem
aborda o assunto pela primeira vez, especialmente aos estudiosos de matematica
que tentam entender a literatura fisica.

Dado que contemplamos substituicoes pelas quais ¢t pode ser “transformado”
de volta a zy, ou seja, em que zy é “invariante”, é tentador dizer que estamos
diante de um “grupo de invariancia”. O contexto porém é muito solto e nao
h& necessariamente um grupo a vista. As vezes achamos grupos e as vezes nao.
As vezes achamos algo que tem muitas coisa em comum com grupos mas que
estritamente falando nao o sao. Supergrupos sao exemplos destes tltimos objetos.
Supersimetria na sua abordagem formal é “simetria” em relagao a um “grupo”
que de fato nao o é. E de fato um tipo de grupo quantico.

Consideremos algumas interpretacoes de xy. Os simbolos z e y entdao indicam
objetos matematicos de algum tipo e portanto ¢ e 1) devem ser objetos do mesmo
tipo. Impomos a condicao ¢y = zy. Se o tipo é niimero entao simplesmente
passamos de um par de nuimeros a outro par que tem o mesmo produto. Nao
hé estrutura de grupo evidente nesta situagao. Mesmo sendo possivel achar um
grupo de transformagoes (z,y) — (é(z,y),¥(z,y)) para o qual ¢ = zy, ndo é
esta a idéia. Nao estamos exigindo que ¢ e ¥ dependam de x e y, simplesmente
que os substituam. A situagdo muda um pouco se x e y agora sao interpretados
como func¢des definidas no plano R?, a saber, as funcdes coordenadas. Neste
caso ¢ e ¢ sao fungdes também e temos ¢(x,y)Y(z,y) = zy. H4 muitos grupos
de transformacbes (z,y) — (¢(z,y),¥(z,y)) que podem ser formados por tais
pares de funcoes. O conjunto de todas as inversiveis que levam cada conjunto de
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nivel da fun¢do xy em si mesmo, é o maior grupo deste tipo. Este tem dimensao
infinita.

Uma situacao mais restrita acontece quando interpretamos x e y como ele-
mentos geradores do anel polinomial R = Rz, y]. Um par de polinomios, (¢, 9),
satisfaz ¢(z,y)¥(z,y) = xy se e s6 se tem uma das seguintes formas:

MAT'zy),  (WlayA), (A Tly), (A T'a)

onde A # 0 é real. Ora, ja que R ¢ livremente gerado por z e y, qualquer
substitui¢do = — ¢(x,y) e y — (x,y) se estende a um endomorfismo unico
R — R. Das quatro formas acima somente as duas tltimas geram endomorfismos
inversiveis e estes formam um grupo isomorfo ao grupo pseudo-ortogonal O(1,1).

Um outro caso, ainda em Rz,y], é a expressio z2 + y?. Agora ¢ e 1) sdo
necessariamente polinémios lineares, ¢(z,y) = ax + by e ¥(z,y) = cx + dy, tais

que a matriz
a b
c d

pertence a O(2,R). Descobrimos o grupo ortogonal em duas dimensdes.

Uma situacao também interessante acontece se x e y sao geradores da algebra
exterior A(R?) onde por zy entendemos z A y. Temos ¢ = a + bz + cy + day e
Y = s+tr+uy+vry. Do ¢t = xy deduzimos, as = 0, at +bs = 0, au + cs = 0,
e bu — ct + av + ds = 1. Entre as solugoes destas equacgoes estao aquelas com
a=s=d=v=0ebu—ct=1. Estas definem um grupo isomorfo a SL(2,R),

dado pelas matrizes
b c
t u

de determinante 1. Note que este grupo contem SO(2,R), a componente da
identidade do grupo O(2.R) encontrado no exemplo de z? + y? um fato que
usaremos em exemplos mais adiante, embora seja particular a dimensao dois.

O caso de algebras pode ser considerado algo intermedidrio entre o interpre-
tado e o formal. Para R[X], por exemplo, ndo precisamos dizer o que X ¢, s6
que algumas regras, tais como X"X™ = X"t g30 validas. Assim h& algo de
“formal”. Os coeficientes ¢, em ) ¢, X", porém, sdo nimeros, e portanto ha
também algo de “interpretado”. Uma licao que podemos tirar destes exemplos
¢ que a medida que introduzimos elementos “formais” nos objetos designados
por x e y, mais possibilidade temos de perceber alguma estrutura de grupo pre-
sente, mas pelo fato de “substituicao” nao ser exatamente a mesma coisa que
“transformacao”, é possivel esperar outras possibilidades.
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No resto deste capitulo, vamos explorar algumas estruturas algébricas inspira-
das por teorias fisicas. A titulo de conveniéncia, supomos que todas as algebras
sao reais. O caso complexo em geral é uma facil adaptagao, e a maioria das
consideracoes valem para corpos gerais de caracteristica diferente de 2.

A mecanica quantica divide os objetos fisicos em bosonicos e fermionicos. Este
fato é expresso algebricamente por comutacao de operadores no primeiro caso e
por anti-comutacao no segundo. Esta diferenca é fundamental para toda a teoria.

Lembramos que numa algebra associativa A dizemos que a comuta com b se
o comutador [a,b] = ab — ba = 0. Dizemos que a anti-comuta com b se o anti-
comutador {a,b} = ab+ba = 0. Ora, se a e b comutam com ¢, entao ab também
comuta com c. Porém, se a e b anti-comutam com c, entao ab em geral nao
anti-comuta com ¢ mas comuta com ele. Mais ainda, se ¢ comuta com ¢, e b anti-
comuta com ¢ (ou vice-versa), entdo ab anti-comuta com c. Se denotamos por Cy
a subalgebra de elementos que comutam com ¢, e por C; o subespaco daqueles
que anti-comutam com ¢, entao tém-se CoCo UC1C1 C Cy € CoC1UC1Cy C Cq, 0 que
nos leva a introduzir as algebras graduadas.

Seja S um semigrupo. Uma &lgebra A é uma algebra S-graduada se existem
subespacos vetoriais A; para s € S tais que A = @B es4, e A A, C A, Um
elemento a € A é dito homogéneo de grau s se a € A,. Neste caso denotamos
o grau de a por |a|. No que segue, vamos introduzir expressées que sdo vélidas
somente para elementos homogéneos, sem chamar atengdo para este fato, enten-
dendo que a presenca na expressao do grau de um elemento ja indica que ele deve
ser homogeéneo.

Um morfismo entre duas dlgebras S-graduadas A e B é um morfismo de
algebras ¢ que preserva a graduacao, isto é ¢(A;) C Bs.

A supersimetria utiliza dlgebras Z,-graduadas, também conhecidas como su-
perdlgebras. Se A é uma superalgebra entao Ay é conhecida como a subdlgebra
bosénica, e A; como o subespago fermidnico (o qual nao é uma subdlgebra). No
caso de dimensao finita vamos indicar em geral uma base de Aq por by,...,b, e
uma base de A; por fi,..., fm, e dizer que A é de tipo (n, m).

Seja A uma superdlgebra. A aplicagio bilinear |-, -]; definida por
[a,b], = ab — (—1)%lltlpg (3.1)

chama-se o supercomutador, ou o supercolchete. Note que para dois elementos
fermionicos o supercomutador é o anti-comutador e que para todas as demais
combinacoes de elementos homogéneos é o comutador. Para elementos nao ho-
mogeéneos o supercomutador é bem definido usando a bilinearidade. Nas defi-
ni¢oes daqui em diante, tais extensoes além dos elementos homogéneos, quando
pertinente, serao sempre subentendidas.
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O supercolchete combina propriedades do comutador e do anti-comutador de
uma maneira sistematica. Na literatura fisica vé-se freqiientemente a expressao
muito feia, [a, b}, com o colchete a esquerda e a chave a direita, para denotar o
supercomutador.

As propriedades do supercomutador assemelham-se as propriedades do col-
chete de Lie, porém, com algumas mudancas de sinal. Em primeiro lugar, tem-se
a relacao de simetria graduada

[a,b], = (=1)1I[p, g, (3.2)

0 que poderiamos estar tentados a chamar de “supersimetria”’ mas esta palavra
ja tem outro sentido. Seja A agora associativa. E facil mostrar o analogo da
identidade de Jacobi:

[a, [b, clss + (=1)1 Db, [e, a], ] + (=1) 0+ Ve, [a, 8] ] = 0 (3.3)
e o analogo da propriedade de derivagao:

a, bc]s = [a, b]sc + (=1)141D[a, ], (3.4)

O expoente de —1 nos vérios termos de (3.2), (3.3), e (3.4) pode ser descrito
como o numero de permutagoes de posi¢oes de elementos fermionicos necessarios
para permutar os simbolos do termo mais a esquerda para se ter a ordem no termo
em questao. Esta regra determina o sinal na maioria dos casos de expressoes em
superalgebras. Com cada troca de elementos fermionicos hd uma mudanca de
sinal.

E possivel reescrever (3.3) numa maneira mais simétrica como
(=1)“¥lfa, [b, el,]s + (=1)* b, [e, al] + (1) e, [a, b],]s = 0 (3:5)

que é a maneira usual, embora nesta forma a razao para os sinais nao seja tao
aparente.

E notdvel que o anti-comutador {-,-} por si s6, nao satisfaga nenhuma iden-
tidade parecida com a de Jacobi.

Algumas algebras familiares ja sdo superalgebras de forma natural. A 4lgebra
polinomial real R[X| da varidvel X é naturalmente R[X?] & XR[X?]. Outros
dois exemplos sdo a dlgebra exterior A(V) de um espago vetorial V e a dlgebra de
Clifford C£(V, #) de um espago vetorial V com uma forma bilinear simétrica nao-
degenerada . A subdlgebra bosénica consiste de somas de produtos (exterior
ou de Clifford, conforme o caso) de um nimero par de elementos de V, e o
subespaco fermionico de somas de produtos de um nimero impar. Note que
a dlgebra comutativa R[X] ndo é supercomutativa, ja que [X, X], = 2X? # 0
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enquanto a dlgebra supercomutativa A(V) ndo é comutativa ja que para v,w € V
tem-se v A w = —w A v.

No mundo de objetos Zsy-graduados o analogo correto de comutatividade é a
supercomutatividade. Algebras comutativas no sentido usual devem ser conside-
radas como essencialmente nao comutativas neste contexto.

Uma superdlgebra de Lie é uma algebra Z,-graduada A cujo produto, denota-
do por [+, |, satisfaz as propriedades (3.2) e (3.5) acima. Qualquer superdlgebra
associativa ¢ uma superalgebra de Lie com o produto sendo o supercomuta-
dor. Uma representacdo de uma superalgebra de Lie A é uma aplicacao linear
¢ : A — B para uma superalgebra associativa B, preservando a graduagao, tal
que

#(la,b]s) = [8(a), 9(b)]s = ¢(a)$(b) — (—1) "4 (b)$(a) (3.6)

Virios teoremas usuais sobre algebras de Lie tém andlogos muito parecidos
para superalgebras de Lie. Assim, superdlgebras de Lie podem ser represen-
tadas universalmente numa superalgebra associativa envolvente. Seja A uma
superalgebra de Lie e seja A a algebra tensorial plena do espaco vetorial A.
Tem-se

A=P P Au© -0 A,

n=0 ay,...,an

onde o; € {0,1}. Defina A como a soma direta de termos Ay, ® - - - ® Aq,, onde
«; = 1 para um ndmero par de indices e A; a soma direta onde o; = 1 para
um niimero fmpar de fndices. Seja [-,-]® o supercomutador em A e considere o
ideal bilateral Z gerado pelos elementos [a, b]; — [a,b]® para todos os elementos
a,b € A. Defina a superdlgebra universal envolvente U(A) de A como o quociente
A/Z. Nao é dificil mostrar, imitando a demonstracéo no caso de dlgebra de Lie
usual, que a aplicagao canoénica A — U(A) é uma representacao, e que qualquer
representacao fatora de uma maneira tinica através desta aplicagdo canonica.

Vale também o andlogo do teorema de Birkoff-Witt. Seja A de tipo (n,m),
entdo uma base para U(A) é dado por produtos de forma b¥t - .. pkn b, - flm
onde k; > 0 sdo inteiros e ¢; € {0,1}. O caso de todos os k; e ¢; iguais a zero
corresponde ao elemento unidade.

Como um exemplo considere a superdlgebra de Lie com Ay = {0} e A; sendo
um espago vetorial qualquer. Neste caso [a,b]; = 0 para qualquer par de ele-
mentos, e o ideal Z é gerado por todos os produtos tensoriais ¢ ® b + b ® a para
todos os a,b € A;. Disso vé-se que U(A) é A(A;), a dlgebra exterior de A;.
Como outro exemplo ilustrativo seja A de tipo (n, m). Assuma que A4, seja uma
algebra de Lie abeliana e que [b;, f;]; = 0. Temos [f;, fi]s = D, cijrbe. Vemos de
(3.1) que ¢k = cjik, mas (3.3) ndo impde mais nenhuma relacdo. Considere o
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caso particular de n = 1, m = 2 com [fi, fi]s = 2ab, [f1, fols = [f2, fi]s = pb, e
[fa, fo]s = 2vb. Em U(A) hé relacoes f2 = ab, f1fo+ fofi = (b, e f2 = vb. E facil
ver que como espaco vetorial tem-se U(A) = R[b] & R[b]f1 & R[b]f2 & R[b] f1 fo.

E instrutivo considerar a 4lgebra de Lie £(A) C U(A) gerada por A contida
em U(A). Suponha o = 1e f = = 0. Vamos demonstrar que £(A) contém
todos os mondmios de forma b* f; para k natural.

Primeiro, [f1, fo] = 2f1f2, e portanto fify € L(A). Note que b comuta com
tudo. Suponha, por inducdo em n, que b"fy e b™fifo pertencem a L(A). A
hipétese é verdadeira para n = 0. De [fi, fifo] = 2bfy tem-se [f1,b"f1f2] =
20"t f, e assim bt f, € L(A). Também [fi, "t fo] = 20"t f1 fo e portanto
b f1 fo € L(A), o que completa a demonstragao.

O ponto essencial deste resultado é que L(A) tem dimensao infinita. Assim
uma superdlgebra de Lie A de dimensao finita foi usada para codificar uma dlgebra
de Lie L(A) usual de dimensdo infinita.

Interessa a fisica as simetrias da matriz de espalhamento S. Este é um ope-
rador unitario no espaco de Hilbert dos estados fisicos que descreve os detalhes
de processos elementares. Existem duas nocoes de simetria, (1) um operador
unitario! U tal que USU* = S, e (2) um operador auto-adjunto K tal que
[K, S| = 0. No segundo caso, sob condi¢oes adequadas, o grupo unitario U(7) =
exp(iTK) para 7 € R, fornecido pelo teorema espectral, satisfaz U(7)SU(7)* = S,
e portanto é um grupo de de simetrias unitarias. Um tal operador K é conhecido
como simetria infinitesimal. Formalmente, se K e L sdo simetrias infinitesimais,
entdo pela identidade de Jacobi temos [[K, L], S] = 0. Assim, ainda formalmen-
te, as simetrias infinitesimais, multiplicados pelo nlimero imaginério 7, formam
uma algebra de Lie. Na teoria relativista do campo quantico, a algebra de Lie
de simetrias infinitesimais contém, como subdlgebras, uma imagem isomorfa a
algebra de Lie do grupo de Poincaré (gerado por translacgoes no espaco-tempo
e transformagbes de Lorentz) e uma dlgebra de Lie de dimensao finita de sime-
trias internas que relaciona propriedades de espécies diferentes de particulas (por
exemplo prétons e néutrons). Esforcos iniciais de combinar de uma maneira nao
trivial as simetrias do espaco-tempo e as simetrias internas, o que daria uma
teoria com poder de previsao maior, encontrou um obstaculo no famoso “no-go
theorem” de Coleman e Mandula ([CM]). Este afirma que na teoria relativista de
campo quantico, qualquer algebra de Lie de dimensao finita de simetrias infinite-
simais que estende a simetria de Poincaré, é necessariamente uma soma direta (e
portanto uma combinagao trivial) da dlgebra de Poincaré com a dlgebra de sime-
trias internas. A supersimetria evita este teorema postulando uma superdlgebra

IEstritamente falando, pode haver o caso de um operador anti-unitdrio, mas consideremos
somente o caso unitario.
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de Lie de dimensao finita de simetrias infinitesimais, a qual, como vimos no exem-
plo anterior, é capaz de gerar uma algebra de Lie de dimensao infinita e portanto
foge das hipé6tese do teorema de Coleman-Mandula.

Retornando ao contexto fisico em discussao, uma dlgebra de Lie de dimensao
finita de simetrias infinitesimais, pode ser, em principio, exponenciada a uma
representacao unitaria do grupo de Lie correspondente, formando assim um grupo
de simetrias unitarias. Se porém temos uma superdlgebra de Lie de simetrias
infinitesimais, uma exponenciagdo, em principio, nos levaria a elementos de um
problemdtico grupo de Lie de dimensao infinita. Seria genial se tivermos um
processo analogo ao de exponenciacao que resultaria num objeto que codificaria o
suposto grupo de Lie de dimensao infinita de maneira parecida com a codificagao
de algebras de Lie de dimensdo infinita por superdlgebras de Lie de dimensao
finita. Isto nos leva a considerar supergrupos.

Um espaco vetorial Zs-graduado é um espaco vetorial V junto com uma de-
composi¢ao numa soma direta de dois subespacgos V = V,@V;. A dlgebra End (V)
tem agora uma Zy-graduacao natural. Temos L € End;(V) se L(V;) C V,4,;. Em
termos de matrizes em blocos temos

Lo Lo Ly O 0 Ly
L = = sy 3.7
(Llo Ln) (0 Ly )@\ Lo o (37)

onde o primeiro termo é a parte bosonica e o segundo a fermionica.

Um dos subespacos V; é usualmente considerado como bosonico e o outro
como fermionico, embora a definicao nao faca distincao entre os dois. A Zo-
graduagdo de End(V) ndo depende de qual dos subespagos ¢é identificado como
bosonico. Uma tal identificacao, quando é feita, tem que ser baseada em consi-
deracoes adicionais.

Seja A uma superalgebra de Lie ¢ V um espaco vetorial Z,-graduado. Por
uma representa¢ido de A em V entendemos uma representacao em End(V) como
definida anteriormente.

Sejam A uma superalgebra de Lie, B uma superdlgebra associativa de di-
mensao finitae A : A — B uma representa¢do. Temos as exponenciais exp(A(a)) €
B, mas em geral ndo podemos compo-las: exp(A(a)) exp(A(b)) em geral ndo é da
forma exp(A(c)) para algum ¢ € A, nem para o caso de a e b serem restritos a
uma vizinhanca suficientemente pequena de zero, como seria o caso de algebras
de Lie usuais.

Para apreciar este fato considere a formula de Baker-Campbell-Hausdorft:

exp(A) exp(B) = exp(C) = exp (Z %Cn> (3.8)
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onde cada (), é uma combinacao linear de comutadores aninhados n — 1-vezes de
A e B. Até ordem trés

C'= A+ B+ (A B+ (A [A B+ [B,[B,A]) + -

Esta formula obviamente é formal, mas em contextos adequados a série formal
converge e C existe no mesmo sentido que A e B existem. Em particular, suponha
que A = ZZ z; X; e B= ZZ y;X; onde os X; formam uma base de uma &algebra
de Lie de dimensao finita. Cada C,, entdo é da forma C,, =), pE") (z,y)X; onde
0s pgn) (x,y) sdo polindmios homogéneos de grau n em z; e y;. Assim podemos
escrever

oS (S 2o (L)

onde cada z; é uma serie formal de poténcias em z e y. Para eslementos sufi-
cientemente préximos de zero, as séries convergem e a aplicagao (z,y) — z é a
lei de produto, perto da unidade, de um grupo de Lie cuja algebra de Lie é a
dada. Este procedimento para criar um grupo de Lie (ou pelo menos um grupo de
Lie formal ([Bo]) ndo procede se os X; formam uma base de uma superdlgebra
de Lie pois a formula de Baker-Campbell-Hausdorff envolve colchetes de Lie e
nao supercolchetes. Sejam agora A uma superdlgebra de Lie de tipo (n,m),
A= mibi+)2;0ifi, e B=7),yibi+ > ;mfi. Uma aplicacdo direta da formula
de Baker-Campbell-Hausdorff ndo nos permite escrever C' = . z;b; + Zj Cifi
nem formalmente, se os coeficientes z, y, # e 1 sao nimeros reais. Mas se assu-
mirmos que eles também vém de uma superalgebra, isto torna-se possivel, pelo
menos formalmente. O problema claro é que o comutador formal [6; f;, 6, f;] nao
pode ser interpretado como o [6; fi, 0, f;]s se os 0 sdo reais, pois para elementos
fermionicos o supercolchete se comporta como anti-comutador. Nao obstante, se
os # sao elementos fermidnicos de uma superdlgebra entdao uma tal interpretagao
é possivel.

Sejam A e B duas superdlgebras. Definimos o produto tensorial Zs-graduado
A&®B. Como espaco vetorial, A®B é o produto tensorial A ® B usual. A multi-
plicacao, porém, é definida por

(a®b)(c®d) = (-1)"lac® bd

A Zy-graduacao é dada por (A®B)y = (Ay @ By) @ (A1 ® By) e (ARB), =
(A1 ®@ By) @ (A ® By).

Suponha agora A e B associativo. Uma conta ficil demonstra

[a®b,c®d], = (—1)* ((=1)lllea @ [b, d], + [a, c]s @ bd) (3.9)



52 CAPITULO 3. UMA VISAO ELEMENTAR DE SUPERSIMETRIA

Consideremos agora que b e d sao “elementos” com propriedades fixas a-prior:
e que a e c sao “coeficientes” cujas propriedades podemos escolher a vontade. Se
estamos interessados nas propriedades dos “elementos” em relacao ao supercol-
chete, entao o lado direito tem o supercolchete conveniente [b, d]s; mas também
o produto incomodo bd. Porém, se assumirmos que A é supercomutativo, entao
la,c]s = 0 e temos

[a®b,c®d], = (=1)""lac® b, d], (3.10)

Baseado nestas consideracoes, é de fato facil provar que se A é uma su-
perélgebra supercomutativa e £ é uma superalgebra de Lie, entdo A®L é uma, su-
perélgebra de Lie se definirmos o supercolchete por (3.10). Note que a subdlgebra
bosbnica, que é uma &lgebra de Lie usual, corresponde a |a| = |b| e |c| = |d|, e
assim tanto a parte bosonica quanto a fermionica de L, isto é a superdlgebra de
Lie inteira, é codificada na algebra de Lie usual (A®L),. Isto nos permite usar
a formula de Baker-Campbell-Hausdorff para tratar superdlgebras de Lie.

Ao introduzir superalgebras, descobrimos que para explorar as suas proprie-
dades somos forcados a estender a idéia de Zs-graduagao a quase todos os outros
objetos matematicos em volta. Assim entramos no mundo da “supermatematica”,
com superespacos, supervariedades, etc. O prefixo “super”, que soa tao pomposo,
significa simplesmente “estendido para objetos Zs-graduados”. Vem junto a idéia
de que os elementos “fermionicos” de qualquer um destes objetos anticomutam, e
que as nocoes, e definicoes da matematica costumeira devem ser modificados pela
introducao de um sinal negativo cada vez que uma permuta de dois elementos
fermionicos aparece nas férmulas usuais. Assim comutador vira anticomutador
para elementos fermionicos, a identidade de Jacobi vira a identidade (3.3) e assim
por diante.

Interprete agora asoma A = ) xibi—i—zj 6;fjcomoA=73", xi®bi+2j 0, f;
onde os z; e 0; sao bases para o subespaco bosonico e fermionico respectivamente
de uma superalgebra associativa supercomutativa que denotaremos por RI"™.

Podemos agora interpretar A como um elemento de R"™&®.A. Do mesmo
jeito B = )" y;b; + Z]. nif; pode ser reescrito como B = ). y; ® b; + Z]. n; @ f;
e interpretado também como elemento de RI™™® A. Infelizmente se precisamos
trabalhar com A e B ao mesmo tempo, nao podemos considerar os dois como
elementos de RI"™®A. Podemos porém considerar todos os coeficientes como
elementos de RI?"?™ e assim tanto A quanto B como elementos de RIZ*2m@ A.

Aplicando agora a formula de Baker-Campbell-Hausdorff a e?e? e usando

(3.10), vemos que podemos escrever e’e? = ¢ onde C' =3,z @b+, (; ® f;
e os coeficientes z; e (; sao séries formais de poténcias em z;, y;, 0; e n;. Tais
séries formais podem ser um pouco simplificadas. Devido a natureza antico-
mutativa dos elementos fermionicos de RI?"?™  qualquer produto destes com
mais que 2m elementos é zero e qualquer outro produto é igual a um da forma
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01057 - - - Qtmtins? - - - i onde p;, v; € {0,1}. Escreva este produto como 6¥7”.
Temos entdo z; =), ziwtn” e ;=3 , Guwb"n” onde cada 2y, € (jy 6 uma
série formal de poténcias agora somente nos x; e y;.

Neste ponto podemos adotar uma de duas atitudes. A primeira (que pode ser
chamada de “hibrida”) é considerar os x; e y; como varidveis reais, do mesmo jeito
que acontece no caso de dlgebra de Lie. Neste caso as séries formais convergem
para |z;| e |y;| suficientemente pequenos. Temos entdo uma coisa parecida com
uma lei de produto de um grupo de Lie local: de fato, os z;yy definem precisamente
uma tal lei. Isto pode ser elaborado para definir um supergrupo de Lie como sendo
um grupo de Lie cuja algebra de Lie é precisamente a subdlgebra bosonica Ly e
que possui estrutura adicional para levar em conta o subespago fermionico £;. A
outra atitude é continuar considerando os z; e y; como elementos bosonicos de
uma superalgebra supercomutativa e considerar que o processo de exponenciagao
gera um supergrupo de Lie formal andlogo a um grupo de Lie formal.

Nao vamos explorar em profundidade nenhuma destas atitudes. A hibrida
é que prevalece na literatura fisica e portanto vamos adota-la no restante deste
capitulo. Apresentamos agora alguma nomenclatura e algumas convengoes da
literatura fisica. Dada a dlgebra R™™ o subespaco R™™ gerado por z, ..., z,
e 0,...,0, é conhecido como superespago. Os z; e os 8; sao conhecidos como
coordenadas do superespaco. Ja que um elemento geral da dlgebra tem a forma
F = Zu fu0" onde os f, sao polindomios em 1, ..., z,, dizemos mais geralmente
que F(z,0) é uma superfun¢do, ou uma funcdo no superespaco se é da forma
F(z,0) = >, fu(z)0" onde os f, sdo agora simplesmente fungdes reais de z e
nao mais restritos a ser polinémios. Uma superfuncao entao é simplesmente uma
colecao de funcgoes reais. O conjunto de superfuncoes obviamente forma uma nova
algebra que estende R™™. A derivada parcial de F' em relacdo a z; é definida
da maneira natural,

of
axz Zaxl: - (3.11)

mas a derivada parcial em relacdao a 6; é mais sutil. Dada uma superdlgebra A
dizemos que uma aplicacao linear § : A — A é uma derivacdo fermidnica se
satisfaz a regra de Leibnitz modificada &(ab) = (6a)b+ (—1)®la(6b). Um exemplo
é 6(a) = [f, a]; com f fermidnico. Seja agora §; a derivacio fermionica em RI*™
definida pelas formulas d;z; = 0, 4,6, = 1, e 4,0, = 0 para k # j, e estendida a
elementos gerais pela regra de Leibnitz. Defina agora

= fu0;0" (3.12)
o
Assim temos, por exemplo,
0 0
8—010102 - 025 8—020102 - _01
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Quanto a integracao, a integral em relagao a z; é a usual de Lebesgue

F(z,0)dz; =) ful(z) dz; ) 6%
R —~ \UR

mas em relagao a ¢; é definida como sendo igual a derivada em relacao a mesma
variavel,

/F(:U,O) db; = %F(x,ﬁ).
j

Em particular temos, para uma variavel fermionica 6,

/9d9=1, /d0=0.

Esta regra, em analogia com a integral de Lebesgue, é adotada para fazer a
integral invariante em relacdo a translagdo por qualquer elemento fermionico 7
que anticomute com todos os 6.

Apesar da estranheza da integral ser igual a derivada, este é o analogo correto
para a integral em relagao a uma variavel fermionica.

Com isto a integral de F'(z, ) sobre o superespaco fica bem definido

onde fi..1 é o coeficiente de 616, ---0,, em F.
Finalmente é necessario interpretar o que significaria a “composicao”
F(Xi(z,0),...,X,(z,0),01(z,0),...,0,(z,0))

onde os X; e ©; sdo também superfungbes. Se F(z,0) = >_, f,0" entdo pelo
menos O ---O!m é bem definida sendo simplesmente o produto destas super-
funcbes. Precisamos entdo interpretar f,(Xi(z,0),...,X,(z,0)). Temos

Xi(z,0) = &(x) + Gi(z, 0)

onde &; é o coeficiente da unidade e (; é nilpotente, (* = 0. Formalmente, a

expansao na série de Taylor em torno de (i, ..., &,) s6 tem um niimero finito de
termos, e portanto definimos para uma funcao f(z) de classe C™
goattan f

F(X(2,0)) =) (E(@))(G)™ -+ (o)™ (3.13)

— Oz7" - - - Oz
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onde a soma é sobre os multi-indices a = (ay, ..., ay) com a; + - - - + o, < M.

Passamos agora a considerar certos exemplos simples. Seja £ de tipo (1,1).
Suponha que o tnico supercolchete nio zero entre os geradores seja [f, f|s = 2.
Agora ¢ facil calcular pela formula de Baker-Campbell-Hausdorff que

exp(zb + 0f) exp(yb +nf1) = exp((z +y — )b+ (0 +n)f) (3.14)

E f4cil encarar isto ingenuamente como definindo um “produto de grupo”
(2,0) - (y,n) = (z+y—0On,0+m) (3.15)

Vamos denotar este supergrupo por G. Servird como exemplo para o resto
deste capitulo.

O produto ingénuo (3.15) deixa muito a desejar. A medida que “multi-
plicamos” cada vez mais elementos, precisamos introduzir uma superdlgebra
Rkl cada vez maior para expressar um ndmero cada vez maior de “valores
de parametros”. Em geral, nenhum ntimero finito de varidveis pode dar conta
da estrutura algébrica de um supergrupo nesta visao ingénua, pois, como ja vi-
mos, a algebra de Lie em U(L) gerado por £ tem dimensao infinita em geral,
e assim, qualquer “produto de grupo” de dimensao finito é incapaz de capturar
o conteudo matematico de um supergrupo. Interpretando x e y como nimeros
reais nao ajuda pois as varidveis fermidnicas ndo podem ser interpretados desta
maneira e assim somas como x + ¥ — 61 nao teriam nenhuma interpretagao clara.

A literatura fisica de modo geral simplesmente ignora estes fatos, pois as regras
para fazer calculos com superalgebras sao de qualquer maneira bastante claras e
eficazes. Uma abordagem um pouco mais sisteméatica é apresentada em ([DeW])
onde, em primeiro lugar, introduz-se um estoque infinito de variaveis fermionicas
(1, (o, ... e, em segundo lugar, a nocdo de nimero complexo é estendida a tais
chamados supernimeros que sao somas z = z, + 25 onde z, € C e 2z, é uma série
formal com coeficientes complexos de produtos finitos dos (;. Num gesto poético,
zp € chamado o “corpo” de z e z, a “alma”. Embora isto produza um calculo
formal bem definido, deixa muito a desejar quanto a matematica.

Felizmente todas as dificuldades podem ser facilmente resolvidas se interpre-
tamos supegrupos em termos de dlgebras de Hopf. Deste ponto de vista se grupos
classicos sao algebras de Hopf comutativas, entao supergrupos sao superdlgebras
de Hopf supercomutativas. A dlgebra universal envolvente de uma algebra de Lie
é, de uma forma natural, uma algebra de Hopf cocomutativa na qual o processo de
exponenciagao para o grupo de Lie formal correspondente é simplesmente a passa-
gem para o dual, que é uma 4lgebra de Hopf comutativa. O caso de superdlgebras
de Lie estd em perfeita analogia com isto. Nao vamos porém desenvolver aqui
esta teoria. Veja ([Ko]) para um tratamento da “supermatemética” em termos
de superalgebras de Hopf.
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Agora que chegamos a um entendimento elementar de supergrupos, estamos
prontos para abordar o conceito de supersimetria. Primeiro devemos entender o
que seria uma ac¢ao de um supergrupo. Adotando a idéia de que todos os objetos
devem ser entendidos como “superobjetos”, isto é, a abordagem inteira deve ser
em termos de Zs-graduagao, o objeto mais simples sobre o qual um supergrupo
poderia agir parece ser o superespaco RM™™ . Na literatura fisica o superespaco é
descrito como um “espaco no qual, além de um conjunto de coordenadas comuta-
tivas usuais x1, . . . , T,, ha também um conjunto de coordenadas anti-comutativas
01,...,0,". Nas teorias fisicas os x1, ..., z, sao considerados coordenadas de um
ponto no espago-tempo e portanto o superespaco € visto como uma extensao do
espaco tempo. Nao vamos tentar aqui dar qualquer sentido a esta idéia além
de puramente metaférico ou formal, apesar de que a idéia possa ser levada mais
a sério. Os superespagos estao entre os exemplos mais simples de “geometrias
nao comutativas”, mas por serem supercomutativas ainda devem ser consideradas
“classicas”.

Vamos abordar aqui uma versao ingénua de acao. Ja que os nossos super-
grupos sao “exponenciacoes” de superdlgebras de Lie, é natural tentar definir
uma acao de um supergrupo “exponenciando” uma representac¢ao de uma su-
perélgebras de Lie £ de tipo (n,m). Sejam V um espaco vetorial Zs-graduado
e *: L — End(V) um homomorfismo de superdlgebras. Ingenuamente a “agao”
de um “elemento” exp(t1by + - - - t,b, + 01 f1 + - - - 0, fr) do supergrupo sobre um
elemento v € V seria dado por exp(tli)l 4ot tub, + Hlfl 4o+ mem)v. Como
antes, adotando a atitude hibrida podemos considerar os ¢; como numeros reais,
mas os #; devem ser considerados objetos externos.

Vamos agora construir um ac¢ao do nosso supergrupo G. Como b comuta com
tudo, temos que exp(tb + 0 f) = exp(tb) exp(ff). Dado que (6f)* = 0, o segundo
fator é formalmente igual a I + 0f. Assim

exp(th + 0f) = exp(tb)(I + 0f)

E facil achar todas as representacoes do nosso £ num espaco V qualquer. Uma
conta facil mostra que em relagdo a decomposi¢ao V. = V, @ V; as condicoes
b, f]=0e{f, f} =2bimpdem as seguintes formas:

& uv 0 2 0 u
b=<0 vu)’ f:(v 0) (3.16)

onde u e v sdo aplicacdes lineares quaisquer. Em R/

portanto temos
exp(th+ 0f) : (z, @) — €™ (x + ubo, a + v0z) (3.17)

Note que do lado direito temos elementos que nao mais pertencem ao superespaco
original R devido a presenca de #. A presenca destes elementos externos
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usualmente causa uma certa confusao aos iniciantes, pois assim é dificil explicar
como o que acabamos de definir possa ser “agao sobre RN Este problema é
contornado pelo uso de algebras de Hopf.

Representacoes em RP?? sio mais interessantes. Um caso particularmente
instrutivo é dado por

:(xay:aaﬂ) = (_yax:_ﬂva) (318)
H(@y,0.8) = (8, -y, 1) (3.19)

K".\) (bl

Temos como antes exp(th + 0f) = exp(th)(I + 0f). Ora, exp(th) é uma rotacio
no plano z-y simultaneamente com uma no plano a-f. O mais interessante ¢ o
“isomorfismo” (I + 6f) que é dado por

(z,y,a,B) — (z+ b0a,y + 08,0 — Oy, B + 0x) (3.20)
Considere a expressao
22 4+ 9% + 200 (3.21)
e faca nela as substitui¢des indicadas em (3.20). Temos
(z + 00)” + (y + 08)* + 2(o — 0y) (6 + O)

que apds um pequeno cdlculo volta a 2% +y? +2a3. Assim apesar da presenca do
elemento externo # no “isomorfismo” acima, este desaparece e a expressao x?+1y%+
2a3 é invariante pela substituicao indicada. Entao, além dos isomorfismos usuais
da 4lgebra RI2? que deixam a expressdo invariante, esta tem simetrias adicionais
por agdo de supergrupos. O supergrupo que deixa a expressao (3.21) invariante
é conhecido como OSp(2,2), uma extensdao do grupo O(2) x Sp(2), combinando
assim as estruturas ortogonais e simpléticas. Vemos que aqui retornamos ao
ponto de partida de invariancia por substituicao. Nao precisamos saber o que z,
Y, a, B, e 0 sdo, somente quais sao as regras legitimas de reescrita.

Para apreciar como a fisica constrodi teorias supersimétricas de campos quan-
ticos, é preciso elaborar um pouco mais as nossa construcoes. As teorias fisica sao
quase exclusivamente lagrangianas. Isto quer dizer que sao determinadas por um
funcional dos campos. Para simplicidade suponha que ¢(x) é um campo escalar
e z € R* é um ponto do espaco-tempo com z, sendo o tempo. Seja ¢i(z) a
derivada parcial de ¢ em relagdo a x;. Uma funcio de ¢(z) e das suas derivadas,
L(d(x), d1(z), da(x), pa(), p4()), onde L(vg, v1, vz, v3,v4) é uma funcio em R,
chama-se uma lagrangiana de ¢. A integral S(¢) = [p« L(#(x), i(z))dr chama-
se o funcional a¢do de ¢ (ndo confunda este uso da palavra “agdo” com acdo de
grupo e outros conceitos semelhantes). Um campo ¢ é um ponto critico deste
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funcional (no sentido de célculo de variagoes) se e somente se satisfaz a equagdo
de Euler-Lagrange:

4

oL 0 8£
8—1)0(¢ Z ox; 81}, ©), 9ilx)) =

que é a equacao dinamica do campo fisico. Uma teoria quantica parte da mesma
lagrangiana mas, em vez de focalizar a equacao de Euler-Lagrange, segue um
processo de quantizacdo que define a teoria especifica. Nao vamos aqui discutir
este processo. Obviamente podemos generalizar estas idéias para varios campos
de natureza variada (escalar, vetorial, etc.), equivalente a introduzir campos com
vérios componentes. Um exemplo de lagrangiana é ¢? + @2+ ¢2 — ¢2 cuja equagao
de Euler-Lagrange é a equacao de onda

Fo_0% _
— Oz} 01}

Considere agora uma ac¢ao ¢ — g - ¢ de um grupo de Lie G sobre os campos.
Dizemos que a teoria lagrangiana é simétrica por acao de GG se o conjunto de so-
lugoes das equacoes de Euler-Lagrange é invariante. Em determinadas condicoes,
para criar uma teoria simétrica, é suficiente que a acao S(¢) seja invariante, isto
6 S(g- @) = S(¢). E portanto importante poder achar integrais de funcdes de
campos e suas derivadas que sdo invariantes por agdo de grupos de Lie. Este é
um assunto proéprio ja suficientemente sofisticado que nao podemos abordar aqui.
Apresentamos somente um exemplo simples. Seja A = Z?Zl A; dx; uma 1-forma
em R? e seja G o grupo SO(3) de rotagdes que age sobre A de modo usual de
mudanca de coordenadas, a saber, se R € SO(3) entao (R - A)(Rz) = A(z). Em
termos de componentes (A1, A2, A3) temos entao (R- A);(z) =3, Ri;Aj(R™'x).
Usando o produto interno usual em R® como métrica Riemanniana, fica ébvio
que a integral de ||A||? e ||dA||? sdo invariantes por esta a¢ao e que a integral de
A? nao o é. No caso particular de A = d¢, temos a lagrangiana ||d¢||* com a
equacao de Euler-Lagrange sendo A¢ = 0.

Teorias supersimétricas sao aquelas cujo funcional S é invariante sob acao de
supergrupos. Os campos agora sao func¢oes definidos nao no espaco-tempo mas no
superespaco que estende espaco-tempo. Aparece porém mais uma consideracao
que também vem da fisica quantica. Como ja falamos, existem dois tipos de
campos quanticos fundamentais, os bosonicos e os fermidnicos. O valor do campo
no superespago portanto também deve pertencer a um superespaco, isto é, poderia
ter componentes bosonicos e fermionicos.

. 11 ~
Retornamos ao nosso simples exemplo em RMY. Por uma funcao neste su-

perespaco A(x,«) nds ji entendemos uma expressio f(z) + g(z)a onde f e
g sao fungbes reais. Agora devemos considerar que f(z) = F(x) + é(z) e



99

g(x) = G(z) + ¢¥(x) onde ¢(z) e YP(z) sdo fermionicos. Com isto, e com a
idéia que estamos ainda lidando com a situacao cldssica, e tomando a atitude
hibrida, podemos considerar que F' e G sao fungoes reais mas que ¢(z) e ¥(x)
pertencem a uma superalgebra supercomutativa sem que haja qualquer relacao
entre estes elementos além de anticomutatividade. Ou seja, estamos contem-
plando uma superalgebra supercomutativa com um nimero nao enumerdavel de
geradores fermiénicos, a saber, alem do o € RIM todos os ¢(x) e v¥(z) para
x € R. A literatura fisica diz que ¥ e ¢ sdo campos com “valores grassmania-
nos”. Como base de regras formais de reescrita isto nao deve causar nenhuma
objecao, mas a interpretacao destes objetos dentro de construcoes matematicas

mais estruturadas ainda é um ponto polémico ([Sc]).

O nosso supergrupo G age sobre (z, «) pela regra (3.17), mas devemos também
considerar que possa agir sobre os “componentes” (F,G, ¢,1) em cada ponto
como acontece com a ac¢do de SO(3) sobre os componentes de uma 1-forma,
como discutido acima. Assim por exemplo a acdo A — A do “elemento” I + 0f
de G, seria dado por

Az, a) = F(z + uba) + é(z + uba)+
(G(z + uba) + ¥ (x + ube)) (o + v0z)

onde (F,G, $,v) — (F,G, o, w) é a acdo de I + 0 f sobre os componentes de A.
Temos também F(z + uHa) F(x) +uF'(x)fo conforme (3.13), e 0 mesmo para
os outros componentes. Este exemplo nao é muito natural. Um melhor, ainda
sob a acao de G, é de campos definidos no superespaco RP2. Uma superfuncao
bosénica A(z,y, a, ) tem a forma F + ¢pa+ 3+ Gaf onde F e G sdo bosonicos
e ¢ e 1 fermidnicos. Suponha que o nosso supergrupo aja sobre RI2? da forma
previamente definida, e que sobre A aja trivialmente, isto é, A é um supercampo
“escalar”. Considere agora o “superdiferencial”

_0A 8/\ 8A

Nao é preciso elaborar aqui o sentldo exato de da e dﬂ, considere que sao ainda
elementos formais. A acdo de G sobre os componentes da superdiferencial é
igual & sua agao sobre o superespago com parametros (—t, —#), isto é, com sinais
trocados, em perfeita analogia com o caso de rotacdo de uma 1-forma em R®.
Portanto o produto interno < dA,dA > onde a métrica é dada por (3.21) é de
novo um supercampo escalar. A “medida” dzxdydad( é invariante sob a acdo de
G. Em primeiro lugar, é invariante pela acdo da rotacdo exp(tb), pois dzdy é
invariante por rotagao no plano z-y, e o3 ¢ invariante por rotagao no plano a-
como ja vimos. A “matriz Jacobiana” da transformagao I 4+ 0 f é formalmente

1 0 60
0 1 04
0 -6 10
6 0 01
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cujo determinante formalmente é 1. Assim a integral

/ / / / < dA,dA > drdydadf

é invariante pela acao do supergrupo. Esta integral se reduz a
2//(VF-VG+V¢-V¢+GQ)d:cdy

onde V é o gradiente comum em relagao a (x,y).

Neste ponto podemos esquecer os passos que levaram a esta integral e sim-
plesmente considera-lo como o funcional de um problema de calculo de variacoes
classico cujas equacoes de Euler- Lagrange sao

AF =2G, AG =0 (3.22)
A¢ =0, Ay =0 (3.23)

Toda a méquina de supersimetria agora desapareceu e podemos encarar a su-
persimetria como simplesmente uma maneira de construir lagrangianas. As pro-
priedade marcantes de sistemas fisicos supersimétricos somente aparecem na teo-
ria quantica, portanto equagoes acima sao muito sem graca. O exemplo também
¢ muito simplificado. O que é extraordindrio é que os sistemas assim construidos
por meio de supersimetria que estendem a simetria classica do espaco-tempo
nao s6 constituem candidatos muito atraentes para teorias fisicas basicas, mas
também tém fornecido instrumentos para novas descobertas na matematica pura
como invariantes de nds, trancas e variedades de dimensao trés e quatro.

Podemos agora, pelo menos em palavras, resumir o que sao as teorias fisicas
supersimétricas. Sao sistemas lagrangianos de campos fisicos que podem ser
descritos da seguinte maneira:

e H& um superespago que estende o espago-tempo.

e H& uma superalgebra de Lie, agindo sobre o superespaco, e que estende a
dlgebra de Lie das simetrias classicas do espago-tempo

e H4 um conjunto de campos, bosonicos e fermionicos, definidos no superes-
paco, que carrega uma representacao da superdlgebra.

e Ha uma lagrangiana que é invariante pela acdo do supergrupo que corres-
ponde a superalgebra.



61

No final, como no exemplo anterior, podemos encarar estas teorias como sim-
plesmente teorias lagrangianas comuns para um certo conjunto de campos, mas
a supersimetria escolhe certas lagrangianas muito particulares que tém proprie-
dades muito especiais.

Uma lagrangiana é supersimétrica se é invariante por um conjunto de regras
de reescrita. Embora o funcional agao de um conjunto de campos seja escrito
como [ Ldz;---dr,db; - - - db,,, para saber se isto ¢ supersimétrico ou nio, ndo é
necessario interpretar nem os campos, nem as coordenadas no superespaco, nem
a integral. Nao é necessario saber o que sdo estas coisas. Temos simplesmente
uma expressao, mais sofisticada que o nosso xy no inicio, é verdade, mas nada
essencialmente diferente. A expressao é invariante por um conjunto de regras de
reescrita que sdo ditadas por uma superdlgebra de Lie. Eis a supersimetria neste
nivel. Uma vez que a teoria é quantizada, a superalgebra de Lie que deu lugar
ao conjunto de regras de reescrita agora se incorpora numa superalgebra de Lie
de simetrias infinitesimais, e esta superalgebra de operadores traz consequéncias
extraordinarias para a teoria quantizada. Isto nao é mais formal mas concreto.
Nisto temos o proprio milagre de supersimetria e a sua beleza tao admirada pelos
fisicos.
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Capitulo 4

A integral de Kontsevich

Em [Ko] Kontsevich definiu um invariante de nds, usando integrais miltiplas, e
mostrou que o invariante é o “melhor possivel” invariante de tipo finito. A classe
dos invariantes de tipo finito inclui muitos invariantes ja conhecidos, entre eles
todos os invariantes definidos a partir de grupos quanticos.

O objetivo aqui é de descrever uma versao do invariante de Kontsevich devido
a Roger Picken [P]. Este invariante é um pouco mais fraco que o invariante de
Kontsevich mas tem a vantagem de ser mais facil de se calcular. A idéia atras do
invariante é a seguinte. Primeiro o né em questao é representado por uma tranca.
Trangas correspondem a caminhos fechados no espago de configuracoes (finitas)
de pontos no plano e o invariante é construido a partir de transporte paralelo
com respeito a uma certa conexao plana (conexao de Knizhnik-Zamolodchikov)
no espaco de configuracoes.

4.1 Trancas

Sera conveniente representar o espaco tridimensional como C x R com coorde-
nadas (z,t) onde z = x + iy e t € R. Sejam 2y, 29,... , 2z, aplicacdes suaves do
intervalo [0,1] em C tais que os gréaficos dos z; (ou seja as curvas (z;(t),t) em
Cx[0,1]) sao disjuntas e encontram os planos Cx0 e Cx 1 em {1,2,... ,n} x0e
{1,2,...,n} x 1. Uma n-tranca é uma unido (disjunta) de n tais gréificos (os fios
da tran¢a). Cada fio liga um ponto (j,0) a um ponto (S(j),1) onde j =1,2,... ,n
e S é uma permutacdo de {1,2,... ,n}. Por exemplo, a 2-tranca o; é dada por
3 1 3 1 .,

2 ==+ —e™, 20 = —— —e"".
=573 2T 9 9

Mais geralmente, na tranca o;, dois dos fios sao dados por

274+1 1
g1

— mit

2 2" 7
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os outros fios sendo todos verticais (ou seja da forma j x [0,1]).

Se by é uma familia continua de trancas, onde s € [0, 1] entdo as trangas b, e
b, sao chamadas de equivalentes.

Se b e ¢ sao duas trancas, onde b é definida por wy, wo, ... ,w, e c é definida
por 21, 22, - .. , 2y €ntdo o produto be é a tranga definida por z;(2t) se 0 <t < 1/2
e por w;j(2t — 1) se 1/2 <t < 1. Em outras palavras, b e ¢ sdo comprimidos por
um fator 1/2 na diregio ¢ é entdo b é colocada em cima de c.

A inversa b~! de uma tranca b é obtida refletindo b no plano C x 1/2, ou seja
usando as funcoes z;(1 — t) no lugar de z;(?).

As classes de equivaléncia das n-trancas formam um grupo B,, com elemento
neutro a tranga cujos fios sao todos verticais. A demonstracao (bastante traba-
lhosa) de que B,, é um grupo lembra a demonstragao de que o grupo fundamental
é um grupo. De fato, B, é o grupo fundamental do espaco X,, das configuracoes
de n particulas (ndo ordenadas) no plano. Mais precisamente, se C,, é o aberto
de C* que consiste de todos os (21, 22, ... ,2,) tais que z; # z; se ¢ # j entdo
X, é o quociente de C, pela a¢do do grupo simétrico S,. O ponto base de X,
é {1,2,...,n} e as fungdes z;(t) que definem uma n-tranca também definem um
caminho {z(t),...,2,(t)} em X, com pontos iniciais e finais iguais ao ponto
base.

O grupo B, é gerado por 01,09, ... ,0,_1. As relacdes 0,0, = 0j0; (se [i—j| #
1) e 0,0;110; = 04410041 podem ser facilmente verificadas e, de fato, toda relacao
entre os geradores o; é conseqiiéncia destas relagoes.

Todo né em R? é equivalente a (isto é, pode ser deformado continuamente
em) um né que sempre gira na mesma dire¢do em torno de um determinado eixo
(teorema cldssico de Alexander, que vale também para enlacamentos, ou seja
ndés com mais que uma componente conexa). E facil deduzir que todo né ou
enlacamento orientado é equivalente ao fecho de uma tranca. O fecho de uma
n-tranga é o né ou enlacamento obtido unindo as extremidades da tranga por n
curvas disjuntas no plano y = 0. Alternativamente, o fecho pode ser visto como
a imagem da tranga pela aplicagao de R? x [0, 1] em R® que leva o ponto (z,y,1)
em (z,y,u) onde u + jv = > (=),

Para cada né existem infinitas trancas cujos fechos sao equivalentes ao né.
Por exemplo, se b; e by sdo duas trancas é facil ver que os fechos de b1b, € boby sdo
equivalentes como nés. Outro exemplo: se a n-tranga b estd contida em {x < n}
entdo a unido de b com o fio vertical n + 1 x [0,1] é uma n + 1-tranca b* e os
fechos de b™ = o,b* , b~ = 0, 'b* e b sdo todos equivalentes como nés.

Se I(K) é um invariante de nés (isto é: I(K) = I(L) se K e L sao equivalentes)
entdo o valor de I é igual para os fechos de b, b™ e b~. A reciproca também vale
(Teorema de Markov). Seja J(b) um invariante de trancas (isto é J(by) = J(b2)
se by e by sdo equivalentes como trancas). Se (Markov I) para todas n-trangas
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c1 e cg temos J(cicp) = J(cpc1) e (Markov II) para toda n-tranga b contida em
{z < n} temos que J(b") = J(b) = J(b™) entdo J define um invariante I de nés
pela regra I(fecho(b)) = J(b).

Uma maneira de se construir invariantes de trancas é usando transporte pa-
ralelo, como segue.

4.2 Monodromia

Considere primeiro o exemplo prototipico de transporte paralelo, a EDO matricial

aw

— =A)W(t

= A ()
com condigdo inicial W(0) = I (identidade). A(t) é uma funcdo suave do inter-
valo [0, 1] nas matrizes reais N x N. Existe uma tnica solu¢ao (suave) W (t).
Transporte paralelo leva um N-vetor v no vetor W (1)w.

Numa variedade M podemos definir transporte paralelo ao longo de caminhos
suaves em M usando uma 1-forma em M com valores matriciais. A forma €2
consiste de aplicagoes lineares dos espagos tangentes de M nas matrizes N x N.
Dado um caminho o : [0,1] — M, temos a equagao

dw do
e Q(E)W(t)

com condigao inicial W(0) = I.

Seja T, a matriz inversivel W (1) (transporte paralelo ao longo de o). Se o e
7 530 caminhos em M tais que o(0) = 7(1) entdo o caminho o7 é definido por
7(2t) para 0 <t <1/2 e o(2t — 1) para 1/2 < t < 1. Pela unicidade de solugoes
de EDO’s, temos que T,, = T,T..

Se a 1-forma é plana (flat) entdo pequenas varia¢oes do caminho, fixando os
pontos iniciais e finais nao afetam 7,,. Em outras palavras, T, é invariante por ho-
motopias do caminho o que fixam ¢(0) e o(1). Obtemos assim um homomorfismo
(a monodromia) do grupo fundamental de M nas matrizes N x N inversiveis.

No artigo [KZ], os fisicos Knizhnik e Zamolodchikov definiram uma conexao
plana em C;, pela férmula

1 dz; — dz; A,

271 Zi — Zi
i<j Tt J

onde, para 1 <17 < j < n, os A;; sdo matrizes constantes complexas N x N que
satisfazem as relacoes
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o [Aij, Ar] = 0 se 4,7, k, 1 sao distintos
[AZ], Ajk)] = [Ajk,Alk] = [Azk, Azy] onde 1 <] < k.

Aqui, [A, B] significa o colchete AB — BA.

Estas relagoes e propriedades das formas (dz; — dz;)/(z — zj) = dlog(z; — z;)
garantem que a conexao ¢ plana, ou seja que a 2-forma de curvatura da conexao
é identicamente nula. A verificagao deste fato pode ser encontrada no livro [Ka],
capitulo XIX.

Voltando a situacao geral, o transporte paralelo T, pode ser visto como limite
de produtos de matrizes. Considere primeiro a equacao

Temos que
W(t+ At) — W(t) =~ AtA(t)W(¢)
ou seja
W (t+ At) ~ [I 4+ AtA(t)|W(2).
Entao W(1) deveria ser o limite quando m — oo do produto
(I 4+ At A(t1))(I + AtaA(te)) - - - (I + At A(t))

onde 1 >t >ty >--->t, >0e Aty =1—1t;, Aty =t; —to,---. Este produto
pode ser re-escrito na forma

I—I—ZAtA )+ D AtLALA(L)Aty) + -

1<j

W) =1+ / Alty)dt + / / At A(t)dbrdty + - |

os limites de integragao no termo geral sendo 1 > ¢; >ty > --- > t,, > 0 (ou seja
(t1,t2,- -, t;,) pertence a um simplexo aberto apropriado). Por exemplo, para A
constante, é facil verificar que o resultado é I + A + A?/2 + --- = exp(A), como
deveria ser.

ou seja

No caso da conexao KZ, a formula para o transporte paralelo é

27T’L /Zdlm tl i + (27_”) //szlzg 151 dlkl ta AZJAk‘l +-

1<j k<l
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onde [;;(t) = log(z(t) — z;(t)).
Se b é uma tranca, a cada produto A;; Ay - - - Ay (de m fatores) corresponde
um conjunto de m pares de pontos em b (um par para cada t;)

(zi(t1),t1), (2i(t1), 1)
(Zk (t2)a t2)’ (Zl(t2)a t2)

(zu(tm), tm), (20(tm), tm)

onde 1 >t >ty > --- > t,, > 0. Este é um exemplo de um diagrama em b.
O invariante serd definido re-escrevendo a férmula I + --- acima em termos de
diagramas.

4.3 Diagramas

Seja b uma tranca. Um par em b consiste de dois pontos distintos em bNCx (0, 1)
(nao necessariamente no mesmo nivel. Um m-diagrama (chord diagram) em b
consiste de m pares disjuntos em b. Dois diagramas em b sao equivalentes se exis-
te um difeomorfismo de b fixando as extremidades de b e levando um diagrama
no outro. Por exemplo, numa 1-tranca, todos os 1-diagramas sao equivalentes
e ha exatamente trés classes de equivalencia de 2-diagramas. Um diagrama nu-
ma 1l-tranga pode ser representado por uma palavra ajas . .. as, (lendo de cima
para baixo). Cada par é representado por uma letra. Assim os trés tipos de
2-diagramas numa 1-tranca sao aabb, abab e abba. Observe que aabb e bbaa re-
presentam 0 mesmo diagrama.

Seja D, (b) o conjunto (finito) das classes de equivaléncia de m-diagramas em
b e CD,,(b) o C-espago vetorial das combinages C-lineares formais (finitas) de
elementos de D,,(b).

Se a € Dy, (by) e B € D,(by) entdo o produto afy € Dy, 4, (b1b2) é definido da
maneira 6bvia, colocando o em cima de 3. Este produto se estende linearmente
a um produto CD,, (b;) X CD,,(by) — CDy1p, (b1b2).

Seja agora D um diagrama em b e zz,yy dois pares de D. Retire um dos z’s
e insira-o imediatamente abaixo de (resp acima de) cada um dos y’s, obtendo
assim diagramas D, Dy (resp D3 e D). Por exemplo, se (numa 1-tranca) D =
abcadbdc, podemos escolher os pares bb e dd, obtendo assim D; = abcadbdc ,
Dy = acadbbdc , D3 = acadbbdc e Dy = acadbdbc. Uma relacao 4T é uma relagao
em CD,,(b) do tipo

Dy + Dy — D3 — D,.

Definimos A,,(b) a ser o quociente do C-espago vetorial pelo subespago gerado
pelas relagoes 4T.
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Como o produto de uma relacdo 4T com um diagrama é uma relagao 4T, o
produto de diagramas induz um produto

Am(bl) X An(b2) — Am+n(b1b2)
e consequentemente a um produto
A(bl) X A(bg) — A(blbg)

Por definigdo, A(b) consiste de somas infinitas formais zo + z; + 22 + ... onde
T, pertence a A, (b) para 0 < m. Observe que Ay(b) é isomorfo a C, gerado pelo
diagrama vazio, denotado por 1.

Da mesma maneira podemos definir D,,(S') (onde S! ¢ o circulo) como m-
diagramas em S mddulo difeomorfismos de S! que preservam a orientagao de S*
e A, (S') como o quociente de CD,, (S') pelo subespago gerado pelas relagoes 4T.
Um elemento de D,,(S!) pode ser representado por uma palavra ciclica composta
de m pares de letras diferentes. Por exemplo, como palavras ciclicas, as seis
palavras abcbca, bebeaa, . . ., aabcbe representam a mesma palavra ciclica, ou seja
o mesmo elemento de D3(S').

De fato, A(S') nao é s6 um C-espaco vetorial mas uma C-dlgebra. O produto
é dado (aparentemente de forma ambigua) por juxtaposi¢ao de palavras. Por
exemplo, o produto de abba e zyxry é abbaxyxry. Mas, usando as relagoes 4T,
temos

rabbayxy + abbrayxy = axbbayxy + abbaryzry

axbbayxy + abxbayry = abxbayry + abbrayzxy.
Segue-se que, em A4(S'),
abbaxyxry = xabbayxy.
Mas, tratando-se de palavras ciclicas,
xabbayzry = abbayxyx.
Consequentemente
abbaxyxy = abbayxyzx.

Continuando assim, vemos que, médulo as relagoes 4T, o produto em A(S') é
bem definido. E claro que o produto é comutativo. Por exemplo,

abbazxyry = ryryabba
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simplesmente porque as duas palavras representam a mesma palavra ciclica.

Embora a dimensao de A,,(S?) cresce muito rapidamente com m, é facil ver,
pelo menos, que A;(S') e Ay(S?) e A3(S') tém C-bases aa e abab, aabb e

aabbce, abcach, abcabe

respectivamente.

Se b é uma tranga cujo fecho é um né entdo cada diagrama em b define (por
inclusdo) um diagrama no fecho, ou seja em S'. Assim temos uma aplicacio
C-linear

p:A) = A(SY

(pois é facil ver que inclusdo leva relagoes 4T em relagbes 47T).

Em geral os fechos de 0102 e bob; sao equivalentes como nés ou enlagamentos.
Em particular, se o fecho de b1, é um no6 entao o fecho de byb; também o é e se
a € Dp,(b1) e B € D,(by) entao

p(ef) = p(Be).

4.4 O invariante

Seja

1 m
Zb)=1+Y_ <2—m> > / dli; (1)l (t2) - - - Aluy (tm) Dij gt
m>0

onde os limites de integracao sao 1 > t; > t9 > .-+ > t,, > 0 e a segunda soma
> ésobre todoi < j,k <l,-+- ,u<veDjp.uw€ An(b) é o m-diagrama em
b que consiste dos pares (z;(t1),t1), (z;(t1),t1), -, (2u(tm), tm), (2o (tm), tm)-

Esta férmula é a férmula antiga com Dj; 4;.... wy Do lugar do produto A;; Ag; - - - Ay,.
As relagoes entre os A;; correspondem as relagoes 41. Por exemplo, temos a re-
lacao 4T

Dij ik — Djk,ij + Dijik — Dik,ij = 0

que corresponde a relagdo [A;j, Ajx] = [Aik, Aij]. Também D;j é Dy, sdo
equivalentes como diagramas se 1, 7, k, [ sao distintos, o que corresponde a relagao
[Aija Akl] - 0

Z(b) tem propriedades anédlogas as do transporte paralelo respeito a conexao
KZ:
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e Se b e c sdo trangas equivalentes entdo Z(b) = Z(c)
L4 Z(blbg) = Z(bl)Z(bg)

Para simplificar a discussao sé consideraremos trancas cujos fechos sao nés.
Para tais trangas, temos a aplicagio p : A(b) — A(S")
Teorema: pZ(biby) = pZ(byby)
Demonstracao: pZ(bibe) = p(Z(b1)Z(by)) = p(Z(bs)Z(b1)) = pZ(b1bs). [ |

Entao pZ satisfaz a primeira condicao de Markov. A segunda condicao,
porém, nao é satisfeita. Por exemplo, calculemos pZ para a 2-tranca o;. O
resultado é

1

2mm)

pZ(o) =1+

m>0

Onm

onde O € A (S') é 0 m-diagrama ajas - - - apa109 - - - a,, em S'. Para o temos

que z; — 23 = —e™. Entdo o coeficiente de O, é
1 m
— m) " dty -+ - dt
(27ri) / (i)™ dt: m
ou seja 27™ vezes o volume 1/m! do m-simplexo aberto 1 > t; > --- > ¢, > 0.

A férmula para o' é

pZ(oy") =14

m>0

1
2mam!

(_l)m Om

A idéia de Picken é de passar ao quociente pelas relagdes pZ(oi') = 1 para
garantir a segunda condi¢ao de Markov. Sejam entdo r, e r_ os elementos de
A dados por 7+ = pZ (o) — 1 e seja A o quociente de A pelo ideal 7, A +7r_A
gerado por 7, e r_ e seja p a composta de p com a aplicacdo quociente A — A.

O resultado principal de [P] (cuja demonstracio serd omitida) é que pZ(b)
satisfaz a segunda condicao de Markov e, portanto, define um invariante de nos.

Como exemplo de como calcular com o invariante, esbocaremos uma demons-
tracao de que o invariante distingue entre o trevo e a sua reflexdo num plano. O
trevo é o fecho da 2-tranga o3 dada pelas duas fungoes 3/2 + €3 /2, enquanto a
sua reflexdo o7 é dada por 3/2 & e~3™ /2. Como no caso de o, temos que

3 9 9
Z(c2) =14+ = e =
pZ(o1) =1+ 5 O1+g Q2 +75 Os +
que, depois de uma pequena conta, € igual a

1
1+6r++3r_+503+---
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onde os pontinhos representam termos em A,, para m > 3.

O trevo refletido é o fecho da 2-tranca o7 e temos

1
pZ(07?) = L4+3ry4+6r =5 Os+---
Subtraindo, temos que

pZ(03) —pZ(07*)=3r; —3r_ + O3+ ---

Examinando as relacoes 4T em As nao é dificil verificar que nenhuma soma
da forma )3+ - - - pode pertencer ao ideal 7y A+r_A. Entdo pZ(0?) # pZ(07?),
ou seja o valor do invariante é diferente para o trevo e a sua reflexao.
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Capitulo 5

Grupos Quanticos

1. Aqui se pretende expor os elementos de grupos quanticos de forma simples e
direta. As construcoes nao serdao apresentadas da maneira mais geral possivel, e
serao sempre acompanhadas no exemplo (ja extremamente interessante) do gru-
po quantico “mais simples” SI,(2), deformagido do grupo algébrico semisimples
S1(2). Um contexto definitivamente algébrico serd adotado: por exemplo, evita-
remos mengoes a algebras C*, e outros objetos analiticos. A virtude maior desta
filosofia é destacar claramente a natureza (co- ou contra- variante) das operagoes
envolvidas, dos diversos tipos de produtos, de cada conceito.

2. Nao hé definicao satisfatéria universalmente reconhecida do que seja um
grupo quantico. Todas as propostas em vigor sugerem a idéia de deformacao de
um objeto cldssico, que pode ser, por exemplo, um grupo algébrico, ou um grupo
de Lie. E em todas as propostas os objetos deformados perdem as propriedades
de grupo: assim, “grupos” quanticos ndo sao grupos. O que sempre se procura
preservar nas deformacoes é o entendimento das diversas representacoes que os
objetos admitem.

3. Fixemos as idéias postulando uma dualidade basica que a Matematica
deste século refletiu em uma quantidade de linguagens diferentes: por um lado,
sdo estudados objetos X que possuem uma estrutura geométrica ou topoldgica.
A tais objetos sdo associadas construgoes algébricas A(X), que podem ser, por
exemplo, dlgebras de funcoes definidas no conjunto X, ou o espaco de secoes
de um fibrado vetorial. Frequentemente gostariamos de reler nestas algebras as
estruturas geométricas originais, isto é, gostariamos de recuperar em A(X') nossos
objetos iniciais X através de alguma nogao de espectro S(A(X)) da dlgebra A(X):
a situacao mais desejada é quando voltamos a ter alguma forma de isomorfismo
X ~ S(A(X)). O retorno & Geometria a partir das algebras A(X) através de um
espectro sugere considerarmos espectros S(A) de dlgebras mais gerais A. Tais
espectros sao objetos que possuem ainda uma Geometria reminescente, quase
sempre muito interessante.

73
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4. Esta separacao basica, por um lado a Algebra em A, e por outro a Geometria
(ou Topologia) em X ou em S(A), é uma situacgao ideal: os objetos que vemos na
realidade matemaética nos chegam frequentemente misturados. Sao, por exemplo,
grupos topoldgicos, ou espacos vetoriais topolégicos, objetos que tem simulta-
neamente estruturas algébricas e geométricas de alguma forma compativeis. A
aplicacao dos funtores usuais A de algebrizacdo em um objeto X assim fornece
estruturas algébricas adicionais sobre os objetos ji algébricos A(X), que passam
entao a admitir, por dualidade, co-multiplicacoes.

5. Como um exemplo-paradigma tomamos um grupo algébrico linear X: alge-
bricamente, um grupo, geometricamente uma variedade... algébrica (a notagao
consagrada ndo pode evitar armadilhas); além disso, as operacoes de grupo sao
morfismos de variedades algébricas. O exemplo que nos serd mais caro é o grupo
algébrico Sly(k). Como para toda variedade algébrica, podemos considerar um
funtor de algebrizacao que associa a cada variedade X seu anel de fungoes regula-
res R(X). A estrutura adicional de grupo em X doa, por dualidade & la Yoneda,
uma estrutura de co-algebra em R(X) (definigbes precisas mais tarde).

Como segundo exemplo-paradigma tomemos X um grupo de Lie, isto é: geo-
metricamente uma variedade, algebricamente um grupo, com a compatibilidade
fundamental de serem diferenciaveis as operagoes algébricas. Também aqui se
manifesta o ubiquo Sl;. Um funtor de algebrizagao basico para uma variedade
é a consideracao de seu fibrado tangente; no caso do grupo de Lie X, este fun-
tor fornece a algebra de Lie £(X), o espaco tangente na identidade. Um funtor
intra-algébrico agora asocia a cada algebra de Lie £ a algebra (associativa) en-
volvente U (L) de forma universal (este funtor, que deve ser chamado de funtor
de Poincaré-Birkhoff-Witt, é o adjunto a esquerda do funtor que a cada algebra
associativa A associa a algebra de Lie com o colchete dado da forma “usual”:
[a,b] = ab — ba).

Estes exemplos serao nossos guias.

6. Se o objeto inicial X for um objeto assim misto, dotado de estruturas
algébricas e geométricas simultaneamente, as deformagoes que procuramos ope-
ram nas algebras A(X), enriquecidas por co-multiplicagoes, para gerar objetos
A,(X) da mesma natureza igualmente enriquecida. O parametro g de deformagcao
intervem nas defini¢oes das dlgebras A(X) (ou mais simplesmente A) de uma for-
ma que a primeira vista pode parecer arbitraria: confiamos entao na relevancia
destas defini¢oes distorcidas que uma quantidade de aplicagoes fisicas, muitas
vezes nao relacionadas entre si, indica.

Poderiamos pensar em aplicar espectros e obter alguma Geometria em
S(A4(X)), mas a énfase maior das aplicacbes tem sido em recuperar a teoria
de representagoes de X, que em geral é equivalente & de A(X), para as algebras
deformadas A,(X).
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7. (Sobre estas notas) O conceito de grupos quanticos foi motivado por problemas
vindos de um grande nimero de situacoes fisicas, e com isso o entendimento
das idéias que motivaram a teoria requer naturalmente um amplo conhecimento
anterior. No entanto, o trabalho de manipulacao da teoria pode ser efetuado
em um nivel muito mais modesto; estas notas procuram contemplar situagoes de
pré-requisitos bastante diversas. Idealmente, qualquer leitor com algum interesse
poderia achar nelas um lugar de trabalho matematico ativo. Alguma informacao
categorica estda recolhida em apéndice: a mistura de estruturas que os grupos
quanticos exemplificam torna a linguagem categérica um dado essencial.

Indice do Capitulo 5
I. Bons Antecedentes Algébricos
1.1 Grupos Classicos: Definicoes
1.2 A Geometria dos Grupos Cléssicos
I.3 A Algebra dos Grupos Cléssicos
1.4 Algebras de Lie e Algebras Envolventes
1.5 Representacoes
I1. Grupos Quénticos
I1.1 O Plano Quantico, as Matrizes Quanticas e os Grupos Quanticos
I1.2 A Algebra Envolvente
I1.3 Mddulos

5.1 Bons Antecedentes Algébricos

5.1.1 Grupos Classicos: Definicoes

Grupos classicos é uma denominacao empregada para alguns grupos de matri-
zes, ou de classes de matrizes, em que a operagao do grupo provém do produto
matricial. Cada matriz-elemento de um grupo assim deve ser inversivel, e logo
seu determinante nao se anula. O primeiro grupo cléssico é Gl,(A), dito o gru-
po linear geral, tendo como conjunto subjacente o conjunto das matrizes n X n
com determinante nao-nulo e coeficientes em um anel comutativo A; dotado do
produto matricial, GI,,(4) é um grupo.
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Se U(A) denota o grupo das unidades de um anel A entdo o determinante é
um morfismo de grupos

det : Gl (A) — U(A), (L.1.1)

cujo nicleo é o grupo classico denotado por SI,(A) e dito o grupo linear especial.
Assim Sl,(A) é subgrupo normal de G, (A).

Se o anel A de constantes for um corpo (comutativo) k£ entdo o centro 7,
de Gl,(k) consiste nos multiplos escalares AId da matriz identidade Id, e logo
Z, é isomorfo ao grupo multiplicativo U(k) = k* = k \ {0}. O grupo quociente
Gl,(k)/Z, é denotado PGI,(k) e é chamado de grupo linear geral projetivo. O
centro de Sl,(k) é Z, N Sl,(k) e consiste nos multiplos escalares AId da ma-
triz identidade Id tais que A™ = 1. Assim, o centro de Si,(k) é sempre finito,
e PSL,(k) := Sl,(k)/Z, N Sl,(k) é dito grupo linear especial projetivo. Por
exemplo, se n = 2 e a caracteristica de k for diferente de 2 entao

Glg(k):{ (‘CL Z) \ad—bc;éo}

Slg(k)z{ (i Z) \ad—bc:l}

PSZQ(k):{ (“ Z) \ad—bczl}/ild.

Cc

Outros grupos classicos dependem de formas bilineares ou semi-lineares em
V = k™; tais formas sao funcoes

f(e,0):V XV —k
(z,y) = f(z,y),

e sao simétricas (resp., anti-simétricas) se, para todo z,y € V, tivermos

flz,y) = fly,z)  resp. fy,z) = =f(z,).

Se uma tal forma é linear nas duas coordenadas ela é dita bilinear, e é dita nao-
singular se nao existe o tal que f(xg,z) = 0 para todo z. Trataremos ainda de
formas no caso em que o corpo k tem uma involu¢dao oo — @ (o caso paradigma
é k = C, o corpo dos complexos, com a conjugagio), e a forma é hermitiana, no
sentido em que satisfaz

f(z,y) = f(y, ).

Neste caso assume-se que a forma é linear na primeira coordenada e anti-linear
na segunda, isto é,

f(xa a1y + Oé2y2) = Oé_lf(ma yl) + Q/_Zf(xa y2)
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Dado um espaco vetorial V' de dimensao n sobre um corpo k e uma forma
f(e, @) de qualquer destes tipos, as matrizes M em Gl,(k) que preservam esta
forma, no sentido de satisfazerem

f(Mz, My) = f(z,y) para todos z,y € V

formam um grupo clédssico. Se a forma f(e, ) é nio-singular e anti-simétrica
entao o grupo de matrizes n X n com coeficientes em £ que preservam esta forma
é chamado o grupo simplético, denotado por Sp,(k). A estrutura de grupo de
Spn(k) independe da escolha da forma bilinear antisimétrica, que pode ser tomada
como

f(z,y) = Z (T2i 1Y2i — Toiyai 1) = ' Ay,

1<i<n/2
B 0 --- 0
0 B --- 0
A= :
0O --- 0 B

5= (" 1),

Assim, n é sempre um numero par. As matrizes M € Sp, (k) sdo descritas pela
condicao
M'AM = A.

O centro Z(Sp,(k) de Sp,(k) consiste nas matrizes M = AId onde A = £1, e o
quociente Sp,,(k)/Z(Spn(k)) é dito o grupo simplético projetivo. Se n = 2 entao

Spa(k) = Sly(k) e PSpa(k) = PSly(k).

No caso de f(e,®) ser nao-singular, bilinear e simétrica, e o corpo k ter ca-
racteristica diferente de 2, os grupos de matrizes que preservam f(e,®) sao os
chamados grupos ortogonais; em geral a classe de isomorfismo destes grupos de-
pende da escolha de f(e,®), e logo estes grupos devem vir denotados por O, (k, f).
O niimero de formas f(e,®) que geram grupos nao isomorfos depende do corpo
de constantes k. O determinante de qualquer matriz em O, (k, f) é 1, e o grupo
de matrizes de determinante um em O, (k, f) N Sl, (k) é denotado por SO, (k, f).
O centro Z(O,(k, f)) consiste nas matrizes M = A\l d onde A = £1, e o quociente
SOk, f)/Z(On(k, f)) N SO, (k, f) é denotado PSO,(k, f). O nicleo SO, (k, f)
de

det : Op(k, f) — { £1 }
é abeliano, e deve conter os comutadores M;M,M;'M;'. O grupo comutador

Q,(k, f), gerado por estes comutadores, é assim um subgrupo de SO, (k, f). De-
finimos

PQu(k, f) = Qu(k, £)/(Z(On(k, ) 0 Qu(k, £))-
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No caso de k ser dotado de uma involugdo o — « e f(e,®) ser hermitiana
os grupos de matrizes nao-singulares que preservam esta forma sao os grupos
unitarios; como no caso dos grupos ortogonais, os grupos unitarios dependem da
escolha de f(e, o), e devem ser denotados por U,(k, f). As matrizes em Uy, (k, f)
de determinante um formam um subgrupo SU,(k, f). O centro Z(U,(k, f) de
Un(k, f) é formado por {\Id | A\ =1}, e

Z(SUn(k, f)) = Z(Un(k, f)) 0 SU(K, f).
Denotamos

PU(k, f) = Un(k, £)/Z(Un(k, f)) e PSU(k, f) = SUn(k, )/ Z(SUn(K, [)).

Exemplos e Exercicios

1. Grupos classicos sobre um corpo finito. O corpo finito com ¢ = p"
elementos serd denotado por F,. Temos

PSly(Fy) = Sly(Fy)

Ao 1)-61)-G0)-Go)-( o))

donde PSIy(F5) é isomorfo ao grupo S3 e o subgrupo
10 11 01
0 1/’\1 0/)’\1 1

é normal em PSly(Fs).

Sobre F3 o grupo PSI; consiste de classes de matrizes; a descricao abaixo
identifica cada matriz com a classe a que pertence:

—{ 10 11 1 2 10 10 11 1 2
Yo 1/°\2 0/°\1 0)°\1 1)°\2 1)°\0 1)°\0 1)’
11 1 2 01 01 0 2 )
1 2)7\2 2)’\2 0/’\2 1)’\1 1)
donde PSi,y(F3) é isomorfo ao grupo A4 e o subgrupo
11 1 2 01
1 2)°\2 2)’\2 0 ’

isomorfo a Z/2Z x Z/2Z, é normal em PSly(F3).
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Estes sdo, no entanto, os tnicos casos em que PSIly(F,) ndo é simples. Para
n=2eq>4,eparan > 2 os grupos PSly(F,) sao simples e formam a familia
mais tratdvel (a parte os grupos ciclicos de ordem prima e os grupos alternados
A, para n > 5) no grande teorema de classificagdo de grupos finitos simples (ver
o material recolhido em 3. abaixo). A ordem de PSI,(F,) é dada por

(%) .
card(PSl,(F,)) = m IT@-v.

2<i<n

Temos PSps(Fy) = PSIly(F,) isomorfo a S3 e PSpy(F3) = PSly(F3) isomorfo a
Ay. Também PSps(F5) ndo é simples; estes sdo, contudo, os tinicos exemplos de
PSp,(F,) ndo-simples. A ordem de PSp,(F,) é dada por

()’ |
card(PSpa(Fy)) = —————— [] (¢ -1).

"~ mdc(n,q— 1) L<in2

Se a caracteristica do corpo k for diferente de dois e n = 2] 4+ 1 for impar entao
o grupo PQ,(F,) é simples se [ > 1, e tem sua ordem dada por

card(PQ,(F,)) = mde(@.q 1) H (% —1).

1<i<(n—1)/2

Se n = 2| for par entao existem dois grupos nao isomorfos e simples se [ > 2,
dependendo da escolha da forma bilinear simétrica. Estes grupos sao denotados
por PQF(F,) e PQ_(F,), e tem ordens dadas por

I(1-1)
card(PQ (F = i =) o
( (Fq)) mdc(4,q — 1) 1<g/2( )
e
1(1-1) i
card(PO-(F,)) = q—[ H (* = 1))(¢' +1).
mdc(2,q+ 1) 1<i<(n/2)—1

Um grupo unitdrio finito depende de uma forma sesqui-linear, que por sua vez
depende do automorfismo involutivo a +— @. S6 existe um tal automorfismo se a
cardinalidade do corpo for um quadrado ¢. Sobre um corpo de constantes fixo
F,2 os grupos unitarios sdo isomorfos entre si, e os grupos PSU,,(F,2) sdo simples
exceto quandon =2eqg=2ou3den=3eqg=2. A ordem é dada por

n(n—1)/2

card(PSU,(F 2)) = q—) IT @ - (-1

mdc(n,q — 1 2Zi<n
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2. A simplicidade de PSLy(F,). No caso de A = k ser um corpo o determi-

nante (I.1.1) como homomorfismo de grupos admite uma se¢do

Uk) — Gl (k)

10 -0
p— D(p) == :
00 - p

e realiza Gl, (k) como produto semi-direto de Sl (k) e U(k) = k*. Isto significa
que toda matriz A € G, (k) se escreve de forma tnica

A = Uy.D(det(A)). (2.1)

Se E;; = (8;;) é a matriz com entradas nulas exceto pela entrada na 7" linha
e j°™% coluna, que é igual a um, entdo para i # j a matriz B;;(u) = Id + pE;j;
é dita uma transveccao. Vale

Bij (1) Bij(A) = Bij(1n+ A), (2.2)

e B;j(pn) € Sl,(k), e de fato Si,(k) é o subgrupo de G, (k) gerado por trans-
vecgoes.

Sen =2ek =F, entdo o grupo Sly(F,) se manifesta como o grupo de
transformacoes lineares fracionarias

f(=)

Seja H subgrupo normal de Siy(F,). Se a transveccao B;;(u) estiver em H entao

H = Sly(F,). De fato, para (Z b) € Sly(F,) a normalidade de H implica

I
NG E D
("o )

By (j1a? -
_ ) Bu(ua®) sec=0 € SIy(F,).
By (—pc?) sea=0.

_aa:—i—b

= et onde ad — bc = 1. (2.3)

O endomorfismo z +— 22 de F} tem como nicleo as raizes de 22 — 1. Como
existem no maximo duas destas raizes, pelo menos metade dos elementos de F;
sao quadrados.
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Por causa de (2.2) o conjunto
L:{)\EFq | Blg()\) EH}U{O}

é subgrupo do grupo aditivo de Fy, que contem todos os elementos do tipo
Bia(ua?), e logo contem mais da metade dos elementos de F,. Pelo Teorema
de Lagrange L = F, e H contem todas as transvecgdes Bja(A). Analogamente,
By1(A\) € H, e H contem todas as transveccoes, isto é, H = Sly(F,).

Para provar a simplicidade de PSIy(F,) é suficiente provar que se H for um
subgrupo normal de Siy(F,) contendo o centro Z(Slh(F,)) = {\d | \* = 1}
2 , para
) € Siy(F,), a matriz

entdo necessariamnete H = Sly(F,). Se H contiver a matriz A =

a # £1 entao H também contem, para S = G (1)

SASTIAT = (1 Lo (1)) € H.

Como det(A) =1=ad valed # £lel—d* #0,e SASTIA™ = By (1 — d?), e
logo H = Sly(F,) pelo visto acima.

Assim, resta mostrar que H contem alguma matriz A = (CCL 2) com a # +1.

. a b
Seja M =

c d

minimo x? + yz + 1. Se este polindémio se fatorar em F, entdao M ¢ similar a uma

matriz diagonal, caso contrario M é similar a matriz na forma canoénica racional

0 -1

1 —y)
A matriz S € GIy(F,) que realiza a similaridade se decompoe como em (2.1)
S =Us.D(0), onde § = det(S) e Us € Sly(F,), e logo no primeiro caso

_ O!_l 0 -1 _ a_l 0 1
s (7 0) s o (4 D)

a—l

0
Sly(F,) satisfaz as exigéncias, j4 que a~' # +1 porque M néo estd no centro
Z(Sly(F,)). Se M ndo for diagonalizavel entdo de qualquer forma por normali-
dade H conterd a matriz

I (1 0y(0 =1\ /1 0Y) _ (0 =5
-vm= (96 26 2)-( %)

) € H matriz em H nao no centro Z(SIy(F,)) com polinémio

(porque matrizes diagonais comutam), e logo A = ( 2) = Ug MU €
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0 a) € Sly(F,) vale que H certamente conterd

-2
_ ~1—1 _ o 0

e s6 resta escolher « tal que a? # +1, isto é, a ndo sendo raiz de z* — 1. Isto é
possivel se ¢ = 4 e se ¢ > 5. Para ¢ = 5 o grupo PSIy(F5) é também simples,
com uma escolha mais delicada de matrizes M € H.

Valem os isomorfismos
PSlQ(F5) ~ PSlQ(F4) ~ A5,

o grupo alternado de 60 elementos. Para ¢ = 7 o grupo PSly(F7) é um grupo
simples nao abeliano nem isomorfo a um grupo alternado, ja que sua ordem 168
nédo ¢ da forma Sn!. No entanto, PSl,(Fy) volta a ser isomorfo ao grupo alternado
Asg.

3. Um olhar de relance sobre grupos simples. Para listar todos os grupos
simples finitos nos é possivel, ao final do século XX, enfim seguir o fenomenal
conselho do rei de copas em Alice no Pais das Maravilhas: “Comece pelo comeco e
véa prosseguindo até chegar ao fim, e entao pare”. Esta lista, agora afinal completa
(a0 que parece, pace opinides divergentes sobre a insuficiéncia da documentagao
de certas provas), comega de uma forma modesta: os grupos ciclicos Z/pZ de
ordem finita p sdo simples, ndo tendo nenhum subgrupo normal, de fato nao
tendo subgrupo algum. Em ordem de complexidade vem os grupos alternados A,
para n > 5, mas nao s6 a prova da simplicidade destes grupos é mais complicada
como existem as “excecoes” Az e Aj.

Os proximos grupos simples da lista sao os grupos cldssicos sobre corpos finitos
listados em 1., que tem uma forte tendéncia a simplicidade, embora existam
excecoes. O padrao da procura é as provas de simplicidade ficarem cada vez
mais complexas em cada familia infinita, com esta complexidade atestada pela
existéncia de excegoes, até o ponto em que aparecem excecoes fora das familias:
os grupos simples esporadicos, vinte e seis grupos simples que nao se enquadram
em nenhuma das familias infinitas.

Os grupos alternados e os grupos classicos se manifestam a partir de uma
acao natural, os grupos alternados A, aparecendo como permutacoes pares do
conjunto {1,...,n} e os grupos cldssicos como homorfismos de espagos vetoriais
ou de espagos projetivos (submetidos a restri¢des de preservar formas). Outros
grupos simples finitos foram descobertos em situagoes similares, como grupos de
permutacao de sistemas combinatérios. A situagdo geral pode ser formalizada da
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seguinte forma: dada uma categoria C e um objeto C' de C, uma representacao
de um grupo G' em C é um homomorfismo de grupos

p: G — Autc(C,0),

onde Autc(C,C) sao os homomorfismos em Home(C,C) que admitem inversa.
O conjunto Autc(C,C) tem uma estrutura de grupo dada pela composigao ca-
tegdrica o (ver A.1). Para C = Vecty, a categoria de espagos vetoriais sobre um
corpo k, esta situacao é chamada de representacao linear, e para C = Conj, a
categoria dos conjuntos, é usada a terminologia acdo. A representacdo é fiel se p
for monomorfismo, e o grau da representacao é a cardinalidade de C.

Tipicamente C é uma categoria concreta, admitindo um funtor de esqueci-
mento C — Conj: os objetos de C sao conjuntos dotados de estrutura. Se p for
uma representacao em C, para ¢ € C' o grupo de isotropia G, é o subgrupo de G
dado por

Ge:={geG|plg)lc)=c}.
A representacao é transitiva se para ci, ¢y € C existir um g € G com p(g)(c1) = co,
e é regular se, além de transitiva, o grupo de isotropia G, de qualquer ¢ € C é
trivial, de forma que em uma representacao regular para c;,co € C' existe um
tnico g € G com p(g)(c1) = co. Vale que se p for transitiva (resp., regular) entao

card(G) = card(C).card(G.) para todo ¢ € C (resp., card(G) = card(C)).

Dada uma representacao p de G em C' define-se, para n inteiro positivo,
O = { (c1,... ,cn) | i #cjparai#j } C C,

e a representacao p se estende para uma representacao p

pr(9)((crs- - 5 en)) = (p(g)(cr)s - - p(9)(cn))-

A representacao p é chamada n-transitiva de p, for transitiva e estritamente n-
transitiva se p, for regular. Como exemplos: o grupo simétrico S,, é estritamente
n-transitivo, e se n > 2 o grupo alternado A,, é estritamente (n — 2)-transitivo;
além disso, os tnicos grupos (n — 2)-transitivos de grau n sdo S, e 4,, e o Unico
grupo (n — 1)-transitivo de grau n é S,.

O grupo cléssico PGIy(F,) age naturalmente na reta projetiva F, U {cc}, o
grupo de isotropia de co sendo dado por

PG = o) lad#0},

(identificando a classe de equivaléncia com alguma matriz representante). Com
esta representacdo PGly(F,)o € estritamente 2-transitivo de grau ¢ e PGly(F,)
é estritamente 3-transitivo de grau g + 1.
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Se ¢ = (¢')? for um quadrado entdo o : o — o4 é automorfismo involutivo de
F,, que pode ser extendido a um automorfismo da reta projetiva F, U {oco} por
0(o0) = 0o. Vendo PGIy(F,) como grupo de transformacoes lineares fracionarias

), e considerando o grupo

((2.3), isto é, identificando (CCL Z) com x — ‘Zﬂﬁ

H(F,) de transformacoes na reta projetiva F, U {oo} dado por

b b
axid ad—be € FAL0} Ju{z s DO b e BAR,
CT

HF)={z— m

o grupo de isotropia de oo é dado por
HF)ow={2z—ar+b|acFy\{0} }U{z—ao(z)+b|acF,\Fy }.

Com estas representagoes o grupo H(F,) ¢é estritamente 2-transitivo de grau g
e o grupo H(F,) (que nao é isomorfo a PGIy(F,)) é estritamente 3-transitivo de
grau ¢ + 1. Um teorema de Zassenhaus, algo no espirito do teorema de classifi-
cagdo, afirma que isto esgota a lista de grupos estritamente 3-transitivos: qualquer
grupo estritamente 3-transitivo ou é um PGy (F,) ou é um H(F,).

Existem grupos estritamente 4-transitivos e grupos 5-transitivos (ndo isomor-
fos a grupos simétricos e alternados), mas segue do teorema de classificagio que
nao existem grupos n-transitivos para n > 6. De fato, Jordan mostrou em 1872
que para n > 4 s6 podem existir grupos estritamente n-transitivos (nao isomorfos
a grupos simétricos ou alternados) se n = 4, e neste caso o grau da representacao
é 11, ou n = 5, e neste caso o grau da representacao ¢ 12. Estas cotas sao atingi-
das: existem grupos assim. De fato, existem grupos assim que sao grupos simples
e esporadicos (isto é, ndo isomorfos a nenhum elemento das familias classicas).
Estes grupos sao os grupos M, e Mi5 descobertos por Mathieu em 1861.

Frequentemente a categoria C em que se representa um grupo tem aspectos
combinatdrios interessantes. Por exemplo, um sistema de Steiner S, de tipo
(r,s,t) consiste em um conjunto A de cardinalidade ¢ e um conjunto {B;} de
subconjuntos B; C A, com card(B;) = s tal que para cada subconjunto C' C A
com card(C) = r existe exatamente um ¢ com C C B;. Uma estrutura assim
admite morfismos evidentes (os subconjuntos B; de um sistema sendo levados nos
subconjuntos do outro), definindo uma categoria St que, por serem como sao as
coisas, é muito pequena: neste mundo existem poucos sistemas de Steiner. Por
exemplo, a menos de isomorfismo s6 existe um sistema de Steiner S, ;; de tipo
(r,s,t) = (5,6,12), ou de tipo (5, 8,24). No entanto, uma surpresa:

My = Autgi(Ss.6,12, S5.6,12),

isto é o grupo de automorfismo do sistema de Steiner Ss .12 € 0 grupo de Mathieu
Miy. O grupo
Myy = Autsi(Ss,8.24, S5.8,24)
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¢é ainda outro grupo simples descoberto por Mathieu; M, e My, sao os tnicos
grupos 5-transitivos conhecidos (a parte os grupos simétricos e alternados).

Dado um sistema de Steiner de tipo (r, s, t) sobre um conjunto A, destacando
um elemento a € A define-se um sistema de Steiner de tipo (r—1,s—1,¢t—1) sobre
A\ {a} tomando como subconjuntos B; \ {a} onde B; sdo todos os subconjuntos
do sistema original que contem a. Dado o sistema S5 12, 0 sistema Sy511 que
resulta deste processo tem como grupo de automorfismos o grupo de Mathieu
M, e dado o sistema Ssg24, 0 sistema Sy 793 que resulta deste processo tem
como grupo de automorfismos um quarto grupo simples Ms3 ainda descoberto
por Mathieu. O grupo Mi; é o grupo de isotropia de um simbolo de My, e 0
grupo Mss é o grupo de isotropia de um simbolo de My4. O grupo de isotropia
de um simbolo de Ms3 é ainda um tltimo grupo simples My, descoberto por
Mathieu; este grupo May é um subgrupo de Autst(Ss 522, Ss3,6,22) de indice dois,
onde 83590 é 0 sistema de Steiner obtido a partir de Sy 5 23-

Outros grupos comecam a se repetir, ou nao sao simples: por exemplo, o
grupo de isotropia de um simbolo de M3 é o grupo cldssico PSI3(F4) (e logo nao
é um grupo novo, esporadico), enquanto que o grupo de isotropia de um simbolo
de Mj; tem um subgrupo (isomorfo a PSly(Fy)) de indice dois (e logo normal) e
assim este grupo nao é simples.

Os grupos de Mathieu My, M9, Moy, My3 e My, foram os tinicos grupos es-
poradicos descobertos no século XIX. Suas ordens sao dadas por:

card(M;) = 2%.32.5.11
card(Miy) = 2°. 3.5.11
card(Myy) = 27.3%.5.7.11
card(Mas) = 27.32.5.7.11.23
card(Msyy) = 2'°. 33 5.7.11.23.

Os demais vinte e cinco grupos esporadicos foram descobertos no século XX; de
fato, foram decobertos entre 1950 e 1980.

Referéncias.

A bibliografia sobre grupos cldssicos é imensa. Os livros de Weyl [W] e de
Dieudonné [D] sao cléssicos.

A classificagao dos grupos simples deveria ser cantada em versos épicos. En-
quanto tal ndo acontece, permanece dispersa em uma quantidade de artigos feitos
por e para especialistas. Quem mais trabalhou para remediar este estado de coisas
foi Daniel Gorenstein, do qual citamos [Go|.
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5.1.2 A Geometria dos Grupos Classicos

Os grupos cldssicos podem ser submetidos a dissecagdo por uma variedade de
técnicas. De fato, eles intervéem em quase qualquer area da matematica. Nesta
secao e na proxima sao colocados os pontos de vista com os quais um gedmetra
e um algebrista os estudam.

Um geometra, admirando grupos classicos, fica inebriado como estes grupos
dependem suavemente das coordenadas-entradas das matrizes, e como as ope-
racoes algébricas envolvidas, a multiplicacao e a inversao, sao operagoes suaves.
De fato um gedmetra, ao ver mencionada a palavra corpo, s6 se lembra dos reais
e dos complexos, e entao reconhece estes grupos como variedades diferenciaveis
em que as operacoes algébricas envolvidas sao suaves. Na verdade o que o fascina
é o fato de grupos cléssicos serem objetos da categoria Diff (ver apéndice B), de
fato objetos de Hopf desta categoria (ver (A.6)). A denominagdo consagrada é,
claro, indicar que grupos classicos sao grupos de Lie.

Rastreando defini¢cbes, um grupo de Lie é um grupo, objeto de Grp, que é
uma variedade diferenciavel, objeto de Diff, tal que a multiplicacao e a inversao

w:GxG—G

(9,9") — g4
LG — G
g gt

sao morfismos em Diff.

Muita coisa é necessaria para tornar esta definicao possivel: em primeiro lugar,
o produto cartesiano, que é o produto categérico em Conj, pode ser dotado
de uma estrutura de produto em Grp (isto é consequéncia de ter o funtor de
esquecimento £ : Grp — Conj um adjunto a esquerda, dado pela estruturagao
livre; ver (A.4)), e também pode ser dotado de uma estrutura de produto em Diff.
Isto permite que o morfismo em Grp dado pela multiplicacdo yu: G x G — G
seja morfismo em Diff. A aplicagao do funtor derivada D : Diff — Diff ao
morfismo p resulta num morfismo em Diff D(u) : D(G x G) — D(G); em
particular, derivando na origem (I,I) € G x G resulta numa aplicagao linear
entre os espacos tangentes ((B.5))

D(M)(I,I) : D(G x G)(I,I) — D(G)r.

Uma dlgebra de Lie A sobre um corpo k é um espaco vetorial sobre k& dotado
de uma operagao bilinear
[0,0] :AXxA— A

que satisfaz [a,a] = 0 para qualquer a € A e a identidade de Jacobi

[la,b],c] + [[b, ], a] + [[c,al,b] = 0. (1.2.1)
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Dado um grupo de Lie GG, a estrutura de grupo em G dota o espago tangente
na identidade D(G); da estrutura de uma &lgebra de Lie (ver (B.5)). Esta
estruturagao se manifesta de varias maneiras: por exemplo, derivando o morfismo
i de multiplicacao. Para calcular esta derivada na identidade I € G toma-
se uma parametrizacdo local (U,V,h) onde U é aberto em R"; sem perda de
generalidade pode ser exigido 0 € U com h(0) = I, a identidade em G. Entao
hxh:UxU —V xV é parametrizacao local de G x G em torno da identidade
(I,I) de G x G. A parametrizacao faz recair o cilculo da derivada de p em (I, 1)
no célculo da derivada de f:=h™topo(hx h):U x U — U, onde

UxUMSaxa™ gty

é definido em uma vizinhanga apropriada de (0,0). Expandindo a série de Taylor
de f em torno de (0,0), e usando E;, Es € R", resulta em

f(El,EQ):E1+E2+B(E1,E2)+...’

onde B(e,e) é uma aplicacdo bilinear e as reticéncias indicam termos de ordem
superior. Com esta forma bilinear define-se

[El, EQ] = B(El,EQ) - B(EQ, El)

A associatividade de p implica f(f(E1, Es), Es) = f(E1, f(Es, E3)), que levada a
série de Taylor implica

B(B(El, EQ), E3) - B(El, B(EQ, E3))
Dai segue que

(B, By, B3] =
B(B(E., Es)Es) — B(Es, B(Ey, E3)) + B(Es, B(Ey, E1)) — B(B(Es, E1), Es).

Somando as equagoes correspondentes para os termos [[Es, Es], E1] e [E3, E1], Es]
ha cancelamento completo de todos os termos a direita, e logo é satisfeita a
identidade de Jacobi

[[E1, Es), E3| + [[Ea, Es], E1] + [[Es, E1], Es] = 0.

Assim, identificando E; com o vetor tangente de ¢ — tE;, o espago tangente
D(G); de um grupo de Lie na identidade tem a estrutura de uma algebra de
Lie. Esta estrutura se manifestard sempre que a estrutura diferencial (do grupo
como objeto de Diff) e algébrica (dele como objeto de Grp) forem usadas em
conjunto. Por exemplo, para qualquer variedade diferencidavel M, objeto de Diff,
o espaco de campos vetoriais (ou, equivalentemente, de derivagoes da algebra
Homp;g (M, R); ver (B.5)),

Vect(M) ~ Der(Hompig(M,R)) (1.2.2)
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tem naturalmente a estrutura de uma &lgebra de Lie (em geral de dimensdo
infinita). Esta estrutura, presente em qualquer variedade diferencidvel, nio é a
estrutura relevante se M = G for um grupo de Lie: neste caso observa-se que G
age em Vect(G) da seguinte maneira. A multiplicacao a esquerda

g : G — G
g g9

é isomorfismo em Diff (ndo sendo sequer morfismo em Grp), e se x € Vect(G)
entao

XM = D(Ng)(X ° :“g‘l) G — D(G)
g — D(ug)(x(9'9")) € D(G)y

é um campo vetorial em Vect(G). Isto define uma acdo de G em Vect(G), e
um campo x € Vect(G) é dito invariante a esquerda se x*¢ = x. O subconjunto
@Vect(G) de campos invariantes a esquerda é uma sub-4lgebra de Lie de Vect(G);
esta sub-dlgebra “Vect(G) é isomorfa & dlgebra de Lie de G definida como o es-
paco tangente na identidade D(G); com a operagao definida como acima, através
do isomorfismo x — x(1). Visto na encarnacao de derivagdes (1.2.2), um campo
x encarado como uma derivagdo de Hompig(M,R) é invariante & esquerda se
comutar com a transformacao linear

Ug : HomDiff(M, R) — HomDiff(M, R)
frog(f): M =R
m = fpg-1(m) = f(g~'m).
Além destas duas aparig¢oes da algebra de Lie de um grupo de Lie G, é necessario
ao que segue considerar ainda uma terceira, obtida através da acao de G' dada
por conjugacao:
A: G — Homg,p(G,G)
g—Ag):G—G
g 999"
O morfismo A(g) é isomorfismo em Grp e em Diff, sendo composta de translagoes

a direita e a esquerda. Considerando-o como isomorfismo em Diff podemos tomar
sua derivada na identidade I de G: esta derivada se denota por

Ad(g) := D(A(g)): : D(G)r — D(G)1,

e g — Ad(g) define uma acdo de G em Autx(D(G);, D(G);) (isto é, automorfis-
mos de D(G); como espago vetorial sobre k). Como Auty(D(G)r, D(G)r) tem
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uma estrutura de grupo de Lie (ver exemplo 1. abaixo), é possivel tomar a deri-
vada de g — Ad(g) na identidade I, obtendo uma aplicagao de D(G); no espago
tangente de Auty(D(G);, D(G);) em sua identidade I : D(G); — D(G);. Co-
mo Auty(D(G)r, D(G);) (sendo imagem inversa do aberto & \ {0} pela fungao
continua det) é aberto em Homy(D(G);, D(G) ), este espago tangente é simples-
mente Homy(D(G)r, D(G);), e a derivada D(Ad); define uma acdo de algebras
de Lie, denotada por

ad : D(G); — Homy(D(G)1, D(G)r)
E —ad(E): D(G); — D(G);.

A operagao

D(G); x D(G); — D(G)notag (5.1)
(E,E")— [E,E'] :== ad(E)(E")

é uma (terceira) forma de dotar D(G); de uma estrutura de dlgebra de Lie.
Assim, com um embarras de richesses, foi indicado o

Teorema de Estruturacao do Espaco Tangente na Identidade como
dlgebra de Lie. Se G for um grupo de Lie entdo o espago tangente D(G); na
identidade tem naturalmente a estrutura de uma dlgebra de Lie.

O que falta para ser visto da prova do teorema depende de como se interprete a
palavra “naturalmente”. As trés maneiras de definir esta estrutura devem servir
como uma justificativa da qualificacao “natural”, mas entao deve ser provado
que estas trés maneiras coincidem; isto nao é dificil: a representacao adjunta
ad : D(G)r — Homyg(D(GQ)r, D(G)r), que foi a dltima forma de apresentar a
estrutura, é calculada pela série de Taylor, como na primeira definicdo. Em
cada uma das formas de apresentar foram omitidos detalhes (como a prova da
identidade de Jacobi), que sdo rotineiros. O Teorema acima define um funtor da

categoria de GrpLie de grupos de Lie para a categoria AlgLie de dlgebras de
Lie:
L : GrpLie — AlgLie.

Exemplos e Exercicios

1. A &lgebra de Lie de Gl,(R). O grupo de Lie Gi,,(R) é o grupo de transfor-
magoes lineares inversiveis de R"; o calculo que se segue se aplica para o grupo de
transformacoes lineares de qualquer espaco vetorial V' de dimensao finita sobre
k.
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Para tomar uma parametrizacdo local em torno da identidade I € GI,(R)
satisfazendo as condigoes descritas acima basta fazer

h:UCR" — GlL,(R)
(€ij)ij=1,.;n = 1+ (cij),

com (c;;) matriz n X n tomada em uma vizinhanga apropriada U da origem em
R"™. A expansao de Taylor de f = h 'opo (h X h) é entdo simplesmente

f(A,B) = A+ B+ (AB — BA),

onde A, B estao no espago M, ,(R) de matrizes n x n com coeficientes reais.
Assim, a algebra de Lie de GI,(R) é o espago M, «,(R) com a opera¢io dada
por [A, B] = AB — BA. Esta algebra é denotada por gi,(R).

2. O caso de Sl3(R). Um calculo andlogo pode ser feito para Sl(R) tomando
a parametrizacao em torno de I € Sly(R) dada por

h:UcCR? — Slh(R)

@ a b
b +—>I+<c d)’

Cc

onde a entrada d é obtida implicitamente. De fato, vale 1 = det(I + (ch 2)) =

1+ tr (z 2) + det (Z Z), e a condicao para o determinante ser 1 requer

tr (Z Z) + det (CCL Z) = 0. Pelo teorema da funcao implicita esta condicao

define implicitamente d como funcdo suave perto da origem.

A 3lgebra de Lie de Slo(R) é dada pela subdlgebra de glo(R) dada pelas
matrizes de traco nulo, como segue de uma aplicagao da aplicacao exponencial
abaixo. Ela é denotada por sly(R).

3. A aplicagao exponencial. Dado um vetor tangente £ € D(G); na dlgebra
de Lie £(G) de um grupo de Lie G, pelo teorema de existéncia e unicidade de
equagoes diferenciais ordindrias existe uma caminho pg : (—€,¢) — G tendo F
como vetor tangente. A associagao

exp : tE — pp(t)
define a aplicacao exponencial

exp: L(G) — G.
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A aplicacdo exponencial é uma transformacio natural exp : £L — Z, onde T
denota o funtor identidade na categoria de grupos de Lie.

Para G = GI,(R) a élgebra de Lie é o conjunto das matrizes n X n com
[A,B] = AB — BA, como visto em 1.. O sistema z'(t) = Axz(t) com condigao
inicial z(0) = 1 tem solugao

Alc
z(t) = et = Z ﬁtk,
>0

e logo a aplicagao exponencial neste caso é a exponencial usual exp(A) = e?.

Se G é um grupo de Lie e H um subgrupo conexo (ou, pelo menos, com um
nimero de componentes conexas enumeravel) entao
LH)={X € L(G) | exp(X) € H }.
Se A e G=Gl,(R)étal que A= MJM~', onde J ¢ sua forma de Jordan, entdo
det(e?) = det(eM’M™) = Me’ M,

e logo det(e?) = [[,e* = e™. Pelo célculo da exponencial obtido para G =
Gl,(R) e usando o enunciado acima com H = S[,(R), segue que a &lgebra de
Lie sl,(R) = L(Sl,(R)) de SI,(R) é dada pelas matrizes n X n de trago nulo,
conforme anunciado em 2..

5.1.3 A Algebra dos Grupos Cléssicos

Um algebrista, admirando grupos cldssicos, fica fascinado como suas defini¢oes
independem grandemente do corpo (ou anel) de constantes k& (no caso de grupos
unitdrios é necessario um automorfismo involutivo em k, mas isto é tudo). Mais
ainda, grupos classicos definidos sobre anéis comutativos A e A" podem ser com-
parados através de um morfismo A — A’, que define um morfismo dos grupos
classicos por “mudanca de base”. Na verdade, o que o fascina é o fato de grupos
classicos serem funtores. Assim, por exemplo, Gl,(A) é o funtor da categoria de
anéis comutativos para a categoria de grupos

Gl, : AnCom — Grp

que a cada anel A associa Gl,,(A). A aplicagdo determinante aparece agora como

uma transformacao natural det : Gl,, — Gl;; a naturalidade de det se expressa
na comutatividade do diagrama

Gl.(A) — Gl.(B)

detl ldet

GL(A) — GL(B)



92 CAPITULO 5. GRUPOS QUANTICOS

que resulta da expressao polinomial do determinante nas coordenadas-entradas
das matrizes: um morfismo de anel nestas entradas forcosamente preserva esta
expressao polinomial, e o diagrama entao comuta.

O niucleo de det é, como esperado, o funtor Si,, que associa a cada anel A
o grupo Sl,(A). Assumindo que o anel A é comutativo e contem o corpo k,
ou seja, considerando os funtores definidos na categoria AlgCom, de algebras
comutativas sobre k, algo ainda mais interessante acontece: existe um elemento
universal para estes funtores ou, equivalentemente, Si,, é representavel: para cada
algebra comutativa sobre k vale

S1(A) = Hom tgcom, (K[{Xij}]/(1 - det), 4).

Isto significa: o funtor Si, é representado pela dlgebra k[{X;;}]/(1 — det(X;;)).
Em 1ltima analise o que se usa é a propriedade universal de anéis de polinémios.
Por exemplo,

512(14) = HomAlgCOmk(k[Xlla X12, X21,X22]/(1 - (X11X22 - X12X21))-

Também Gl,, é representdvel na categoria AlgCom,: neste caso é adicionada
uma varidvel extra 7" ao conjunto {X;;} de varidveis, e vale

Gln(A) = HO’m,Algcomk (k[{X”}, T]/(l — Tdet(Xi]-)), A)

Também as condic¢oes que definem os outros grupos classicos podem ser expressas
funtorialmente: os grupos ortogonais, por exemplo, sao grupos dados por matrizes
A que satisfazem AA' = I, que é uma condi¢ao polinomial nas entradas de A.

O fato de grupos classicos serem dados por funtores representaveis se traduz
dizendo que estes objetos que os representam sao co-objetos de Hopf da categoria
AlgCom, (ver (A.6)). A categoria AlgCom, é completa e cocompleta, o co-
produto de A e B sendo dado pelo produto tensorial A ®; B. Um co-objeto de
Hopf é uma algebra A, comutativa sobre k, para a qual existem os morfismos em
AlgCom,;, dados por

A:A— AR A,

dito co-multiplicacéao,

€e:A—k,
dito co-unidade ou aumentacao, e

S:A— A,

dito antipoda. Estes dados estao submetidos aos axiomas que se resumem na
comutatividade dos diagramas

AQARA 2 A9 A

A@id] [a

A@A & 4,
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que garante a associatividade do grupo Homsigcom, (4, B),

id

kA &8 AQA
=] [
A & A

I’

que garante que a co-unidade ¢ : A — k é o morfismo dual da “escolha de
unidade” {#} — G em um grupo G, e

A Y Ag4
T TA,
E o+ A

que garante que o morfismo antipoda funcione como o dual da inversao no grupo.

Uma 4algebra comutativa sobre k, objeto de AlgCom,,, dotada de morfismos
A e e S que funcionam, respectivamente, como co-multiplicacao, co-unidade e
antipoda (e logo tornam comutativos os diagramas acima), é dita uma dlgebra
de Hopf comutativa sobre k.

O lema de Yoneda (A.2) garante que funtores representdveis AlgCom,; —
Grp (como os grupos cléssicos) correspondem a algebras de Hopf comutativas
sobre k. Sao, também, os co-objetos de Hopf de AlgCom,,.

Funtores representaveis formam naturalmente uma categoria, em que morfis-
mos sdo dados quer por transformagdes naturais quer (via o lema de Yoneda), por
morfismos em AlgCom,, das algebras de Hopf comutativas sobre £ corresponden-
tes. Algebras de Hopf comutativas sobre k£ formam naturalmente uma categoria
AlgHopfCom,; contrariamente ao caso de algebras de Lie, uma algebra de Hopf
é uma algebra associativa, e assim existe um funtor de esquecimento

EHopfcom : AlgHopfCom, — AlgCom,. (I1.3.1)

Uma algebra A, objeto de Alg,, pode ser vista como um espaco vetorial dotado
de morfismos

p:AQA— A, u:k — A,

que fornecem, respectivamente, a multiplicacao e a estrutura de algebra sobre £.
Estes morfismos devem satisfazer as condicoes usuais, que podem ser expressas
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por comutatividade de diagramas apropriados. No caso de uma algebra de Hopf
sobre k temos morfismos

A:A — AR A
€: A — k
S:A — A
p:A®A — A
u:k — A

que satisfazem propriedades duais. A subcategoria AlgHopfComCocom, de
algebras de Hopf comutativas e cocomutativas admite assim um processo de dua-
lizacao natural A — AP, em que a co-multiplicacdo de AP é o morfismo dual da
multiplicacao em A, a co-unidade é o dual da estruturacao sobre k, e assim por
diante.

Exemplos e Exercicios

1. O caso de Sl;. O grupo classico Slp, visto como funtor representavel, é
representado pela dlgebra de Hopf comutativa (o co-objeto de Hopf):

A - k[X115X12: X215X22]/(]- - (X11X22 - X12X21))-
A co-multiplicacao é dada por

A:A — AR A
X1 = X1 ® X+ X2 ® Xog
Xio = X1 ® X0+ X0 @ Xoo
Xo1 = Xog @ X1p + X9 @ Xy
Xoo = Xo1 @ Xqg + Xoo ® Xoo,

a co-unidade por

e:A —k
X1, X =1
X2, X1 =0,
e o antipoda por
S A — A
X1 = Xy
Xoo = Xq3
X2 — =X
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Referéncias.

O uso de algebras de Hopf comutativas em Geometria Algébrica é exposto de
forma clara e elegante em [Wa).

5.1.4 Algebras de Lie e Algebras Envolventes

Tal como definidas em 1.2, as dlgebras de Lie formam naturalmente uma categoria
AlgLie, que ja foi invocada naquela secdo. Morfismos de algebras de Lie sao
as transformagoes lineares que preservam as operagoes |e, o], ideais (nicleos de
morfismos) em uma algebra de Lie V' sdo subdlgebras J tais que [J, V] C J e em
geral esta categoria funciona confortadoramente préxima da categoria AnCom.

Uma algebra de Lie V' é abeliana se [V, V] = 0. Todo espago vetorial pode ser
dotado de uma estrutura de dlgebra de Lie abeliana definindo a operagao [e, o]
desta maneira trivial. Mais interessante, para toda espaco vetorial V' sobre k o
conjunto das transformagoes lineares Hom(V, V') tem naturalmente a estrutura
de algebra de Lie com a defini¢ao

[A,B] = AB — BA.

Por causa do exemplo 1. em 1.2, em que esta definicdo aparece como a algebra
de Lie £(Gl,(R)), esta dlgebra de Lie é denotada gl(V'). Mais geralmente, cada
algebra (associativa) A sobre k origina uma algebra de Lie gl(A) definindo, para
a,b e A,

[a,b] = ab — ba.

Assim, gl(V') = gl(Hom(V,V)).

Esta associacao define um funtor
gl : Alg, — AlgLie,.

(A notacao Alg, designa a categoria de dlgebras associativas, mas nao neces-
sariamente comutativas, sobre k). Se A, objeto de Alg,, for comutativa entao
gl(A) é abeliana.

Este funtor g/ tem um adjunto a esquerda, geralmente denotado por U/ por
lembrar “universal”, diretamente ligado ao Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt.
Para uma élgebra de Lie A define-se uma algebra associativa U (A) denominada a
algebra envolvente ou a algebra envolvente universal de A, da seguinte maneira.
Sobre o espago vetorial subjacente de A (que serd denotado confusamente pela
mesma letra A), é tomada a dlgebra tensorial

T= @iZOTia onde TZ = ®1§j§,’A.
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Em T é considerado o ideal bilateral J gerado por a & b — b & a — [a, b] para
todos os pares (a,b) € A x A, e a dlgebra envolvente é definida como uma alge-
bra quociente por U(A) = T/J. Como morfismo de espagos vetoriais existe um
mergulho canénico A - T — U(A). A adjuncao

U : AlgLlie, < Alg, : gl
Se expressa por
Hom g, (U(A), B) — Homaigrie, (4, gl(B)).

A verificagao é imediata.

O Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt garante mais do que esta adjuncao:
mostra como construir uma base de U(A) a partir de uma base de A (de dimensao
nao necessariamente finita).

Sendo adjunto a esquerda o funtor I naturalmente preserva colimites (ver
(A.4)). Assim vale, para dlgebras de Lie A e B, que sao isomorfas em Alg, as
algebras

0 :UA® B) = U(A) QU(B).

Dada uma algebra de Lie A aplicando o funtor & ao morfismo diagonal

0:A — A A
a +— (a,a)

e depois compondo com o isomorfismo ¢ definido acima resulta em um morfismo
polU(d) :U(A) — U(A) QU(A).

Este morfismo resultante satisfaz a propriedade co-associativa necessaria para
defini-lo como uma co-multiplicagdo 6 = ¢ o U(J) que é essencialmente a diago-
nal. Por outro lado, o espaco vetorial trivial {0}, objeto inicial e final em Vecty,
é trivialmente uma algebra de Lie que é objeto inicial e final em AlgLie,. Apli-
cando U ao tdnico morfismo A — 0 obtemos um morfismo € : U(A) — k que é
compativel com a co-multiplicagdo A definida acima.

A categoria AlgLie, admite um processo de dualizacdo: a cada algebra de
Lie A pode ser considerada a dlgebra oposta A° definida sobre o mesmo espaco
subjacente com a operacgao

[a,b]? = [b,a] = —]a,b].

As algebras A e A% sao isomorfas pelo isomorfismo w : a — —a. Aplicando U
a w obtemos um morfismo S = U(w) que é compativel com a co-multiplicagio
A e com a co-unidade € definidas acima, e logo a 4lgebra envolvente U(A) tem
uma estrutura natural de algebra de Hopf, agora nao mais comutativa. algebras



5.1. BONS ANTECEDENTES ALGEBRICOS 97

de Hopf sobre k£ (ndo necessariamente comutativas) formam naturalmente uam
categoria AlgHopf,, e existe, como em (I.3.1) um funtor de esquecimento

Eropr : AlgHopf, — Alg,.
A operacao descrita acima define um funtor
‘H : AlgLie, — AlgHopf,.

Para uma algebra de Lie A a dlgebra de Hopf H(A) ndo é, em geral comutativa,
ja que a multiplicagdo em U (A) é essencialmente o produto tensorial, que ndo tem
porque comutar. No entanto H(A) é co-comutativa, isto é, o diagrama abaixo é
comutativo, onde 7 é troca de coordenadas

H(A) x H(A) s H(A) x H(A)
AR +A
H(A).

A comutatividade deste diagrama é consequéncia da definicao de H e da comu-
tatividade de

ApA-" A A
SNC 146
A

Y

onde, aqui também, 7 é (outra) troca de coordenadas.
Exemplos e Exercicios

1. O caso de Sly. Algebricamente Sl; é um funtor representavel AlgCom,;, —
Grp, representado pela algebra de Hopf comutativa mas nao co-comutativa

A= k[XllaXIZ;XQb X22]/(1 - (X11X22 - X12X21))

com co-multiplicacao, co-unidade e antipoda dado no exemplo 1. de I.3.

Geometricamente, pelo menos para k = R o grupo Sl3(R) é um grupo de Lie,
e como tal tem associado sua élgebra de Lie L(Sly(R)) = slo(R), calculada no
exemplo 2. de I.2. Tomando a algebra envolvente

UL(SI>(R)) = U(slx(R)

temos uma algebra de Hopf H(sly(R)), co-comutativa mas ndo comutativa. Na-
turalmente se coloca o problema de investigar a relacdo entre A e H(sl2(R). De
fato, estas algebras sao duais uma da outra.
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A &lgebra envolvente U(sly(R)) é gerada pelos elementos

01 00 1 0
x=(p o) v=(10) ern=(; 5)

Valem as relagoes em U(sla(R))

[X,Y]=H, [H,X]=2X, [HY]=-2Y,
X'H’ = (H -2 X", Y'H' =(H+2)Y",
(X, Y] =Y""(H-i+1), [X,Y]=iX""(H+i-1).

Como espago vetorial U(slo(R)) admite a base
{X*YIH* | i,k € N }.
O centro de U(sly(R)) é gerado, como &lgebra, pelo elemento de Casimir

H2

2. Mecanica algébrica na categoria AlgHopf,. Uma algebra A, objeto de
Alg,, é um espago vetorial dotado de morfismos

p:A®A — A, u:k — A

Se A tiver dimensao finita entao o espago vetorial dual A* = Homy(A, k) nao
tem uma estrutura de dgebra, mas uma de co-dlgebra, isto é, um espaco vetorial
dotado de morfismos

A:A— AR A, €e:A— k.

Estes morfismos sao chamados de co-multiplicacao e de co-unidade, respectiva-
mente. Co-algebras, claro, definem uma categoria CoAlg,.

Uma algebra A que é uma co-algebra é algo interessante quando a multipli-
cagao i e a unidade u forem morfismos de co-algebras, e isto acontece exatamente
a co-multiplicagdo A e a co-unidade forem morfismos de dlgebras. Neste caso a
algebra é dita uma bi-algebra.

O morfismo que troca componentes em um produto tensorial serd denotado
por7: ARA — A® A. Se A é bi-algebra entao A° & a bi-dlgebra que tem como
multiplicacao u o 7, e as outras operagoes como A, A®P é a bi-algebra que tem
como co-multiplicacdo 7o A, e as outras operagdes como A, e AP P ¢ a bi-alge-
bra que tem como multiplicagdo u o 7, como co-multiplicacdo 7 o A, e as outras
operagoes como A. O dual de uma bi-algebra tem uma estrutura de bi-algebra.
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Algebras de Hopf sdo bi-algebras que admitem um antipoda S. O dual de
uma algebra de Hopf de dimensao finita com antipoda S é uma algebra de Hopf
com antipoda S*, a adjunta linear de S. Em uma &algebra de Hopf H, o antipoda
é¢ um morfismo de bi-dlgebras

S:H — H? P

Nao é sempre verdade que S? = id; isto se passa exatamente quando para todo
x € H vale
po (Syid) o A(x) = e(x).1,

que & equivalente a exigir que para todo x € H vale
po(id,S)o A(z) = e(x).1.

Se H for comutativa, isto é, se
HoT =,

ou se H for co-comutativa, isto é, se
ToA=A,

entao estas condicoes sao satisfeitas.

Estes jogos de contas de vidro prosseguem indefinidamente: para uma &4lge-
bra de Hopf H a bi-dlgebra HP “P é dlgebra de Hopf com multiplicacdo o 7 e
co-multiplicacdo 7 o A, o antipoda S sendo morfismo de algebra de Hopf.

A hipdtese de dimensao finita, duas vezes formulada na discussao acima, é
necessaria. Uma co-algebra C' com co-multiplicagdo A traz naturalmente para seu
dual linear C* = Homy(C, k) uma estrutura de algebra através da adjunta A* :
(A® A)* — A* de A, depois da restrigdo de (A ® A)* a A* ® A*. Analogamente,
se € : A — k é co-unidade entao €* : k — A* é uma identidade para A*. No
entanto, se A é dlgebra com multiplicacao p, nem sempre p* dota A* de uma
estrutura de co-algebra: o problema é que a imagem de uma co-multiplicacao
A:aw— ) . a; ®b deve ser tal que o somatério seja uma operacdo finita; isto
acontece se A tiver dimensao finita.

3. Grupos de Chevalley. O material aqui reunido adiciona algo mais ao
assunto da classificacdo de grupos simples finitos.

O contexto serd a categoria AlgLie, de dlgebras de Lie, e o ponto de vista
serd cada vez mais algébrico, comecando com o caso £k = C. Em I.2 foi visto
que ad : D(G); — Homy(D(G)r, D(G)r) é um homomorfismo em AlgLie, da
algebra de Lie D(G); = L(G) associada a um grupo de Lie G. Em geral, para
uma algebra de Lie £, objeto de AlgLie,, cada elemento X € L define uma



100 CAPITULO 5. GRUPOS QUANTICOS

aplicacdo ad(X) : L — L por ad(X) : Y — [X,Y]. Esta aplicacdo é linear mas
nao é morfismo em AlgLie;: ao invés, a identidade de Jacobi mostra que

ad(X)([Y; Z]) = [X, [Y, Z]] = [[X, Y], Z]+[Y, [X, Z]] = [ad(X)(Y), Z]+[Y, ad(X)(Z)],

algo como a regra de Leibniz para derivagoes. Assim definimos uma derivacao de
L como sendo uma aplicagao linear ¢ : £L — L satisfazendo

6([X, Y]) = [0(X), Y]+ [X,6(Y)].

Assim, para todo X € £ a aplica¢do ad(X) é uma derivagio de L.

Sobre um corpo k de caracteristica zero uma derivagdo J nilpotente, isto é,
tal que 6™ = 0 para algum n, gera um automorfismo

exp(6) :=14+8+62/20 -4+ 6" 1/(n—1)!

de L. De fato, por inducao se mostra

)= Y (5)we.em)

0<i<r
e logo
oM ([X,Y §(X) Y
0<i<r
Assim,

exp(0)[X,Y] = ZZ )]

r>0 i+j=r

= ZZ[(SZ . > Y |notag (5.2)

>0 7>0

= [exp(s )(X),emp(5)(Y)]-

O que se usa agora é o inicio da teoria classica de dlgebras de Lie simples, isto é,
aquelas que nao tem ideais (no sentido de dlgebras de Lie) nao triviais (ver [Hu)).
Tais 4lgebras foram classificadas por Cartan e por Killing, e nesta classificagao é
crucial o papel desempenhado pelas subalgebras de Cartan: tais subalgebras sao
as subdlgebras nilpotentes maximais, isto é, subdlgebras H C L tais que

[[[%’H]’H]’ ’H] =0,

onde a operagdo [H,H] & esquerda foi tomada um nimero finito de vezes, e tais
que se [ X, H| € H para todo H € H entao X € H, isto é, H ndo é ideal de
nenhuma subalgebra de £ propriamente contendo .



5.1. BONS ANTECEDENTES ALGEBRICOS 101

Por exemplo, nas algebras de Lie £ = sl,,(k) de matrizes n x n de trago nulo
uma subdlgebra de Cartan é dada pelo conjunto H das matrizes n x n diagonais
de trago nulo. Esta subdlgebra tem dimensdo dim(H) = n — 1, e em geral a
dimensao de uma subalgebra de Cartan H C L é dito o posto de L: este conceito
¢ bem definido, uma vez que a dimensao de uma subalgebra de Cartan é um
invariante de £, e de fato todas as subalgebras de Cartan sao conjugadas. Se
L é simples entao [H,H] = 0, e L admite uma decomposi¢do em subespagos
unidimensionais invariantes pela acdo de [H, | para H € H:

L=HSL: D - DL,

dita decomposi¢ao de Cartan. Por exemplo, nas élgebras de Lie £ = si,(k)
de matrizes n x n de traco nulo cada matriz E;; = (0ij) com ¢ /j gera um

espaco L; na decomposi¢ao de Cartan associada a H de matrizes diagonais H =
A0 .00

0 A ... 0

0 ... 0 M\,
[H, Eij] = (A — A;) Eij.

Em geral uma algebra de Lie £ simples admite uma base C = {H; € H, E; € L;}
na qual para quaisquer X,Y € C vale que [X,Y] pode ser escrito como uma
combinacao linear inteira de elementos de C. Bases de £ com esta propriedade sao
isoladas para classificar as dlgebras simples £, e sao chamadas bases de Chevalley .

Dada uma base de Chevalley C = {H; € H,E; € L;} de L, a agdo de ad(E;)
é nilpotente, e pelo visto acima exp(ad(E;) é um automorfismo de £. Definimos,
para a € k, o automorfismo de £

zi(a) = exp(a ad(E;)),

e consideramos o grupo L(k) que estes automorfismos geram em Aut gigrie, (£, £).

No exemplo de si,(k) estes automorfismos sdo exponenciais de matrizes de
trago nulo, e estdo no grupo de Lie SI,(k) associado. Em geral recuperamos em
L(k) um esqueleto do grupo de Lie.

Com efeito, se dada uma algebra de Lie simples £ considerarmos uma base de
Chevalley C de L as relagoes satisfeitas pelos elementos z;(a) (que decorrem das
constantes estruturais de £ em termos da base C, isto é, da expressao dos resul-
tados [H;, Ej|, [E;, Ej] em termos da base C) se expressam também em inteiros
(e, claro, em « € k). Por exemplo, vale,

e assim por diante.
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Isto permite a consideracao, em primeiro lugar, de uma “algebra de Lie intei-
ra” Lz, como sendo o grupo abeliano livre gerado por C sobre o qual é definida
uma operacao [X, Y] com as mesmas constantes estruturais que £ admitia sobre
C. Se K for agora um corpo qualquer, toma-se o morfismo tinico n : Z — K sobre
Lz e assim se define uma algebra de Lie Lx com as constantes estruturais vindas
das de Lz através de n. Nesta algebra é possivel definir automorfismos “vindos”
de z; () da seguinte forma: a matriz que representa z;(a) tem entradas da forma
lo?, onde | € Z é inteiro. Se a € K entdo aplicamos nas entradas desta matriz
a transformagéo la’ — n(l)a?, e isto define um automorfismo x;(a). O subgrupo
de Autk(Lk, Lk) gerado por tais elementos x;(a) é denotado por L(K). Os ele-
mentos z;(a) € L(K) serdo exponenciais, estardo ainda em “grupos de Lie”, que
agora poderao ser tomados sobre qualquer corpo, inclusive sobre corpos finitos.

Nao deve ser surpreendente que tomando K um corpo finito recuperamos
os grupos cléssicos finitos listados em 1. de (I.1). Mais surpreendente sdo as
“excegoes” que o teorema de classificacao de dlgebras de Lie simples indica: cinco
algebras, denotadas por Gs, Fy, Eg, E7 e Eg, que sao algebras de Lie simples nao
sendo algebras de Lie de grupos cldssicos (o subscrito se refere ao posto da alge-
bra, isto é, a dimensao de qualquer subdlgebra de Cartan). Estas dlgebras sao
ditas excepcionais, e cumprem o mesmo papel dos grupos esporadicos no teorema
de classificacao de grupos simples. Mas as algebras esporadicas £ geram grupos
simples finitos L(F ;) ditos grupos de Chevalley (que nao sao grupos esporadicos).

4. Estruturacgao livre. As categorias de algebras aqui consideradas sao todas
categorias concretas, para cada uma existindo funtores de esquecimento para a
categoria Conj. Adjuntos a esquerda de funtores de esquecimento sao funtores
de estruturacao livre.

O funtor de esquecimento
& Alg, —7 Conj

tem um adjunto & esquerda que a cada conjunto X, objeto de Conj, associa
a algebra k{X} de polinémios em varidveis ndo comutativas indexadas por X:
como espaco vetorial sobre k£ é gerado por palavras z;, ... z;,, que se multiplicam
por concatenacao. O funtor de esquecimento

5AlgComk — COl’lj

da categoria das dlgebras comutativas sobre £ tem um adjunto & esquerda que a
cada conjunto X, objeto de Conj, associa a dlgebra mais usual k[ X | de polinémios
em variaveis comutativas indexadas por X.

O funtor de esquecimento

£ : Algy — Mon
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que ignora a estrutura aditiva de uma algebra e s6 deixa o monoéide resultante,
objeto de Mon, tem um adjunto a esquerda que associa a cada mondide M,
objeto de Mon, a dlgebra do monéide kM, com a multiplicacao

H:menr—=mn

dependendo da operacao de M e sendo comutativa exatamente quando M o
for. Esta dlgebra kM tem estrutura de co-algebra, co-comutativa sempre, com
co-multiplicacao e co-unidade dadas por

A:m—m®m, e €e:m— 1.

Esta co-operacoes indempendem da operacao de M, e como co-dlgebra, objeto
em CoAlg,, kM = kX pode ser definida para qualquer conjunto M = X, objeto
em Conj. Caveat emptor: a construcao de kX nao define adjunto, a esquerda
ou a direita, do funtor de esquecimento

Ecoalg, : CoAlg, — Conj;

de fato, CoAlg, tem como objeto final o corpo de constantes k& com a estrutura
de co-algebra dada por 1 =1 ® 1, para cada co-dlgebra C, objeto em CoAlg,, a
co-unidade

ec:C —k

sendo o tinico morfismo em Homcoalg, (C, k). Como k, depois de esquecida sua
algebra, nao é o objeto final de Conj, que é o conjunto com um elemento s6, o
funtor de esquecimento Ecoalg, ndo pode ter adjunto a direita. Por outro lado,
o conjunto vazio &, o objeto inicial em Conj, nao tem estrutura de co-algebra,
nao tendo sequer estrutura de espqco vetorial, e logo o funtor de esquecimento
Ecoalg, Nao tem adjunto a esquerda. Como espago vetorial sobre k, objeto em
Vect,, p espago vetorial subjacente a co-algebra kX é dado por

kX = @gexke,

e X — kX é adjunto a esquerda do funtor de esquecimento Vect, — Conj,
e assim sequer o funtor de esquecimento CoAlg, — Vect, admite adjunto a
esquerda.

Se, além de mondide, M = G for um grupo, objeto em Grp, entao kG tem
um antipoda S : g — ¢! que faz de kG uma &dlgebra de Hopf (co-comutativa,
mas nem sempre comutativa), objeto de AlgHopfCocom,.

Se G for finito entdo o dual Homy(kG, k) é algebra de Hopf (comutativa,
mas nem sempre co-comutativa), objeto de AlgHopfCom,, dada pelas fun¢oes
definidas em G tomando valores em k com a estrutura natural usual de agebra:
Homy(kG, k) = Homeconj(G, k); a co-multiplicacao e a co-unidade sao dadas por

A(f)(g, k) =flgh) e e(f)=f(1).
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Se G for, além de finito, comutativo, entdo esta dlgebra de Hopf Hom(kG, k) é
isomorfa a kG, onde G é o grupo de caracteres de G (o dual de Pontryagin), o
isomorfismo sendo dado pela transformada de Fourier. Se G' nao for comutativo
entao kG pode funcionar como fungées Homy(?, k) em um espago “quéantico” nao
comutativo inexistente, que generaliza G (neste caso, @, definido como classes de
equivaléncia de médulos simples, — nao mais unidimensionais — nao é mais um

grupo).

5.1.5 Representacoes

O conceito bastante geral de representagao para grupos foi definido no exemplo
3. em 1.3:

p: G — Autc(C,C).

Se C for uma categoria de médulos com alguma estrutura entdao a representagao
linear p e o médulo C' costumam ser identificados. Assim, por exemplo, se G
for um grupo de Lie entao em 1.2 foi visto que Ad é uma representacao de G
em sua algebra de Lie £(G) = D(G);, como um espago vetorial, isto é, C =
Vecty é a categoria dos espacos vetoriais sobre k. Uma tal representacao linear é
simplesmente um morfismo de grupos p: G — GI(V).

Naturalmente se generaliza este conceito para outras categorias. Assim, para
uma algebra de Lie A uma representacdo é um morfismo p : A — gl(V) de
algebras de Lie. Uma representacao de um grupo de Lie G’ d4 origem a uma
representagdo de sua dlgebra de Lie £(G) por derivagao, e localmente vale uma
reciproca. Se (G for conexo e simplesmente conexo as representacoes em dimensao
finita de G e de L(G) se correspondem bijetivamente.

Para uma algebra A sobre k, objeto de Alg,, uma representacao é um morfis-
mo p : A — Homy(V, V). Para uma algebra de Lie A sobre k as representagdes de
A correspondem bijetivamente as representacoes de sua dlgebra envolvente U(A).

Para um funtor G : C — Grp em grupos e um funtor X : C — Conj em
conjuntos uma representacio ¢ uma transformacdo natural G x X — X que a
cada objeto C define uma agado G(C) x X (C) — X (C). No caso tartado em (I.3)
acima C = AlgCom,, e a representacao ¢ linear se para toda algebra A, objeto
de AlgCom,;, X(A) = V x A, para um mddulo V sobre k fixo, e se G(A) é
linear sobre k. Se os funtores forem representaveis, observando o que estes dados
implicam para os objetos que os representam, a maneira de Yoneda, é natural
a defini¢ao: se A é um objeto de Hopf em AlgCom, um médulo V sobre k é
dito um comddulo sobre A se existir p : V — V ® A tornando comutativos os
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diagramas
1% N Y
o] lide A
VoA 23 VoA A,
€

v 5 veda

=| lidoe

V = V®Ek.

Se V = A e p= A temos a representacao regular de A.
Exemplos e Exercicios

1. O caso de Sl,. Representagoes da dlgebra de Lie sly = £(Sly) correspondem a
representagoes de sua dlgebra envolvente UL(sly). Representagoes irredutiveis de
dimensao finita de UL(sly) sdo parametrizadas por naturais da seguinte maneira.
Lembramos (1. depois de (I.4)) que UL(sly) é gerada por X,Y e H; dado um
médulo V' sobre UL(sly), um autovetor v € V de H

Hv=M\v

é dito ter peso A. (Aqui se identifica H com p(H)). Se, além disso, Xv = 0 entéo
v é dito ser vetor de peso maximo.

Sobre um corpo algebricamente fechado £ todo médulo tem vetor de peso
maximo: certamente existird um autovetor v de H com autovalor «, e se Xv =0
ele serd vetor de peso maximo. Caso contrario, considere-se a sequéncia X*(v).
Pelas relagoes listadas em 1. de (I.4) (vélidas também em U(sly(C))) vale

HX'(v) = (a+ 20) X",

e logo X' sao autovetores de H com autovalores distintos. Como o médulo tem
dimensdo finita, eventualmente acontece que X'v # 0 mas X'*'v = 0, e neste
caso X'v é vetor de peso maximo. Destas relacoes ainda se deduz, para v vetor
de peso maximo com peso A,

Yy Yy
A== (=205,
Yi Yifl

X~ =O—it1l)—r

(-1



106 CAPITULO 5. GRUPOS QUANTICOS

Yiv Yty
A .
TG ey T

7!
. i , ~ . . .
Assim, {%} é uma sequéncia de autovetores de H com autovalores distintos e,

novamente, deve existir um maior inteiro ¢ para o qual % nao seja nulo. De

Yitly
' G+1)!
Além disso, {%}jzo,___,,\ ¢ conjunto linearmente independente, uma vez que sao
autovetores associados de H a distintos autovalores. O moédulo que estes vetores
geram tem assim dimensao A + 1 e é simples, e a acao de H ¢é diagonal com
A+ 1 autovalores distintos A, A\ —2,... ,A—2X = —\. O vetor de peso maximo é
distinguido entre os autovetores por estar associado ao autovalor A\, de modo que
qualquer outro vetor de peso maximo é um multiplo escalar de v. Como qualquer
mddulo tem um vetor de peso maximo, os inicos médulos simples V' (de dimensao
finita) de U(sl2(C)) sao os médulos gerados por um vetor de peso maximo de peso
inteiro ¢ = dim V. Este moddulo é dito mddulo de peso maximo e é denotado por
V (i), com a representacdo correspondente denotada por p; : slo(C) — gl;11(C).

fato, pelas relacoes acima 0 = X =(\— Z)YZ—Z.”, e logo A = ¢ é um inteiro.

Observe que py é a representacao trivial, p; é a representagao natural sly — gl

e py € a representacdo adjunta com X sendo o vetor de peso maximo, —H = [Y, X]|
eV = MIVX]] _ _ [V.H]

2! 2 -
No médulo V (i) qualquer elemento do centro de U(sly(C)) age por um miltiplo
escalar da identidade. Em particular, como para v o vetor de peso maximo e C
o elemento de Casimir vale
H?*y i2

C’UZXYU:YXU-FT:?;U-FEU,

L C e i(i+2)
o elemento de Casimir age por multiplicagao por =—5=.
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5.2 Grupos Quanticos

5.2.1 O Plano Quantico, as Matrizes Quanticas e os Gru-
pos Quanticos

A primeira secao deste trabalho terminou num impasse: disputando prioridade
sobre o estudo dos grupos classicos, os algebristas chamaram a atencao que estes
grupos eram funtores AlgCom, — Grp (uma terminologia francesa original era
funtores em grupos; depois foi acatada a denominagao esquemas afins de grupo).
Estes funtores eram representaveis, e tudo a ser feito com eles podia ser feito,
conforme Yoneda dizia, com os objetos que os representavam. Ora, estes objetos
eram algebras de Hopf comutativas sobre k, e a categoria AlgHopfCom,, ganhou
fama e fortuna entre os algebristas.

Os gedmetras, por outro lado, viam os grupos classicos como grupos de Lie,
eram levados a estudar suas algebras de Lie correspondentes e, para fugir da nao
associatividade, passavam as algebras envolventes, tendo aplicado o funtor com-
posto UL : GrpLie — Alg,. Ora, as dlgebras onde cairam eram naturalmente
algebras de Hopf sobre k£ nao comutativas, mas co-comutativas.

Salomonicamente, a teoria de grupos quanticos postula que a categoria a
estudar é AlgHopf,, a categoria das édlgebras de Hopf ndo (necessariamente)
comutativas nem co-comutativas. A motivacao veio do fato de os fisicos terem
que trabalhar com relacoes de comutagao exéticas, o que os levaram a postular o
plano quantico, a ser definido a seguir.

O plano comum A?, para A uma algebra comutativa sobre k, pode ser visto
como o funtor representavel AlgCom, — Conj representado pela algebra de
polinémios em duas varidveis comutativas k[X1, X5|: a cada par ordenado (a, b) é
associado o tinico morfismo em Homaigcom, (k[7,y], A) satisfazendo z +— a,y —
b. Incidentalmente, o grupo abeliano subjacente a A% torna k[z,y| co-objeto
de Hopf em AlgCom,, ou seja, uma algebra de Hopf comutativa, com a co-
multiplicacao dada por

Az —mzl1+1Qx
y —yYQ1+1®y.
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O golpe de estado que os fisicos tramaram foi considerar o plano quantico
baseado no anel de polinomios em duas varidveis nao-comutativas, denotado por
k{z,y}, e nele tomar o ideal bilateral I, gerado pelo elemento

yT — qzy, (I1.1.1)

para ¢ um elemento nao nulo do corpo de constantes k. O parametro g vai
funcionar como um parametro de deformacao; devemos voltar a obter a situacao
comutativa “classica” no caso ¢ = 1. O plano quantico é definido pela dlgebra
quociente

kq[xa y] = k{l’, y}/Iq7
que é nao comutativa se q # 1.

A terminologia adotada confunde o plano quantico com a &dlgebra que o re-
presenta. Para uma algebra A, objeto de Alg,, elementos do conjunto

HomAlgk (kq[xa y], A)

estao em bijegao com pares ordenados (a,b) que satisfazem ab = gba, e sdo ditos
pontos do plano quantico definidos sobre A.

A dlgebra ky[z,y] é noetheriana, naturalmente graduada, nao tem divisores
de zero e tem o conjunto de monomios

{2y [, >0}
como base do espaco vetorial subjacente; para provar isto é usada a relacao
iji — qijxiyj.
Outro plano quantico usado em supergeometria é definido pela algebra
oklz,yl = k{z, y}/ (&%, y", 2y + aya).

O ideal desta segunda dlgebra sendo também homogéneo, ,k[z, y| é também noe-
theriana e graduada, e o espaco vetorial subjacente admite a seguinte base

{z/ |0<i,j<1}

Nao se pode mais confiar que as “matrizes” que vao agir no plano quantico sejam
simplesmente os endomorfismos do plano em alguma categoria: é preciso definir
as matrizes relevantes da mesma forma como foi definido o plano, por deformacgao,
e entao definir também a acao.

No que se segue é assumido ¢* # 1.
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b .
d com coeficientes em uma

. ~ ;. . . a
Na situagao classica o conjunto das matrizes (C

algebra comutativa A é identificado com
Hom plgcom, (k[a, b, c,d], A).

Da mesma forma, no plano quantico ky[z,y| em que vale a relacdo (I1.1.1) yz =
qry os produtos matriciais

@)=Ca0) < G)-690)

referentes ao produto por <Z 2) a esquerda e & direita, as relagoes y'z’ = qx'y/’

e y"z" = qx'y" sdo equivalentes as relagoes

ab = ¢ tba, ac=q ‘ca
cd = ¢ Yde, bd = ¢ tdb
bc = cb, ad —da = (¢~' — q)be. (IL.1.2)

Por exemplo, o produto matricial & esquerda e (II.1.1) para z’,y’ implicam
(cx + dy)(az + by) = q(azx + by)(cx + dy),
e identificando coeficientes de 22, 4% e xy segue
ca = qac, db = qbd, e ¢b + qda = gad + ¢*be.

Esta dltima rela¢do implica na tltima relagio de (I1.1.2) por divisdo por ¢. As
outras verificagoes sao similares, assim como a verificacao da reciproca. Com isso,

o conjunto das matrizes que vao operar no plano quantico k,[z,y| sdo definidas
por
M,(2) == k{a,b,c,d}/R,

onde R é o ideal bilateral de k{a, b, ¢, d} gerado pelas relagoes (I1.1.2) acima. Se
g = 1 claramente M, (2) é a 4gebra comutativa k[a, b, ¢, d] que representa o funtor
que para cada algebra comutativa A fornece o conjunto das matrizes 2 X 2 com
coeficientes em A. Para definir o produto matricial neste conjunto é necesério
instituir a co-multiplicagdo que, no caso comutativo (¢ = 1) é dada por

Aia —»d®d+Vd
b —»d b +bd
c mcdd +dc
d -V +d®d'.
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Como as relagoes (I1.1.2) sdo homogéneas em a,b, c,d a dlgebra M,(2) é gra-
duada, e o espaco vetorial subjacente admite a base

{ad'V/c™d™ | 4,5, m,n >0 }.

Se A é uma dlgebra sobre £, objeto de Alg,, entao os elmentos de Hom gg, (M4(2),

sdo ditos pontos de M,(2) definidos sobre A. A notagdo matricial (

fla) f (b))
fle) f(d)
para o ponto f é inevitavel.

As matrizes 2 X 2 e o plano estao assim definidos, bem como o(s) produto(s)
de uma matriz por um vetor. A proxima definicao é

det, = ad — ¢ 'bc = da — gbc € M,(2). (I1.1.3)

De
det,a = (ad — ¢ 'bc)a = a(da — gbc) = adet,

segue que det, comuta com a, e da mesma forma, det, comuta com todas os
geradores, e det, estd assim no centro de M,(2). O determinante quantico se
define também para um ponto f de M,(2) definido sobre uma &lgebra A por
det,(f) = f(a)f(d) —q ' f(b)f(c). Se f,g sdo pontos de M,(2) definidos sobre
uma algebra A tais que f(a), f(b), f(c), f(d) comutam com g(a), g(b), g(c), g(d)

entao o produto
(f(a) f (b)) <g(a) g(b))
fle) f(d)) \g(c) g(d)
¢ um ponto fg de M,(2) definido sobre A, e neste caso det,(f) = det,(g) =

dety(fg) € A.

Em M,(2) é definida uma co-multiplica¢do A e uma co-unidade € que gene-
ralizam o caso comutativo:

Ata —a®a+b®c
b —a®b+b®d
c mc®Ra+d®c
d »c®b+d®d,
e
€:a,d—1, e €:b,c— 0.

Com estas operagoes
A(det,) = det, ® det,, e  e(det,) =1.
Podemos agora definir

(Gly)g = My (2)[1]/(tdet, — 1),

A)
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(Slp)q = M,(2)/(dety — 1).

Para uma dlgebra A um ponto de (Gly), ou de (Sly), definido sobre A é um
elemento do conjunto

Hom prg, (Gg, A), para G, = (Gly), ou Gy = (Sly),.

Os grupos quanticos G, sao objetos de Hopf em Alg,, ou seja, sao algebras de
Hopf com o antipoda definido matricialmente por

S(@) Sk 1 d —qb

S(c) S(d) det, \—=¢"'c¢ a )’
Ha muita verificacdo a ser cumprida para este enunciado. Ha algum susto,
também: o antipoda ndo é involutivo:

S%(a) S?%(b) [ a ¢
S2(c) S%(d) " \g % d
(g O a b\ (¢t 0O
“\0 ¢')\c d 0 gq)°
As algebras de Hopf G; ndo sdo nem comutativas nem co-comutativas.
Exemplos e Exercicios
1. Seja B a algebra comutativa

B = HOTnDiﬁ'(C \ {0}, C),
esejage C\ {0,1}.

Considere a algebra nao comutativa A, subdlgebra de Homaigcom, (B, B),
gerada por 7, e d,, onde

,:B— B (5.3)
f=1(f):C\{0} = C
z — f(qz)
5,:B— B (5.4)
f=6,(f):C\{0} = C
ooy Jlar) — f(2)
qr —

O par (74,0,) é um ponto de k,[x,y| definido sobre A. Quando ¢ tende a 1, 4,
tende para a derivada usual.
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5.2.2 A Algebra Envolvente

No que se segue k£ = C serd uma hipédtese simplificadora (sem ser trivializante).

Definimos a algebra U,(sl;) como sendo a algebra (associativa) gerada pelos
simbolos E, F, K, K~ ! e L submetidos as relacoes

KK '=K'K=1  KEK '=¢E, KFK '=¢F,

[E’F]:La (q_qil)L:K_Kila
[L,E] = q(EK + K 'E), [L,F]=—q "(FK + K 'F).

Se ¢ = +1 entdao K? = 1, e K comuta entdo com os demais geradores, estando
assim no centro Z (U1 (sly)). Se ¢ = 1 entdo fazendo X = EK,)Y = Fe H = LK
valem as relacgoes

[X,Y]=[EK,F|=[E,FIK = LK = H,

[H,Y]=[LK,EK] = [L,E] = 2EK = 2X

[H,Y]=[LK,F]=[L, FIK = —2FK* = —2Y.

Cotejando estas relagdes com as relagoes de defini¢do de U(sly) (listadas em 1.
de (I1.4)), fica claro que existe em epimorfismo em Alg,

U(sly) — U (sls)
satisfazendo X — FK,Y +— F e H — LK, e de fato vale
Uy (sl2) = U(sl)[K]/(K* - 1),
e a algebra U,(slz) pode assim ser vista como uma deformacao da algebra envol-

vente U(slz), como a notagao sugere.

A dlgebra envolvente quantica Uy(sly) assim definida pode ser apresentada, se
g # £1, de uma forma mais simples como sendo a algebra (associativa) gerada
pelos simbolos E, F, K ¢ K ! submetidos as relacoes

KK '=K'K =1, KEK™' = ¢’E, KFK™' = ¢’F,
como acima, e
K- Kt
q—q*t
O isomorfismo entre estas duas apresentacoes identifica letras que combinam, o

unico ponto nao trivial é mostrar que as relagoes “mais complexas” envolvendo
L, da primeira apresentacao, sao satisfeitas, mas isto é uma facil manipulacao.

[E’F]:
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Supondo ¢ # =£1, serd usada preferencialmente a segunda apresentagao de U, (slz),
por ser mais simples.

Assim, U, (sl2) é noetheriana, sem divisores de zero, e tem como base
{ E'FIK'|i,jeEN,l€Z};
além disso, U, (sl2) admite um automorfismo
w : Uy(sla) — Uy(sly)
satisfazendo E + F,F — E e K — K~!, e um antiautomorfismo
T 1 Uy (8l2)F — Uy(sls)

satisfazendo E — E,F — F e K — K~!. (Dada uma &lgebra A sobre k,
objeto de Alg,, a dlgebra oposta A°? tem o mesmo espago vetorial subjacente e a
multiplicacdo oposta: o produto ab em A° é o produto ba em A. Esta defini¢ao
é uma dadiva do fato de os axiomas de anel serem auto-duais; se A é comutativa

entdo A = A).

Dotando os geradores dos graus gr(E) =1, gr(F)—1e gr(K) = gr(K™') =
0, as relacoes que definem U, (sly) sdo homogéneas, e logo U,(sly) admite uma
gradagdo natural em que o monémio E'F/K! tem grau i — j. Se u € U,(sly) tem
grau g entao se deduz das relacoes de definicao que

KuK™' = ¢%u.

Se ¢ nao for raiz da unidade estes autovalores ¢ sao distintos, e a parte homogénea
de grau g de U,(sly) sio os autoespagos de u — KuK~!. Se g for raiz da unidade
a graduacgao de U,(sly) refina esta decomposicdo em autoespagos.

A subélgebra U (resp., ™) de Uy(slz) gerada por E (resp., por F') tem como
base { E' |1 € N } (resp., { FV | j € N }). Assim, U* e U~ sdo comutativas,
isomorfas a k[T].

A subalgebra U° de U,(sly) gerada por K e K~' tem como base { K' |l € Z }.
Assim, U° é comutativa, isomorfa & localizagao k[T, T~'] de k[T].

A élgebra envolvente quantica tem U,(sly) admite um elemento de Casimir
quantico C,; dado por

1K 4 oK1 K+q¢ K1
q +%2 =FE+q +q12
(g—q) (¢g—q7 1)

Este elemento C, estd no centro Z(U,(slz)) de U,(sly) e satisfaz

C,= EF +

w(Cy) = Cy = 7(Cy).
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A élgebra envolvente quantica tem U, (sly) uma estrutura de algebra de Hopf,
como se esperaria por ser deformagao de U(sly), dada pela comultiplicac¢ao

A‘E—»E®1+KQ®E,

AF—FQK'+1®F,
A:K—k®K,

a co-unidade
e: E,FF— 0, K1,

e o antipoda
S:Ew —K'E, F+— —FK, Kw— K™%

Novamente U, (sl2) ndo é nem comutativa nem co-comutativa, como se vé do fato
de o antipoda nao ser involutivo.

5.2.3 Mobdulos

Nesta se¢ao ¢ # +1, de modo que 1/(¢ — ¢~ ') estd bem definido. Isto serd
aproveitado na defini¢ao

n __ ,—n
[n]q — q q_l _ qn—l +qn—3 + L. +q—n+3 +q_n+1-
q9—4q
Estes elementos aparecem substituindo inteiros em férmulas nos mdédulos de
Uy(sly). Os “fatoriais” e “coeficientes binomiais” que surgem sao definidos por

[n]g! = [1g-[2g. -+, [n]q, (Z) - m'

Valem
[=nle = =[nle, [ +mly=¢"[m]+¢7"[n].
Se ¢ nao for raiz da unidade entdo [n], # 0.

O objetivo agora é quantizar o que foi feito em 1. de 1.5 para representacoes
de sly. Os médulos simples de dimenséo finita de U, (sl2) sdo também “mddulos
de peso maximo”, mas agora os vetores de peso maximo sdo autovetores de K.
Especificamente, se V' for um médulo sobre U, (sly) entao se

Kv=M para v#0

A é chamado de peso, e para A um peso o autoespaco de K associado a A é
denotado V*. Valem

EV C VP e  FVACVI
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Se v € VA\ {0} for tal que Ev = 0 entdo v é dito vetor de peso maximo. Um
modulo de peso maximo é um moédulo gerado por um vetor de peso maximo.

Sob a hipétese k£ = C todo médulo de dimensao finita tem um vetor de peso
maximo. A demosntragao segue os passos da apresentada para o caso cléssico.

Valem as seguintes relagdes andlogas as cldssicas encontradas em 1. de (1.4),
para um vetor de peso maximo V de peso A:

Fiy q_QZ-FiU
[i],! [i]4"
Fz q—(i—l))\ _ qi—l)\—l Fi—1y
[l]q q—q! [i = 1],1
© Fi—l
F— =i :
[0 =1, q[ ] !

. i ’ A e . .
Assim, {%} ¢ uma sequéncia de autovetores de K com autovalores distintos e,

novamente, deve existir um maior inteiro 7 para o qual ”, nao seja nulo. De
ilq!

fato, pelas relacoes acima

Fitly ¢ 'A =g\ 1 Fiy

i+10 g—q b [,

e logo A = £¢*. Como no caso cléssico segue que se o0 médulo for simples entdo
¢ mo6dulo de peso maximo de dimensao 7 + 1, e estes mddulos sao denotados por
Vi ;, onde o sinal ¢ dado por A = +¢°. Também {[I;TJ;}Z:OZ é base de Vi, e a
acao de K é diagonal com i+ 1 autovalores distintos £¢¢, £¢*72,... , ¢ *2, +¢*
(com sinais combinando: ou todos + ou todos —). Quaisquer dois vetores de
peso maximo diferem por uma constante multiplicativa. Finalmente, qualquer
maédulo simples de dimensao finita sobre U, (sly) é um mddulo de peso méximo, e
dois destes nao sao isomorfos. Assim, para cada dimensao ¢ existem exatamente
dois médulos simples sobre U, (slz) nao isomorfos Vi ;1 e V_,; 4

Para um escalar A\ qualquer (ndo da forma A = +¢'), as seguintes relagdes
impostas sobre o espaco vetorial V' (A) de dimensao infinita com base enumerdvel

{vj}jen

Fuoj_y = [i]qv;

dotam V'()A) da estrutura de um mdédulo sobre U, (sly), onde vy é vetor de peso
maximo. Estes mddulos sao ditos mddulos de Verma e sdo universais no sentido
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de que todo médulo de peso maximo V' sobre U,(sly) com peso maximo A é
quociente de V().

O comutador de K em U,(sly), denotado por U,(sl)x é o conjunto de ele-
mentos de U,(slz) que comutam com K. Como a conjugacao por K atua na base
de U, (sly) por

KFK'ENYK™ = QU9 F KR,

vale que
Uy(sh)x = Y  F'P(K,K™"E",
1€N

onde P; € k[T, T7']. o ideal & esquerda call de U,(sls)x gerado por E,
1= U“L N uq(Slg)K,

é dado também por
7= Z/{+ N Z/{q(SlQ)K,

e vale
U,(sl)x = kK, K 1o T.

Isto se vé diretamente.

Assim 7 é um ideal bilateral de U, (sly)k e a projecdo
@ Uy(sle) g — I[K, K]

¢ um morfismo em Alg, dito o homomorfismo de Harish-Chandra.

Se V for médulo de peso maximo de U, (sly) com peso maximo A entdo para
todo elemento central z € Z(U,(slz)) e todo v € V vale

zv = @(2)(M)v.
De fato, z pode ser escrito
z=p(z) + Z F'P,E".
ieENT

Se vy for o vetor de peso maximo entao Evy = 0, e como Kvy = Avy vale
zvy = ©(2)(A\)vg. Mas V(A) é gerado por vy, e logo para todo v = uvg € V()
com u € Uy(sly) vale

20 = zuvy = uzvy = (N uvy = p(A)v.
Em particular, o elemento de Casimir quantico age por multiplicagao pelo escalar

gA+q 'kt
(g—q 1)
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A restri¢do de homomorfismo de Harish-Chandra ¢ ao centro Z(U,(slz)) é inje-
tiva, ja que se z € Z(U,(sl2)) é nado nulo e satisfaz ¢(z) = 0 é possivel escrever

z = Z F'P,E".
0<i<I

Tomando um médulo de Verma V(M) com A # ¢" para nenhum r, entdo Ev; =0
s6 para ¢ = 0, e aplicando z em v; vale que

2v; = @(2)(A)y; = 0,
por um lado, e por outro,
2v; = FIPE'v; = cPy(\)v;

para ¢ # 0. Segue que P;(\) = 0 e haveria um polinémio com infinitas raizes, um
absurdo.
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Apéndice A: A Linguagem Categodrica

A.1 Categorias, funtores e transformacgoes naturais. Uma categoria C é
uma classe de objetos tal que:

e Para cada par ordenado (X,Y’) de objetos é especificado um conjunto de
morfismos denotado por Homc(X,Y).

e Para cada objeto X é destacado um elemento idx em Homc (X, X).

e Para cada terno ordenado (X,Y,7) de objetos é especificada uma funcao

o: Home(X,Y) x Home(Y,Z) — Home(X, Z)
(f,9)  =gof

Estes dados estao sujeitos aos seguintes axiomas:

e Para f € Homc(X,Y), g € Homc(Y,Z) e h € Home(Z, W) temos
(hog)of=ho(gof)

e Para f € Homc(X,Y) temos
idyof=f=foidx.

Um funtor F entre duas categorias C e D, denotado por F : C — D, ¢ a
especificagdo, para cada objeto X de C, de um objeto F(X) de D e, para cada
par de objetos (X,Y") de C, de uma aplicagdo de Homc(X,Y) em Homp(F(X),
F(Y)), denotada por f — F(f). Estes dados estdo sujeitos aos seguintes axio-
mas:

e Para cada objeto X de C temos F(idx) = idr(x).

e Para cada par (f, g) € Homc(X,Y) X Homc(Y, Z) temos F(go f) = F(g)o
F(f).

Um funtor tal como definido acima é as vezes qualificado de covariante, para
distinguir da definicao afim de funtor contravariante entre duas categorias C e
D, que é a especificacdo, para cada objeto X de C, de um objeto F(X) de D
e, para cada par (X,Y) de objetos de C, de uma aplicagdo de Homc(X,Y) em
Homp(F(Y),F(X)), denotada por f — F(f). Estes dados estdo sujeitos aos
axiomas (A.1.3) e
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e Para cada par (f,g) € Homc(X,Y)x Homc(Y, Z) temos F(go f) = F(f)o
F(9)-

A contravariancia é um artificio conveniente de notacao, mas formalmente desne-
cessario: dada uma categoria C, denotamos por C° a categoria que tem os
mesmos objetos de C e para a qual um morfismo de X em Y é um morfismo de
C de Y para X:

Homeor(X,Y) = Home(Y, X).

Assim, um funtor contravariante de C para D é um funtor covariante de C°P
para D.

Dados dois funtores F e G entre as categorias C e D uma transformagao
natural  entre F e G, denotada s : F — G, é a especificacio, para cada objeto
X de C, de um elemento kx € Homp(F(X),G(X)). Este dado é sujeito ao
seguinte axioma

e Para cada elemento f € Homc(X,Y) temos G(f) o kx = ky o F(f).

Este axioma se representa graficamente pela comutatividade do quadrado de
naturalidade (escrito em D):

FX) = 6(X)

FY) =5 6@)

Categorias, funtores e transformacoes naturais formam o contexto natural de

trabalho do que faremos a seguir. Os objetos comumente estudados em algebra
e Topologia naturalmente se constituem em categorias: por exemplo, a cate-
goria dos grupos, denotada por Grp, tem por objetos grupos e por morfismos
homomorfismos de grupos, e analogamente para a categoria dos aneis, denotada
por An, para a categoria dos modulos a esquerda sobre um anel A, denotada
por 4Mod, para a categoria Top que tem por objetos espacos topoldgicos e por
morfismos funcoes continuas, e assim por diante. Os objetos destas categorias
sdo conjuntos dotados de uma estrutura adicional (de grupo, espaco topolégico,
etc) e os morfismos sdo as fungdes entre os objetos que preservam esta estrutura
adicional. Estas categorias sao chamadas categorias concretas, e se caracterizam
pela existéncia de um funtor fiel £ : C — Conj, onde Conj é a categoria que
tem por objetos, conjuntos, e por morfismos, fungoes, e £ é dito funtor de esque-
ctmento, que associa a cada objeto de C o conjunto subjacente sobre o qual é
construida a estrutura adicional. (Um funtor é fiel se for injetor em cada conjunto
de morfismos e é pleno se for sobrejetor nestes conjuntos).
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H& também funtores de esquecimento como An — Grp, que esquece a estru-
tura multiplicativa dos anéis, 1Mod — Grp, e assim por diante.

Dadas duas transformacoes naturais k : F 25 Ge Y. g — # de funtores
F,G e H de C em D, podemos considerar as compostas a nivel de cada objeto X
de C: (Yok)x = ¥xokyx. Assim, as transformagoes naturais entre funtores de C
em D se compdem, e esta composi¢ao obedece aos axiomas (A.1.1) e (A.1.2), de
maneira que transformagoes naturais sao morfismos de uma categoria denotada
por D€ cujos objetos sdo funtores de C em D.

Dado um morfismo f € Homc(X,Y), se existir g € Homg(Y, X) com go f =
idx (resp., fog = idy) entdo g é dito inversa a esquerda (resp., inversa d
direita) de f. Se f tiver simultaneamente inversa & esquerda e & direita entdo
f € dito inversivel, ou um isomorfismo. Os morfismos de Conj que tem inversa
a esquerda sao as funcoes injetoras, os que tem inversas a direita sao as fungoes
sobrejetoras e os inversiveis sao as funcgoes bijetoras, mas mesmo em categorias
concretas, tao proximas de Conj, um morfismo pode ser dado por uma funcao
injetora sem que tenha uma inversa a esquerda: por exemplo, a inclusao Z — Q
em Anud, a categoria dos anéis com unidade (morfismos devem respeitar esta
condi¢ao e levar unidades em unidades). Dois elementos X e Y de C para os
quais existe f € Homc(X,Y') inversivel sdo ditos isomorfos. Assim, dois objetos
de Conj sao isomorfos se e sé se tiverem a mesma cardinalidade. Se C e D
sdo categorias e F : C — D e G : D — C funtores satisfazendo FG ~ idp e
GF =~ idc, isomorfismos naturais em DP e CC, respectivamente, entdo F ou G
sao chamados de equivaléncias de categorias. Uma equivaléncia de categorias F
como acima é necessariamente um funtor pleno e fiel, e além disso todo objeto
de D ¢ isomorfo a um objeto da forma F(C).

Dado um morfismo f € Homg(X,Y), se para quaisquer g, h € Homc(Z, X)
a equagao fog = f oh implicar ¢ = h entao f é um monomorfismo — este
sera certamente o caso se f tiver uma inversa a esquerda. Dualmente, se para
quaisquer g,h € Homc(Y,Z) a equagdo go f = h o f implicar ¢ = h entdo f é
um epimorfismo — este serd certamente o caso se f tiver uma inversa a direita.
Em Conj todo monomorfismo é uma injecdo que tem uma inversa a esquerda;
também, todo epimorfismo é uma sobrejecao que tem uma inversa a direita, mas
para ver isto é necessario o uso do axioma da escolha. Na categoria de anéis An
a inclusdao Z — Q é um epimorfismo.

Dados dois monomorfismos f : Y — X e g : Z7 — X, dizemos que f C ¢
quando existir h : Y — Z, necessariamente um monomorfismo, tal que f = goh.
Esta relacao s6 nao é uma ordem parcial por falha da anti-simetria, mas, como
é usual nestes casos, podemos passar ao quociente pela relacao de equivaléncia
que identifica f C g e ¢ C f para obter uma ordem parcial no conjunto quo-
ciente, denotado por Subc(X); um elemento deste conjunto quociente é dito um
subobjeto.
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A.2. O lema de Yoneda. Um objeto X de uma categoria C define naturalmen-
te um funtor covariante Homg(X, e) e um funtor contravariante Homc(e, X) de
C para Conj da seguinte maneira. A cada objeto Y de C o funtor Homc(X, e) as-
socia o conjunto Home (X, Y) e o funtor Homc(e, X) associa o conjunto Homg(Y, X),
e a cada morfismo f € Homc(Y,Z) o funtor Homc(X,e) associa a funcdo
Home (X, f) : Home(X,Y) — Homc(X, Z) obtida por g — f o g e o funtor
Homc(e, X) associa a funcdo Homc(f, X) : Home(Z,X) — Homc(Y, X) obti-
da por g — go f. Um funtor F : C — Conj é representdvel se for essencialmente
obtido assim, isto é, se existir um objeto X em C e transformacoes naturais
Y . Homg(X,8) — F e ¢ : F — Homc(X,e) tais que para cada objeto
Y em C as composicoes gy o 1y e ¥y o ¢y sejam identidades. Dois funtores
para os quais existe este par de transformacoes naturais sao ditos naturalmente
isomorfos. Ha uma definicao dual para um funtor contravariante representavel.

Dados um funtor F : C — Conj e um objeto X em C, uma transformacao
natural ¢ : Homc(X,e) — F ¢ inteiramente descrita pela acio de 1px em idx;
com efeito, para todo objeto Y em C temos que para f € Homc(X,Y) vale a
igualdade

Yy o Home (X, f) = F(f) o vhx (A.2.1)
de fungoes : Homg(X, X) — F(Y). Aplicando esta funcio em idx temos
Yy o Home(X, f)(idx) =ty (f o idx)

=y (f) = F(f) o ¥x(idx),

e assim para qualquer objeto Y em C descrevemos ¥y em termos das variaveis
F e X. A classe de transformagcoes naturais de Homc (X, e) em F é entdo um
conjunto que denotamos por Homggyic(Homg(X,e), F), e temos uma bijegao
(escrita em Conj)

Homgopie(Home(X, @), F) — F(X), (A.2.2)

natural em F e em X. Esta observagao é comumente chamada de lema de Yoneda,
e a equacao acima se representa graficamente pela comutatividade do diagrama
(escrito em Conj)

Home(X,X) 25  F(X)
Home (X, f) | |F )
Homc(X,Y) 2%  F(Y)

A.3. Limites. Muitas construcoes comuns das categorias usuais da algebra
e da Topologia sao exemplos do conceito categérico de limite, ou de colimite,
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seu dual: dados uma categoria C, uma categoria J (a ser usada como indice)
e um funtor F : J — C, um lmite de F é um objeto Lim F em C e, para
cada objeto 7 de J, um morfismo f; € Home(Lim F,F(i)) tal que para cada
morfismo v € Homy(i,j) temos f; = F(u) o f;. Estes dados devem obedecer a
uma propriedade dita universal: para cada objeto X em C ao qual se associa uma
construcao “paralela” a que Lim F possui, a saber, para cada objeto ¢ de J, temos
um morfismo g; € Home(X, F(i)) tal que para cada morfismo u € Homy(i, j)
tenhamos g; = F(u) o g;, deve existir um tnico morfismo ¢ € Homc (X, Lim F)
satisfazendo ¢; = f; ot para todo objeto 7 de J.

Por exemplo, se J for a categoria 2 que tem apenas dois objetos 1 e 2 e nenhum
morfismo que nao seja a identidade, um funtor F : 2 — C é simplesmente a esco-
lha de dois objetos F(i) = X; para i = 1,2 em C, enquanto que um limite Lim F
é um objeto em C determinado por dois morfismos p; € Homc(Lim F, X;) para
i = 1,2, tal que para todo objeto X de C dotado de morfismos g; € Home (X, X;)
existe um unico morfismo ¢ € Homg(X,Lim F) para o qual g; = p; o g. Este
objeto Lim F é dito produto de X; e X5, e sempre existe se C for uma das catego-
rias Conj, Top ou Grp, sendo simplesmente o produto cartesiano de conjuntos,
o0 espago topoldgico produto ou o produto de grupos, respectivamente.

Se Vaz for a categoria sem objetos nem morfismos entao um funtor F : Vaz —
C é vazio, enquanto que um limite Lim F é um objeto em C tal que para cada
objeto X de C existe um tinico morfismo X — Lim F. Este objeto Lim F é dito
objeto final em C, e existe se C for Conj (neste caso Lim F é qualquer conjunto
com um unico elemento), Top (Lim F serd entao o espaco topol4gico construido
sobre um conjunto com um unico elemento com a tnica topologia possivel) ou
Grp (Lim F é o grupo trivial).

Se J for a categoria Paral que tem apenas dois objetos 1 e 2 e cujos tinicos
morfismos fora as identidades sdo descritos por 1 —» 2, um funtor F : Paral —
C é dado por dois morfismos f,g € Homg(F(1),F(2)), enquanto que um limi-
te Lim F ¢ um objeto em C dado com um morfismo p € Homg(Lim F, F(1))
satisfazendo f o p = g o p, tal que para todo objeto X de C dotado de um
morfismo ¢ € Homc (X, F(1)) satisfazendo foq = goq existe um tinico morfismo
u € Home (X, Lim F) com ¢ = po u. Este objeto Lim F é dito equalizador de f
e g. Claramente se vé que p é necessariamente um monomorfismo.

Se J for a categoria Transv que tem apenas tres objetos 1, 2 e 3, e cujos
unicos morfismos fora as identidades sao descritos por

3

l

1— 2
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um funtor F : Transv — C é dado por dois morfismos f € Homc(F (1), F(2))
e g € Home(F(3),F(2)) enquanto que um limite Lim F é um objeto em C
dado com morfismos p; € Home(Lim F,F(1)) e p3 € Homg(Lim F, F(3))
satisfazendo fop; = gops, tal que para todo objeto X de C dotado de morfismos
¢1 € Homg(X,F(1)) e g3 € Homc(X, F(3)) satisfazendo f o g1 = g o g3 existe
um tnico morfismo v € Homc(X,Lim F) com ¢; = p;ou e g3 = p3 o u. Este
objeto Lim F é dito produto fibrado de f e g, e denotado por F(1) Xz F(3).
Se f for um monomorfismo representando um subobjeto (ver (A.1)), entao ps
serd também um monomorfismo, representando um subobjeto de F(3) denotado
por Subg(g). Como Subg(g o h) = Subg(h) o Sube(g), temos que Sube é um
funtor contravariante de C em Conj. Quando este funtor é representavel de
modo a termos Subg(X) ~ Home(X,€2) entdo chamamos este objeto 2 que o
representa de classificador de subobjetos . Por exemplo, Subcon; € representado
pelo objeto classificador de subobjetos dado por qualquer conjunto com dois ele-
mentos, ja que um subconjunto Y em Subgenj(X) € caracterizado por sua fungao
caracteristica xy : X — {0, 1}, definida por xy(z) =1seesésez €Y.

Limites nem sempre existem: a categoria Cor de corpos nao tem produtos
(um “produto” de corpos é um anel apenas, ndo é um corpo). Quando existem
nao sao unicos: qualquer conjunto com um tunico elemento é um objeto final
em Conj; mas dois limites £ e £ de F : J — C sdo sempre isomorfos. Com
efeito, £ e L' devem satisfazer as propriedades universais apropriadas; por defi-
ni¢do da propriedade universal para £ deve existir f' € Homc (L', L) satisfazen-
do as propriedades de comutagao e analogamente para f € Homc(L, L'). Estas
composicoes também irao satisfazer as propriedades de comutagao, assim como
obviamente as satisfazem as identidades id; e id.. Agora invocamos a unicidade
na propriedade universal para concluir que estas composicoes sao isomorfismos.

O conceito dual de limite é o do colimite: dados uma categoria C, uma cate-
goria J (a ser usada como indice) e um funtor F : J — C, um colimite de
F é um objeto Colim F em C e para cada objeto ¢ de J um morfismo f; €
Homc(F(i), Colim F) tal que para cada morfismo u € Homy(i,j) temos f; =
fj o F(u). Estes dados devem obedecer a seguinte propriedade universal: para
cada objeto X em C ao qual se associa, para cada objeto ¢ de J, um morfismo
gi € Homea(F (i), X) tal que para cada morfismo u € Homy(i,j) tenhamos g; =
gj © F(u) deve existir um tnico morfismo ¢t € Homg(Colim F, X) satisfazendo
g; = to f; para todo objeto ¢ de J. Colimites para funtores tendo como dominios
as categorias 2, Vaz, Paral e Transv sao chamados coprodutos, objetos iniciais,
coequalizadores e somas fibradas, respectivamente. Coprodutos existem em Top,
sendo a construcao da soma topolédgica de dois espagos, em Conj, sendo a uniao
disjunta de dois conjuntos, em sMod, sendo a soma externa M & N de dois
modulos sobre um anel A, e em AnCom, a categoria de aneis comutativos com
unidade, sendo o produto tensorial. O conjunto vazio é objeto inicial de Conj e
de Top, o anel dos inteiros é objeto inicial de Anud. Somas fibradas e coequa-
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lizadores existem em Conj e em Top. Como no caso de limites, os colimites,
quando existem, sao Uinicos a menos de isomorfismos.

Os limites que existirem em uma categoria D existirdo em qualquer categoria
de funtores D€, e sio calculados “ponto a ponto” da seguinte forma: se J é
uma categoria indice para a qual limites de funtores J — D existem entao, para
todo objeto X de C, a avaliacao em X preserva este limite, de tal modo que um
funtor F : J — DC fornece por avaliacio em X um funtor Fx : J — D tal que
Fx(j) = F(J)(X), cujo limite existe por hipétese. Estes limites se juntam em
um limite para F para o qual temos a equacao escrita em D

Lim F(X) = Lim Fx,

onde o limite & direita é calculado em D e o limite & esquerda em DE.

Uma categoria é dita completa (resp., cocompleta) se tiver todos os limites
(resp., todos os colimites). A este respeito temos o

Teorema sobre a Existéncia de Limites. A categoria C é completa se e s
se tiver produtos e equalizadores.

A prova mostra como construir o limite de um funtor arbitrario F : J — C a
partir de produtos e de equalizadores. Para isso em C consideramos o produto
P dos objetos F(i) para cada objeto ¢ de J, e o produto @ dos objetos F(j)
para cada morfismo u : ¢ — j em J. Assim, para cada objeto 7 de J temos uma
projecdo p; : P — F(i) e para cada morfismo u : i — j de J temos uma proje¢ao
qu : Q@ — F(j). Pela universalidade do produto ) existe um tdnico morfismo
f:P — Qcom F(u)op; = ¢, 0 f e um tinico morfismo g : P — @ com p; = ¢, 09
para cada objeto ¢ e cada morfismo u : + — j de J. O limite Lim F entao pode
ser construido como o equalizador de f e g. Um esquema mnemonico para esta

prova ¢ o seguinte: para F : J — C o Lim F é o equalizador de f, g : [[; F(4) 3
[1..;5; F('), onde o primeiro produto é tomado sobre os objetos j de J e o
segundo sobre os morfismos u : j — j' de J e, se m, : [[, F(j') = F(j') denota a
projecao canonica, entao 7, o f = m, o g.

Vale um enunciado dual para colimites, que podem ser construidos através de
coprodutos e coequalizadores. Em Conj, por exemplo,

Colim F = IL,F(j)/E (A.3.1)

onde F ¢ a relacdo de equivaléncia no coproduto (isto é, a reunido disjunta)
dada colocando = € F(j) equivalente a 2’ € F(j') exatamente quando existirem
u:j—keu :j — k, morfismos em J, com F(u)(z) = F(u')(z').

A categoria Conj é completa, e, pelo visto acima, também as categorias
Conj®.



5.2. GRUPOS QUANTICOS 125

A .4. Funtores adjuntos. Dado um funtor F entre duas categorias C e D, diz-
se que F preserva limites se para cada limite Lim £ em C tivermos F(Lim £) =
Lim(F o £). O estudo sobre a preservagdo de limites em funtores nos leva ao
conceito mais importante da teoria de categorias: Um funtor F : C — D ¢
adjunto a esquerda de um funtor G : D — C se para cada par de objetos C' em
C e D em D existir uma bijecdo (escrita em Conj)

vc,p : Homp(F(C), D) = Homc(C, G(D)), (A.4.1)
natural em C' e D. Para designar a adjuncao descrita acima usaremos a notagao
F:C+—D:G,

onde o adjunto a esquerda é escrito a esquerda.

Grande numero de situacoes familiares sao exemplos de adjuncgdes. A pro-
priedade que caracteriza o produto tensorial de médulos sobre um anel A pode
ser escrita como a existéncia de uma bijecao natural

Hom ,Mod(U @4 V, W) — Hom , mod (U, Hom , moa(V, W)). (A.4.2)

Isto é equivalente a dizer que o funtor Hom ,moa(V,®) representado por V é
adjunto a direita do funtor e ® 4 V : A\Mod — AMod.

Na definigao de funtor adjunto a naturalidade (em C') de ¢ deve ser entendida
da seguinte maneira: dados objetos C e C' em C e f € Homc(C,C") vale a
equacdo escrita em Homp(C',G(D))

¢cr,p(uo F(f)) =wcp(u)o f

para todo u € Homp(F(C"), D). Este raciocinio se representa graficamente pelo
diagrama comutativo (escrito em Conj)

Pc!,p

Homp(F(C"),D) —>  Homc(C',G(D))
Homn (F(f), D) | | #ome(1.6(0))

Homp(F(C),D) %28 Homc(C,G(D))

Uma equacao anadloga para naturalidade em D pode ser analogamente explicitada.
Um Teorema importante garante que um funtor adjunto a esquerda preserva

colimites:

Teorema da Preservagao de Limites. Valem as seguintes situagoes em que
limites sao preservados.
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1. Se F : C — D tem adjunto a esquerda (resp., a direita) e L : J — C tem
um limite Lim £ (resp., um colimite Colim £) em C entao F(Lim £) = Lim(FoL)
(resp., F(Colim L) = Colim(F o L)).

2. Funtores representaveis preservam limites: se C' é objeto de uma categoria
C entao o funtor representdavel Homg(C,e) — Conj é tal que, se L : J — C tem
um limite Lim £ entdo Homc(C,Lim £) = Lim (Homc(C,e) o L).

3. Limites comutam com limites (e colimites comutam com colimites), isto
é, se o funtor F for definido por limites entdo vale F(Lim £) = Lim(F o L).
Formalmente isto significa que se F : I xJ — C for funtor em A e em J e se exis-
tirem os limites Limy F (e, j), Limy F(i,®) e Limy Limy F, entao Limg Limy F =
Limy Limy F, e analogamente para colimites.

4. Colimites nao comutam necessariamente com limites — ao invés disto
temos um morfismo natural k : Colimy Lim; F — Lim; Colimy F, que nem
sempre € isomorfismo. No caso de um funtor F : I x J — Conj uma condicao
suficiente para termos k isomorfismo é a categoria I ser finita e a categoria J nao
ser vazia e satisfazer

4.i Para quaisquer objetos j,j' de J temos um objeto k de J e morfismos
j—kej —k.

.o . e 4 ) .
4.ii Para quaisquer morfismos paralelos u,v : j — j' existe um morfismo
w:j —kcomwou=wou.

Uma categoria safisfazendo as condigoes em 4. é dita filtrada.

Para provar 1. suponhamos, por exemplo, que F : C — D tem adjunto a
direita G : D — C, tomamos o objeto F(Colim £) em D e mostremos que ele
satisfaz a propriedade universal de colimite para F o L. Para isso consideremos
um objeto D em D tal que para cada objeto 7 de J tenhamos especificado um
morfismo u; : F o L(i) — D em D tal que para cada morfismo f : i — j em J
tenhamos u; o (F o £(f)) = u;. Aplicando a bijecdo ¢,(;),p dada pela adjun¢ao
ao morfismo u; obtemos @) p(u;) € Homc(L(7),G(D)), e a naturalidade de ¢
nos objetos de C garante que ¢,y p(u;) 0 L(f) = ¢@),p(u;) para cada morfismo
f 1 — j em J. Pela universalidade de Colim £ existe um tinico morfismo v :
Colim £ — G(D) ao qual aplicamos ¢ ;- £,6(py Obtendo um morfismo o t(w):
F(Colim L) — D em D. Este morfismo satisfaz as propriedades de comutagao
apropriadas e € Unico por naturalidade.

Para provar 2. aplicamos o funtor Homc(C, e) em v; : Lim £ — L(7), obtendo
morfismos Homc(C,v;) : Homc(C,Lim £) — Homc(C, L(i)) por composi¢ao.
Para mostrar a universalidade de Homg(C,Lim £) tomamos um outro objeto
X em Conj com morfismos 7; : X — Home(C, L(i)), para cada objeto i de J,
satisfazendo as propriedades necessarias de comutacao. Cada elemento z de X
fornece um morfismo 7;(z) : C' — L(i) em C, também satisfazendo estas comu-
tacoes necessarias. Por universalidade do limite Lim £, existe um tinico morfismo
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hy : C — Lim L com v; o h, = 7;(x). Definimos entdo h : X — Homc(C, Lim L)
por k(z) = hy, e k é atinica defini¢ao possivel com Homc(C, v;)ok = 7;, provando
a universalidade.

Para provar 3. construimos, para cada objeto ¢ de I e cada objeto 7 de J, o
diagrama escrito em C

F(i,5) &L Limg F(e,j)

i | [

Limy F(i,8) % Limy Lim; F

/%T lm

Limy Limy F <— Limy Limy F

onde, por exemplo, F(i,e) denota um funtor J — C, e por isto indexamos seu
limite por J; observamos que ele s6 depende de ¢. Os morfismos p;j;, pi, vi; e
v; sao dados pelas construgoes dos limites Limy, Lim;Limy, Lim; e LimyLimy,
respectivamente. Como, para cada objeto 7 de I, o morfismo composto v;; o
vj é natural em j, a universalidade do limite Limy F(i,e) fornece um tnico
morfismo «; : Limy Lim; F — Limy F(i,e). Esta construgdo é natural em
1, € por universalidade do limite Lim; Limy F temos um tinico morfismo k :
Limy Lim; F — Limy Limy F. Revertendo a situagdo em I e J, temos um
morfismo 1nico que serd o inverso deste, e logo este x é um isomorfismo.

Para provar 4. construimos o morfismo x de modo andlogo ao de 3., com
algumas setas invertidas:

F(i,7) 2y Colimy F(i, o)

] Tu

Lim; F(e,5) —% Limy Colimy F

ugi T/{

ColimJ leI F (i ColimJ LlIIlI F

Os morfismos p;; e p; sdo dados pelas construcoes dos colimites Colimy e Colimy Limy,

respectivamente, e os morfismos v;; e v; sdo dados pelas construcoes dos limites
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Lim; e Lim; Colimy, respectivamente. Como, para cada objeto j de J, o mor-
fismo composto ji;; o v;; € natural em %, temos que a universalidade do limite
Limy Colimy F fornece um tnico morfismo «; : Limy F(e,j) — Limy Colim F.
Esta construcao é natural em j, e por universalidade do colimite Colimy Limy F
temos um unico morfismo « : Colimy Lim; F — Limj Colimy F.

Suponhamos agora J filtrada. Um elemento z do limite Limj; Colimy F é
caracterizado, como todo elemento de um objeto de Conj, por um morfismo
zo : {*} — Limy Colimy F. Para cada objeto i de I tomamos a composta
z; : {*} — Limy Colimy F — Colimy F(i,e), que é um elemento do colimite
Colimy F (i, ). Por defini¢ao de limite, para um morfismo u : ¢« — ¢’ em I devemos
ter Colimy F(u,e)(z;) = x#, como elementos em Colimy F (7', ®). Recordando
a construgdo de colimites em Conj (A.3.1) vemos que este elemento pode ser
representado por um elemento Z; de F(i, j), para algum j, sujeito a equivaléncia
descrita em (A.3). Por 4.i, a igualdade destes elementos em Colimy F (i, ®) pode
ser testada em um mesmo conjunto F(i,j'), e por 4.ii esta igualdade pode ser
testada pela aplicacdo de um morfismo j' — k de J. Como I é finito, este ele-
mento = de Limy Colimy F pode ser representado por um elemento #; em F (7, k)
que obedece, para cada morfismo u : ¢ — ¢ em I, tildex; = F(u,k)(Z;). Por
definigdo, este é um elemento do Lim; F(e, k). Tomando a imagem deste elemen-
to em Colimy Limy F, temos um aplicacao Lim; Colimy F — Colimy Limy F
bem definida e natural, e inversa do morfismo « acima. O funtor de esquecimento

£ : Grp — Conj tem um adjunto a esquerda F : Conj — Grp que associa a
cada conjunto X o grupo livre F(X) gerado por X; o funtor £ é adjunto a direita
de F e logo preserva limites: isto explica porque o produto de grupos é construido
sobre o produto cartesiano dos conjuntos subjacentes aos grupos. No entanto, o
objeto inicial de Grp é o grupo trivial (sé a identidade como elemento; é também
objeto final em Grp), e fazendo o funtor de esquecimento agir neste objeto néo
obtemos o objeto inicial de Conj (que é o conjunto vazio). Isto mostra que &
nao preserva colimites, e portanto nao tem funtor adjunto a direita.

O funtor de esquecimento £ : Top — Conj tem um adjunto a esquerda
D : Conj — Top que associa a cada conjunto X o espago topolégico dado pela
topologia discreta em X (tudo aberto), e tem um adjunto a direita G : Conj —
Top que associa a cada conjunto X o espaco topoldgico dado pela topologia
grosseira em X (sé X e @ abertos). Isto explica porque & preserva limites e
colimites de Top: a topologia produto é construida sobre o produto cartesiano
dos conjuntos subjacentes aos espacos, e a soma topoldgica é construida sobre a
soma (i.e., a unido disjunta) dos conjuntos subjacentes. Assim, também como
Conj, a categoria Top é completa e cocompleta.

Adjuncoes as vezes se manifestam sem a interferéncia dos conjuntos de mor-
fismos, por exemplo, das seguintes maneiras. Podemos em (A.4.1), & maneira
de Yoneda, avaliar a bijecao ¢¢ r(c) na identidade id (), obtendo um morfismo
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nc : C — GF(C). Esta aplicagao n é dita a unidade da adjun¢ao em C. Como te-
mos, para todo morfismo h € Homp(F(C), D), o seguinte diagrama comutativo
escrito em Conj expressando a naturalidade de ¢

P, F(C)

Homp(F(C),F(C)) =" Homec(C,GF(C))

Homp (F(C), h)l lHomc(C, G(h))

¥Yc,D
—

Homp(F(C), D) Homc(C,G(D))

segue que

(pC,D(h’) = @c,p © HO’"’LD(.?:(C), h)(Zd}'(C)) =ho ’Ld}'(c)
= Homc(C,G(h)) o pcrc)(idFcy)
= Homc(C,G(h)) o ne,

0 que mostra que ¢¢,p pode ser escrito em termos de 7¢, e logo a unidade 7
determina a adjuncao ¢.

Uma adjuncao pode ser também determinada pelo dual da unidade, a saber, a
counidade da adjunc¢ao, dada pela aplicacao de %}D a unidade idg(py do conjunto
de morfismos Homa(G(D),G(D)). O argumento que mostra isto, a maneira de
Yoneda, é inteiramente dual.

Se a unidade 1 : 1 = GF e a counidade € : FG - 1 de uma adjuncio forem
isomorfismos naturais entdo F (ou G) definem uma equivaléncia de categorias,
e vale a reciproca. Neste caso, F é tanto o adjunto a esquerda de G por uma
adjuncao cuja unidade é n quanto o adjunto a direita de G por uma adjunc¢ao

cuja unidade é ¢7*.

A.5. Espacgos sob e sobre espaco. Seja C um objeto de uma categoria C. A
categoria C¢ de espagos sobre C tem por objetos elementos f € Homc(X,C) e
os morfismos entre f € Homc(X,C) e g € Homc (Y, C) sdo dados por elementos
h € Homc(X,Y) que satisfazem g o h = f. De maneira dual a categoria C® de
espagos sob C' tem por objetos elementos f € Homc(C, X) e os morfismos entre
f € Home(C,X) e g € Home(C,Y) sdo dados por elementos h € Home(X,Y)
que satisfazem h o f = ¢g. Tanto C¢ quanto C® admitem naturalmente funtores
de esquecimento £ : Cc — Ce £C : C¢ — C levando o objeto f € Homc(X, O)
em X e o morfismo h € Homg(X,Y) em h.

A identidade idc : C — C é objeto final de C¢ e objeto inicial de C¢. Os
funtores £ e £ levam naturalmente idc em C, o que mostra que ¢ (respecti-
vamente, £°) nao tem em geral adjunto & esquerda (respectivamente, & direita).
Se, no entanto, C tiver coprodutos finitos (isto é, colimites para funtores vindo
de categorias com finitos objetos e sem morfismos que ndo sejam identidades)
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entdo £¢ tem um adjunto & esquerda que associa a cada objeto X de C o objeto
de C¢ dado por C — X 11 C (onde X II C denota o coproduto de X e C). A
bijecao natural ¢ que define a adjuncao associa a cada morfismo h: X — Y de C
a aplicagao tinica X II1C' — Y dada pela propriedade universal do coproduto. De
maneira dual, se C tiver produtos finitos entao £¢ tem um adjunto a direita que
associa a cada objeto X de C o objeto de C¢ dado pela projecao X x C' — C.
Isto mostra que as categorias Conj. e Top, sao completas, e que as categorias
Conj° e Top® sio cocompletas.

Se C possui produtos fibrados (respectivamente, somas fibradas) entao tanto
CY quanto C possuem estes produtos (resp., somas) e tanto £¢ quanto &
preservam estes produtos (resp., somas). No caso de produtos, por exemplo,
consideramos os morfismos f; : X; — Xy e f3 : X3 — X, entre os objetos
gi : X; = C de Cg¢, para i = 1,2, 3; temos o produto fibrado X; xx, X3 de f; e
foem C dado com [; : X; Xx, X3 — X; parai = 1,3. Tomando o produto fibrado
X; X¢c X3 de g1 e g3 e sua universalidade obtemos X; xXx, X3 = X1 X¢ Xz e a
composta X; X x, X3 = X; X¢ X3 — C serd vista como o objeto g; ol; = gzol3
de C.. Para testar nesta composta a propriedade universal tomamos um objeto
h:Y — C de C¢ e morfismos hy : Y — Xj e hy : Y — X3 em C¢ (de modo que
giol; = h para i = 1, 3) satisfazendo comutagdes (de modo que f; o hy = f3 0 hg
em Cg¢); pela universalidade de X; Xy, X3 em C existe um tnico morfismo
u:Y = Xj Xx, X3 em C satisfazendo [; ou = h; para i = 1,3. Devemos mostrar
que u € morfismo em Cg, mas isto é consequéncia de g; ol; ou = g; o h; = h.

Um argumento andlogo mostra que se C tem coequalizadores entao C¢ também
os tem e &¢ os preserva: dados objetos g1 : X1 > C e gy : Xg = C em Cg e
morfismos m,n : X; — X3 em Cc tomamos o coequalizador Xy = X3 em C.
Como m e n sao morfismos em C¢ temos gy om = g1 = go on, e usando a
universalidade do coequalizador temos que existe um tinico morfismo v : X3 — C
com go = uoc, e logou: Xs — C écoequalizador em Cs. A universalidade de
um coproduto X; II X, que existir em C mostra que o coproduto também sera
um objeto de C¢, e também coproduto l4. Isto mostra que Conj. e Top, sao
cocompletas.

Se C for objeto inicial (respectivamente, final) de C entdo C¢ (resp., C¢) se
reduz a C. Por exemplo, em Conj o conjunto {*} com um sé elemento é objeto
final, e logo Conj, é Conj, mas Conj* é a categoria de conjuntos com um ponto
base e analogamente para Top*.

Se C possui produtos fibrados (resp., somas fibradas) e f : C' — C é morfismo
em C entdo o funtor f*: C¢ — Ce (resp., f, : C¢ — C°) que a cada objeto
g:D — C de C¢ (resp., g : C' — D' de C%") associa o produto fibrado D x¢ C"
(resp., a soma fibrada C'II D') tem um adjunto & esquerda Xy (resp., um adjunto
a direita II;) dado pela composicdo com f a esquerda (resp., & direita):

Ef : CC’ — CC : f* (A5.1)
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fo: CC— CY 114 (A.5.2)

Nos dois casos, os adjuntos sao dados pelas propriedades universais envolvidas.

A.6. Objetos de Hopf. Seja C uma categoria que possua produtos finitos,
inclusive o objeto terminal, denotado por 1, que é o produto vazio. Um objeto
de Hopf (ou objeto de grupo) é um objeto H de C tal que existe um morfismo
u: H x H— H que faz com que para todo objeto X de C, Homc(X, H) tenha
uma estrutura de grupo, natural em X, dada pela seguinte regra: para morfismos

f,g € Home(X, H) entdo a operagao é definida por X L N LN H,
(aqui (f,g) € Homc(X, H x H) é a aplicacdo dada pela propriedade universal
do produto). Desta maneira temos um funtor de esquecimento contravariante
£ : C — Grp representado por H.

O conceito dual de co-objeto de Hopf em categorias que tenham coprodutos
significa um objeto H de C para o qual existe um morfismo A : H — HII H que
faz com que para todo objeto X de C, Homa(H, X) tenha uma estrutura de gru-
po, natural em X, dada pela seguinte regra: para morfismos f,g € Homc(H, X)
entao a operacao é definida por H 2 HOH (f—’g; X Desta maneira temos um
funtor de esquecimento covariante £ : C — Grp representado por H.

Para um objeto de Hopf H em C a naturalidade da estrutura de grupo no

conjunto Homg (X, H) significa que para um morfismo f : X — X' a fungao
Home(f, H) : Home (X', H) — Homc (X, H) é um homomorfismo de grupos.

Como Homc(1, H) tem estrutura de grupo existe um morfismo e : 1 — H que
¢ a unidade deste grupo, caracterizado pela comutatividade do diagrama escrito
em C

H=Hx1— HxH

g N p
H

Um objeto de Hopf H em Conj é simplesmente um grupo, que pode ser identi-
ficado com Homc(1, H).

Um objeto de Hopf H é dito abeliano se for comutativo o seguinte diagrama
escrito em C onde o morfismo horizontal 7 é a troca de coordenadas

HxH--s HxH

pNe dp
H
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Topologos identificaram pela primeira vez objetos e co-objetos de Hopf, na
categoria HomTop, de classes de homotopia de espacos topdgicos com um ponto-
base, sob a denominagao H grupos e H cogrupos (ver, por exemplo, [Sp|, que
inclui os axiomas de co-objeto de Hopf na pagina 40).
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Apéndice B: A Categoria de Variedades Diferen-
ciaveis

Este apéndice resume brevemente os fatos necessarios da categoria diferenciavel,
e assume do leitor alguma lembranca de Andlise. Especificamente, esta categoria
é definida para agregar todo conhecimento local da Analise. Assim nao haverd
necessidade de se lembrar de nenhuma férmula de Calculo, mas sim dos teoremas
locais de existéncia: o teorema da funcao inversa e o teorema da funcao implicita.

B.1. Variedades. A Anailise que sera utilizada aqui é real e euclidiana, baseada
nos espagos R™. Apesar disso, seguindo os passos dos mestres em [M-S], adota-
mos a idéia de introduzir um espaco ambiente do tipo R* onde A é um conjunto
qualquer, objeto de Conj. Este espaco ambiente nada mais é do que

RA = HomCOnj (A, R)

Tomando A de cardinalidade finita n, normalizado em Conj como sendo o con-
junto A = {1,...,n}, recupera-se o espago euclidiano R" identificando a funcao
z € Homconj(A,R) com o vetor (xq,...,z,) através de z; := x(7). A familia-
ridade com este exemplo serd aproveitada no uso da notagao z, para o valor da
funcdo z € Homconj(A4,R) em a € A, isto é, vale z, = z(a) em geral.

Cada elemento a € A é uma coordenada em Homconj(A, R), definindo uma
funcao de projecao

Tq - HomConj(A,R) — R 7Ta(.’L') = x(a) = Zgq,

morfismo em Conj. A topologia de R como objeto de Top é invocada para fazer
desta proje¢do um morfismo em Top de maneira universal, isto é, Homconj(4, R)
¢é dotado da maior topologia que torna tais projegoes continuas; isto significa: para
um objeto ¥ em Top uma funcdo f : Y — Homconj(A, R) é morfismo em Top
se e sO se para cada a € A a composta 7, o f é morfismo em Top.

Os objetos da categoria diferencidvel Diff serdo subconjuntos M em
Homconj (A, R)

com a topologia induzida universal, isto é, para um objeto ¥ em Top uma funcao
f:Y — M é morfismo em Top se e s6 se a composta ¢ o f é morfismo em Top,
onde ¢ : M — Homconj(A4,R) é a inclusdo; pelo visto acima, isto acontece se e
s6 se para cada a € A a composta f, :=7m,0to f:Y — R é morfismo em Top.

Além de espago topoldgico, uma estrutura adicional que Y tiver permite
considerar a funcdo f : Y — M — Homconj(4,R) como morfismo em ou-
tras categorias. O exemplo relevante é o de um subconjunto de um espaco
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euclidiano no qual é possivel tomar derivadas: se U C R™ entdao uma funcao
f:U —= M < Homconj(A,R) é suave se para cada a € A as compostas
fa=maoitof: U — R forem infinitamente diferencidveis. As derivadas parciais

g wf - sao definidas como as funcoes
of
a’L'i U — Homcc,nj (A, R)

que para cada a € A tem como coordenada a a fungao g—i‘z. Seja observado que,
apesar da consideracdo do espaco R4 de “dimensdo infinita”, a nocdo de diferen-
ciabilidade sé foi aplicada para funcgoes f, : U — R; nenhuma diferenciabilidade
mais geral serd jamais envolvida nestas notas. Como é necessario tomar derivadas
— um processo local —, o subconjunto U serd sempre tomado aberto em R".

Estas simples consideracdes permitem a postulacao da categoria Diff: um
subconjunto M — Homconj(A, R) é uma variedade diferenciavel de dimensao n
se para cada © € M existir uma funcdo suave h : U — M C Homconj(4,R),
definida em um aberto U C R", tal que h seja um homeomorfismo de U em
V C M e que para u € U com h(u) = z a matrix (g—i‘:(u)) tenha posto n.
Neste caso é dito que V' = h(U) é uma vizinhanga coordenada e (U,V,h) uma

parametrizacao local.

Casos simples mas importantes de variedades sao os préprios abertos U em
R", para qualquer ponto dos quais é possivel tomar a mesma parametrizacao
(U,U,id : U — U). Em particular o espago euclidiano R™ é uma variedade
diferenciavel de dimensao n.

B.2. Mudanca de parametrizacao. Segue do teorema da fun¢ao implicita
que se duas parametrizagoes locais (U, V, h) e (U', V', 1) se encontram, isto é, sdo
tais que VNV’ # & entao

Rlob: (W) '(VnV)=ht(VnV

é infinitamente diferencidvel. Esta funcio h~' o h' associa dois abertos (A')~'(V N
V') e (VN V') do mesmo espago euclidiano onde U e U’ sdo abertos. A
dimensao de uma veriedade diferencidvel é, assim, bem definida.

B.3. Funcoes suaves. Parametrizagoes locais sao usadas na definicao dos
morfismos na categoria Diff de variedades diferencidveis. Estes morfismos, ditos
fungoes suaves, sao definidos a partir do conceito de funcoes suaves definidas
em um aberto U C R"™ como em B.1: sejam dadas duas variedades M —
Homeconj(A,R) e N — Homconj(B,R); uma fungao f : M — N é suave em um
ponto m € M se para uma parametrizagao local (U,V,h) em M tal que m € V
tenhamos foh : U — Homconj(B,R) suave. O resultado enunciado em B.2
implica que esta a definicdo de suavidade em um ponto m € M independe da
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escolha da parametrizagao local (U, V,h) com m € V. Uma fun¢do f: M — N
é suave se for suave em cada ponto m € M. Variedades diferencidveis e funcoes
suaves entre elas definem a categoria Diff. Isomorfismos em Diff sao chamados
difeomorfismos.

Para um aberto U C R" tomado com a estrutura natural de variedade como
em B.1 o conceito de fungao suave como morfismo em Hompig(U, M) coincide
com a nocao introduzida em B.1.

Pela prépria postulacao dos objetos como conjuntos com uma estrutura adi-
cional (que permite tomar derivadas), ha funtores de esquecimento de Diff para
Conj e para Top, mas estes funtores sao pouco interessantes: a estrutura adicio-
nal de variedade é excessivamente ligada aos processos da Andlise para que estes
funtores tenham algum adjunto. No entanto, Diff possui produtos construidos
sobre o produto cartesiano.

B.4. Sobre a definicao de variedades. A definicao de variedade pode ser
apresentada de muitas maneiras diferentes. O tratamento adotado aqui é calcado
em [M-S] e sofre o defeito de exigir que a variedade M — Homconj(A, R) esteja
definida em um espago ambiente Homconj(A4, R), que depende do conjunto A que
aparentemente pouco se manifesta na estrutura diferencial. Esta dependéncia, de
fato, é algo irrelevante: se g : A — B é monomorfismo em Conj entao

Homcc,nj (B, R) — Homcc,nj (A, R)
h — goh

é uma injegdo, e a variedade M — Homconj(A, R) pode ser igualmente conside-
rada em Homconj(B, R) para qualquer conjunto B que contenha A. (O problema
de descrever o conjunto A minimo, no entanto, é interessante: ha variedades de
dimensdo n que sé aparecem em R?"T1).

Ha, no entanto, um conjunto A maximo “candnico”: dada uma variedade
L M — Homconj(A,R), para cada a € A temos a fun¢do m,0¢: M — R que é
suave, isto é, um morfismo em Homp;g (M, R), e a identificagdo a <> 7, o ¢ injeta
A como subconjunto de Homp;g (M, R). Tomemos entao

AM = HO’m,Diﬁ'(M, R)
e a injecao canonica
e : M — Homeconj(Am, R) = Homconj(Hompig (M, R),R)

dada por ¢,(m)(f) = f(m). Esta injecao é um difeomorfismo de M sobre sua
imagem ¢,,(M).

Agora a variedade M — Homconj(An; R) = Homconj(Hompig(M,R),R) é
apresentada de forma intrinseca, e este processo pode ser usado para uma rede-
finicdo: dado um conjunto M em Conj e A C Homconj(M, R) um subconjunto
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de funcoes reais em M que separa pontos, isto €, tal que a aplicacdo canodnica ¢,
definida como acima seja uma injegao (esta condi¢ao esmiugada significa: dados
my # mg € M existe f € A com f(my) # f(msy)), A é chamado uma estrutura
diferencial em M se 1,,(M) — Homeconj(A, R) for uma variedade diferencidvel e
se A = Ay = Hompig(ts(M),R), isto é, se A for o conjunto de morfismos em
Diff (isto é, de fungGes suaves) desta variedade para a reta R.

B.5. O espaco tangente. Seja M — Homconj(A4,R) uma variedade de di-
mensao n e m € M. Um caminho passando por m é uma funcao suave

p:(—€,€) — M — Homconj(4,R), com p(0) = m,

onde € > 0. O vetor velocidade é entao definido como sendo o vetor

op

d
ot ‘tZO = d_]t)‘t:() € HomConj (Aa R)

tendo como coordenada a exatamente W li=o. Um elemento de Homconj(4, R)
é dito um vetor tangente em m se for vetor velocidade de algum caminho pas-
sando por m. O conjunto destes vetores é chamado de espaco tangente de M em
m, denotado por D(M),,.

Se (U, V, h) for uma parametrizac¢ao local com m € V = h(U), digamos m =
h(z) para z € U C R", entdo v € Homconj(A, R) é vetor tangente em m se e sé
se existir uma combinacao linear

n

oh
U_;Cia—xi(x)’ ¢ € R.

Assim o espago tangente D(M),, é espago vetorial real de dimenséo n. No caso
de a veriedade diferenciavel ser um aberto U do espacgo euclidiano R™ o espaco
tangente D(U), em qualquer ponto u é o préprio R".

O fibrado tangente de M é o subconjunto D(M) C M x Homconj(A, R) dado
por
D(M) :={ (m,v) € M X Homcon;(4,R) | v € D(M),, }.

Tomando uma versao contravariante do Teorema de Preservacao de Limites A.4
para Homconj(®, R) vemos que Homconj(A, R) X Homconj(A, R) > Homconj(AIl
A,R), e considerando D(M) — Homconj(A Il A,R), o fibrado tangente é uma
variedade diferencidvel de dimensao 2n.

A associacdo M — D(M) é (a func@o nos objetos de) um funtor

D : Diff — Diff.
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A funcao nos morfismos é dada pela derivada de uma funcao suave f : M — N,
definida por

D(f) : D(M) — D(N)
(m,v) = (f(m), Dfm(v)),
onde D(f)m € Homg(D(M)m, D(N)fm)) é a transformacao linear

d d(f o
d_ltjt:OH (fdt p)‘tzo_

Em termos de uma parametrizacao local (U,V,h) com m = h(z) € V = h(U)

vale . .
O(foh
Zc,axZ —ch({TZ)(aj)

=1

Por exemplo, para toda variedade M a associagdo (m,v) — m define uma
funcao suave 7 : D(M) — M. A derivada D(r) : D?*(M) — D(M) é calculada
associando ao vetor velocidade do caminho

(—€,€) — D(M) — Homconj(AIL A,R)
t— (m(t),v(t)) onde v(t) € D(M)

o vetor velocidade —|t 0, isto é,

d(m(t), v(t))
dt

dm(t)

D(r) : (m(0), v(0), o).

li=0) = (m(0),

Uma inversa a direita xy em Diff desta funcao suave 7 é dita um campo vetorial.
Um campo vetorial pode ser escrito

X: M — D(M)
m +— (m, xo(m)), onde xo(m) € D(M),,;

em geral as referéncias confundem x e xo. As estruturas de espagos vetoriais
em D(M),, fornecem uma estrutura de espago vetorial no conjunto de campos
vetoriais

Vect(M) = {x € Hompg(M,D(M)) | mox =idy },
definida para x,n € Vect(M) e a € R por

(X +m)o = Xo + Mo, (ax)o = axo-

Para uma funcdo real suave f € Hompig(M,R) a derivada em um ponto
m € M é uma transformagao linear D(f)m, : D(M),, — D(R)fm). Como o
espaco tangente D(R), de R em qualquer real « é simplesmente R esta derivada
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¢ um elemento do espago vetorial dual Homg(D(M),,,R). Fixando o ponto
m € M a associa¢ao f +— D(f),, define uma aplica¢ao

Hompig(M,R) — Homgr(D(M),,R).

Dominio e contradominio desta aplicacao herdam uma estrutura de algebra real
através do produto em R (o produto de fungbes é o produto de valores das
fungdes). A aplicagio descrita acima ndo preserva este produto, antes obedece a
regra de Leibniz

D(fg)m = f(m)D(g)m + g(m)D(F)m
Fixando agora m € M e v € D(M),, o valor D(f)m(v) € D(R)fum = R é um
nimero real, e a associa¢do f +— D(f)n(v) define uma aplicagao
X(m,v) : HOT)’LDiﬂ'(M, R) — R
[ D(f)m(v).

A regra de Leibniz se escreve

X(m,v) (fg) = f(m)X(m,v) (g) + g(m)X(m,v) (f)a

ou seja, X(m,y) € uma derivacao da dlgebra Hompis (M, R). A associagdo (m,v) <

X(m,v) identifica o fibrado tangente D (M) como a dlgebra de derivacdes de Hompsg (M, R).
Alguns tratamentos definem assim o fibrado tangente (por exemplo, [H]). Dado

um campo vetorial x € Vect(M) definimos uma transformacao linear

X1 - HomDiff(M, R) — HomDiﬂ‘(M, R)
por fexa(f): M >R
m = D(f)m(xo(m)).

A regra de Leibniz assume entdo a forma

x1(fg) = fxa(g) + 9x1(f),

e x1 estd na algebra Der(Hompig (M, R)) de transformacoes lineares (Hompig (M, R)) —
(Hompig (M, R)) que sao derivagoes (isto é, obedecem & regra de Leibniz); a com-

posta de duas destas transformacgoes ndo obedece a regra de Leibniz, antes esta
dlgebra tem como produto a operagao comutador definida por

[Dl, DQ] == D1D2 - D2D1.

Esta operacao nao é associativa. Em vez da associatividade, é satisfeita a crucial
identidade de Jacobi

[D1,[D2, D3]] + [Da, [Ds, D1]] + [Ds, [D1, D] = 0;
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a regra da identidade de Jacobi é fixar uma conformagao de colchetes, (a usada
acima, por exemplo, é [e, [e e]]) e fazer permutacoes ciclicas nos indices. Uma
algebra cujo produto satisfaz a identidade de Jacobi é dita uma dlgebra de Lie.

A associacao
Vect(M) — Der(Hompig(M,R))
X = X1

identifica o espago de campos vetoriais com a dlgebra de derivacoes de Homp;g (M, R),
e assim Vect(M) ganha uma estrutura de algebra de Lie.
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